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PROF. DR. TUĞBA YURDAKADİM
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ÖZELLİKLERİ
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TEZ DANIŞMANI
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ÖZET

KONVOLÜSYON OPERATÖRLERİNİN KUVVET SERİSİNE DAYALI
İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK YARDIMIYLA ELDE EDİLEN YAKLAŞIM

ÖZELLİKLERİ

Bu tez çalışması beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci bö-
lümde istatistiksel yakınsaklık, kuvvet serisine dayalı istatistiksel yakınsaklık ve pozitif lineer
operatörlerle yaklaşıma ilişkin temel tanım ve kavramlar, iyi bilinen teoremler hatırlatılmıştır.
Üçüncü bölüm konvolüsyon operatörlerinin A-istatistiksel yakınsaklık yardımıyla elde edilen
yaklaşım özelliklerine ayrılmıştır. Dördüncü bölüm ise tek ve çok değişkenli durumlarda kon-
volüsyon operatörlerinin kuvvet serisine dayalı istatistiksel yakınsaklık yardımıyla elde edilen
yaklaşım özelliklerine ayrılmıştır. Bu bölüm orijinal sonuçlar içermekte olup literatürde bilinen
teoremlerin yetersiz kaldığı ancak bizim sonuçlarımızın kullanılabildiği örneklerle desteklen-
miştir. Ayrıca elde edilen yaklaşıma ilişkin oran sonuçları da sunulmuştur. Son bölümde ise
elde edilen orijinal sonuçlar değerlendirilerek literatüre katkısı belirtilmiştir.
Anahtar Kelimeler: Kuvvet Serisi Metodu, İstatistiksel Yakınsaklık, Konvolüsyon Operatör-
leri, Korovkin Tipi Teorem.
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ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF CONVOLUTION OPERATORS VIA
STATISTICAL CONVERGENCE BASED ON A POWER SERIES METHOD

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In the
second chapter, statistical convergence, statistical convergence based on a power series, basic
definitions, concepts and well known theorems of approximation by positive linear operators
are recalled. Third chapter is devoted to the approximation properties of convolution operators
obtained by A-statistical convergence. Fourth chapter is devoted to the approximation properties
of convolution operators obtained by statistical convergence based on a power series both for
one variable and multivariables. This chapter includes original results and is supported by the
examples where the known theorems of literature are insufficient. Also, rate of the obtained
approximation results are presented. In the last chapter, by evaluating the obtained original
results, the contribution to the literature is expressed.
Keywords: Power Series Method, Statistical Convergence, Convolution Operators, Korovkin
Type Theorem.
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KISALTMALAR VE SİMGELER LİSTESİ

Au : ((Au)j) : ∑
∞
n=1 a jnun dönüşüm dizisi

A = (ajn) : j,n = 1,2, ...; sonsuz bir matris
#(G) : G kümesinin eleman sayısı
Gc : G kümesinin tümleyeni
δ (G) : G kümesinin yoğunluğu
δA(G) : G kümesinin A-yoğunluğu
δP(G) : G kümesinin P-yoğunluğu
N : Doğal sayılar kümesi
C1 : Birinci mertebeden Cesáro matrisi
C[a,b] : [a,b] kapalı aralığında tanımlı ve reel değerli sürekli fonksiyonlar uzayı
ω(f,λ ) = ωf([a,b],λ ) : Keyfi λ > 0 için f fonksiyonunun [a,b] aralığında süreklilik modülü
Hn(f;x) : Konvolüsyon operatörü
Bn(f;x) : Bernstein operatörler dizisi
||T || : T operatörünün normu
|| f ||δ : sup

a+δ≤x≤b−δ

| f (x)|

fi(t) : t i, i = 0,1,2 olmak üzere test fonksiyonları
C∗ : 2π periyotlu ve R üzerinde sürekli periyodik fonksiyonların uzayı
C(J) : J üzerinde tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonların uzayı
χJ : J kümesinin karakteristik fonksiyonu
⇒ : Düzgün yakınsaklık
st− limu : u dizisinin istatistiksel limiti
stP − limu : u dizisinin P-istatistiksel limiti
stP −o(an) : o(an) oranında P-istatistiksel yakınsaklık

v



1. GİRİŞ

Pozitif lineer operatörler, yaklaşım teorisinin temel araçlarındandır. 1885 yılında Wei-
erstrass tarafından elde edilen ve kapalı aralıkta sürekli bir fonksiyona polinomlarla yaklaşabile-
ceğimizi ifade eden teoremi çok etkili olmuştur (Weierstrass, 1885). Bu teoremin ispatının uzun
ve karışık olduğu dikkate alınarak birçok matematikçi tarafından daha kolay anlaşılır bir ispat
vermek amaçlanmıştır. Bu bağlamda 1912 yılında Bernstein bu teoremin kolayca anlaşılır ve
kısa bir ispatını günümüzde de iyi bilinen Bernstein polinomları yardımıyla vermiştir (Berns-
tein, 1912: 1-2). Daha sonra Bernstein polinomları yerine pozitif lineer operatörler alınarak
Bohman, Popoviciu ve Korovkin tarafından bu tür teoremler bağımsız olarak genelleştirilmiştir
(Popoviciu, 1951: 1-4), (Bohman, 1952: 45), (Korovkin, 1953: 961). Böylece yaklaşım teori-
sinde etkin olarak çalışılacak olan Korovkin tipi yaklaşım teorisi ortaya çıkmıştır. Bu teoride
pozitif lineer operatörler aktif rol oynamaktadır. Konvolüsyon operatörleri çekirdek fonksiyo-
nuna yüklenen çeşitli şartlar altında bu tür operatörler arasında önemli bir grubu temsil eder ve
C[a,b], [a,b] aralığı üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonların uzayı olmak üzere

Hn( f ;x) =
∫ b

a
f (y)kn(y− x)dy, n ∈ N, x ∈ [a,b], f ∈C[a,b]

biçiminde tanımlanır. Burada her n ∈ N için kn, [a− b,b− a] aralığı üzerinde sürekli ve her
v ∈ [a−b,b−a] için kn(v)≥ 0 şartları altında (Hn) pozitif lineer operatörlerin bir dizisidir. Sri-
vastava ve Gupta, 2003 yılında bazı toplam-integral formunda operatörlerin yaklaşım özellikle-
rini klasik yakınsaklık yardımıyla elde etmiştir (Srivastava ve Gupta, 2003: 1307-1315). Daha
sonra klasik yakınsaklık yerine A = (a jn) sonsuz matrisi yardımıyla tanımlanan A-istatistiksel
yakınsaklık alınarak integral formunda olan konvolüsyon operatörlerinin yaklaşım özellikleri
Duman tarafından 2008 yılında elde edilmiştir (Duman, 2008: 523-536). Ayrıca bu operatörler
farklı yakınsaklıklar yardımıyla tek ve çok değişkenli durumlarda da birçok matematikçi tara-
fından çalışılmıştır ve günümüzde de aktif olarak araştırılmaktadır. Örneğin, 2017 yılında Yur-
dakadim, Taş ve Atlıhan tarafından çok değişkenli durumda konvolüsyon operatörleri toplam
süreçleri yardımıyla ele alınarak yaklaşım özellikleri elde edilmiştir (Yurdakadim vd., 2017).
2022 yılında Çınar ve Yıldız tarafından P-istatistiksel toplam süreçleri göz önüne alınarak kon-
volüsyon operatörlerinin yaklaşım özellikleri tek değişkenli durumda elde edilmiştir (Çınar ve
Yıldız, 2022: 648-659). Diğer yandan seriler ve serilerin karakterinin incelenmesi de mate-
matikte önemli bir yer tutmaktadır. Genellikle yakınsak serilerle ilgilenilmiş, ıraksak serilerle
ilgilenilmeye toplanabilme teorisinin gelişimiyle başlanmıştır. Toplanabilmenin temel amacı
ıraksak bir seriyi toplamak olup bunun için birçok metot tanımlanmıştır. Bunlardan en dikkat
çekici olanları iki boyutlu sonsuz A = (a jn) matrisi yardımıyla tanımlanan A-istatistiksel yakın-
saklık ve A-toplanabilme metotlarıdır. Ayrıca buradan yola çıkılarak bir kuvvet serisi metoduna
dayanarak tanımlanan istatistiksel yakınsaklık, bu metotlar tarafından içerilmediğinden etkili
bir biçimde kullanılmaktadır.
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Bu tezin amacı, daha önce bilinen metotlar tarafından içerilmeyen kuvvet serisine dayalı ista-
tistiksel yakınsaklık yardımıyla konvolüsyon operatörlerinin yaklaşım özelliklerini tek ve çok
değişkenli durumlarda elde etmektir. Literatürde klasik yakınsaklık ve istatistiksel yakınsaklık
yardımıyla elde edilen teoremlerin yetersiz kaldığı konvolüsyon operatörleri mevcut olup, bu
durumda elde ettiğimiz sonuçların kullanışlı olduğu göz önünde bulundurulursa, bu tezin litera-
türe önemli bir katkı yapacağını ve bu konuda çalışacak araştırmacılar için bir el kitabı olacağını
ifade edebiliriz.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bölümde, önemli tanım ve kavramlar, iyi bilinen teoremler hatırlatılacaktır.

2.1. Yoğunluk ve İstatistiksel Yakınsaklık

Bu kısımda, G ⊂ N olmak üzere, G kümesinin yoğunluğu ve bir dizinin istatistiksel
yakınsaklığı tanıtılacaktır. Ayrıca klasik yakınsaklık ile istatistiksel yakınsaklık arasındaki iliş-
kiden söz edilip çeşitli örnekler verilecektir.

Tanım 2.1.1. δ (G) := lim
k→∞

1
k

#({n ≤ k : n ∈ G}) limiti mevcutsa bu değere G kümesinin yoğun-

luğu denir (Niven ve Zuckerman, 1980: 473). Burada #(G), G kümesinin eleman sayısını ifade
etmektedir.

Örnek 2.1.2. G ⊂ N için eğer G sonlu ise sıfır yoğunluklu olduğu kolaylıkla görülür.

Örnek 2.1.3. {p : p asal} ve {1,22,32, . . . ,k2, . . .} kümelerinin sıfır yoğunluklu olduğu iyi bi-
linmektedir.

Ayrıca, δ (G) veya δ (Gc) mevcutsa δ (G) = 1−δ (Gc) gerçeklenir.

Tanım 2.1.4. Reel veya kompleks sayıların bir u = (uk) dizisi verilsin. Her ε > 0 için

lim
n→∞

1
n

#({k ≤ n : |uk − ℓ| ≥ ε}) = 0

ise u dizisi ℓ sayısına istatistiksel yakınsaktır denir.
Bir başka deyişle, istatistiksel yakınsaklık her ε > 0 için

Gε = {k ∈ N : |uk − ℓ| ≥ ε}

olmak üzere

δ (Gε) = 0 olması anlamına gelir ve bu durumda u dizisi ℓ sayısına istatistiksel yakın-
saktır denir ve st − limu = ℓ veya uk → ℓ(st) şeklinde ifade edilir (Fast, 1951: 241), (Fridy,
1985: 302), (Salat, 1980:139).

2.2. A-Yoğunluk ve A-İstatistiksel Yakınsaklık

Bu kısımda, G ⊆ N olmak üzere G kümesi için A = (a jn) negatif olmayan, regüler bir
matris yardımıyla G kümesinin A-yoğunluğu ve bir u = (un) dizisinin A-istatistiksel yakınsak-
lığı tanıtılacaktır.

Tanım 2.2.1. A = (a jn) j,n = 1,2, ...; sonsuz bir matris ve her j ∈ N için

(Au) j =
∞

∑
n=1

a jnun

3



serisi yakınsak olmak üzere u = (un) dizisinin A-dönüşüm dizisi olarak adlandırılır ve

Au := ((Au) j) şeklinde gösterilir.

Teorem 2.2.1. (Silverman-Toeplitz). Bir A = (a jn) matrisinin regülerliği

a. sup
j

∞

∑
n=1

|a jn|< ∞,

b. her n ∈ N için an := lim
j

a jn = 0,

c. lim
j

∞

∑
n=1

a jn = 1

şartlarının gerçeklenmesiyle karakterize edilir (Hardy, 1949:43), (Maddox, 1970: 165).

Tanım 2.2.2. A = (a jn) negatif olmayan, regüler matris olmak üzere

δA(G) = lim
j ∑

n∈G
a jn

mevcutsa δA(G) değerine G kümesinin A-yoğunluğu denir (Freedman ve Sember, 1981: 296-

297).

Tanım 2.2.3. A = (a jn) negatif olmayan, regüler matris olsun.

Her ε > 0 için

lim
j→∞

∑
n:|un−M|≥ε

a jn = 0

olacak şekilde bir M sayısı varsa u dizisi M sayısına A-istatistiksel yakınsaktır denir.

Bir başka deyişle, her ε > 0 için

Gε = {n ∈ N : |un −M| ≥ ε}

olmak üzere

δA(Gε) = 0

ise u dizisi M sayısına A-istatistiksel yakınsaktır denir ve stA − lim u = M veya un → M(stA)

şeklinde gösterilir (Kolk, 1993:79), (Miller, 1995:1811).

Yukarıdaki tanımda, A= I, birim matris olması durumunda klasik yakınsaklık; A, Cesàro
matrisi olması durumunda istatistiksel yakınsaklık elde edildiği kolaylıkla görülür.
Bir dizi klasik anlamda yakınsak ise aynı değere A-istatistiksel yakınsak olacaktır ancak A-
istatistiksel yakınsak bir dizi yakınsak olmak zorunda değildir.
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2.3. Kuvvet Serisi Metodu ve Kuvvet Serisine Dayalı İstatistiksel Yakınsaklık

Bu kısımda, kuvvet serisine dayalı toplanabilme metodu, bu metot anlamında bir dizi-
nin yakınsaklığı ve kuvvet serisine dayalı istatistiksel yakınsaklık tanıtılarak aralarındaki ilişki
verilecektir.

Tanım 2.3.1. (pn) pozitif reel terimli bir dizi olsun.

p(t) :=
∞

∑
n=1

pntn−1

ifadesine kuvvet serisi denir ve bu serinin yakınsaklık yarıçapı r, r ∈ (0,∞] olsun.
Ayrıca

Cp :=
{

f : (−r,r)→ R| lim
0<t→r−

f (t)
p(t)

mevcut
}

ve u = (un) dizisi için

CPp :=

{
u = (un)|pu(t) :=

∞

∑
n=1

pntn−1un yakınsaklık yarıçapı ≥ r ve pu ∈Cp

}
olsun.

P− lim : CPp → R olmak üzere

P− limu = lim
0<t→r−

1
p(t)

∞

∑
n=1

pntn−1un

kuvvet serisi metodu olarak adlandırılır ve u dizisi P-yakınsaktır denir (Boos, 2000: 158), (Kratz
ve Stadtmüller, 1989: 362).

Yakınsak her dizi aynı değere P-yakınsak oluyorsa P regülerdir denir ve bu durum aşa-
ğıdaki teorem ile karakterize edilir.

Teorem 2.3.1. P metodunun regülerliği her n ∈ N için

lim
t→R−

pntn−1

p(t)
= 0

olmasına denktir (Boos, 2000: 160).

Tanım 2.3.2. P regüler ve G ⊂ N olsun. Eğer

δP(G) = lim
0<t→r−

1
p(t) ∑

n∈G
pntn−1

mevcutsa bu değere G kümesinin P-yoğunluğu denir ve mevcut olması durumunda 0≤ δP(G)≤
1 olduğu açıktır (Ünver ve Orhan, 2019: 537).

Tanım 2.3.3. P regüler ve
Gε = {k ∈ N : |uk −L| ≥ ε}

olmak üzere u = (uk) dizisi için
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lim
0<t→r−

1
p(t) ∑

k∈Gε

pktk−1 = 0, (ε > 0)

ise, yani her ε > 0 için

δP(Gε) = 0

ise u = (uk) dizisi M sayısına P-istatistiksel yakınsaktır denir ve

stP − limx = M

olarak gösterilir (Ünver ve Orhan, 2019: 537).

İstatistiksel yakınsaklık ve P-istatistiksel yakınsaklık birbirini gerektirmez (Ünver ve
Orhan, 2019: 538).

2.4. Pozitif Lineer Operatörler

Bu kısımda, pozitif lineer operatörler ile ilgili önemli ifadeler hatırlatılacaktır.

Tanım 2.4.1. E ve F iki fonksiyon uzayı olsun. H : E → F olacak biçimde bir H kuralı varsa
bu durumda F uzayında operatör tanımlanmış olur ve g(x) = H( f ;x) ile gösterilir.

E lineer uzay ise operatörün lineerliği aşağıdaki gibi tanımlanır.

Tanım 2.4.2. Her f ,g ∈ E ve α1,α2 keyfi iki reel sabiti için

H(α1 f +α2g;x) = α1H( f ;x)+α2H(g;x)

oluyorsa H : E → F lineer operatör olarak adlandırılır ve f ≥ 0 iken H f ≥ 0 oluyorsa H pozitif
operatör olarak adlandırılır (Hacısalihoğlu ve Haciyev, 1995: 11).

H lineer operatör olmak üzere H(0;x) = 0 olduğu aşikardır.

Önerme 2.4.3. H : E → F pozitif lineer operatör ise

• f ≤ g olacak biçimde her f ,g ∈ E için H f ≤ Hg, (monotonluk)

• her f ∈ E için |H f | ≤ H| f |

olur (Hacısalihoğlu ve Haciyev, 1995: 11).

Tanım 2.4.4. E ve F normlu uzaylar ve H : E → F lineer bir operatör olmak üzere her f ∈ X

için

∥H f∥F ≤ N∥ f∥E (2.1)

sağlanacak şekilde N sayısı bulunabiliyorsa H operatörüne sınırlıdır denir ve normu

∥H∥= sup
f∈E, f ̸=θ

∥H f∥F

∥ f∥E
(2.2)
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şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu ve Haciyev, 1995: 12), (Kreyzig, 2007: 91-92).

Şimdi pozitif lineer operatör dizilerinin birim operatöre yakınsaklığıyla ilgilenen ve
"Bohman-Korovkin Teoremi" olarak bilinen teoremi hatırlatalım (Bohman, 1952: 43), (Korov-
kin, 1953: 961), (Popoviciu, 1951).

Teorem 2.4.1. Her n ∈ N için Ln : C[a,b]→C[a,b] pozitif lineer operatör ve fi(t) = t i olsun.
[a,b] üzerinde

Ln( fi(t);x)⇒ fi(x), i = 0,1,2 (2.3)

ise her f ∈C[a,b] için

Ln( f (t);x)⇒ f (x) (2.4)

gerçeklenir.

Ayrıca n ∈ N, x ∈ [0,1] ve f ∈C[0,1] için

Bn( f ;x) =
n

∑
k=0

f
(

k
n

)(
n
k

)
xk(1− x)n−k

olarak tanımlanan Bernstein operatörlerinin Teorem 2.4.1’i sağladığı iyi bilinmektedir.
Şimdi süreklilik modülünü hatırlatalım.

Tanım 2.4.5. f , [a,b] aralığı üzerinde tanımlı, sınırlı bir fonksiyon ve λ > 0 olsun.

ω( f ,λ ) = ω f ([a,b],λ ) = sup
|x−y|<λ ,x,y∈[a,b]

| f (x)− f (y)|

ile tanımlanan fonksiyona f fonksiyonunun süreklilik modülü denir (Altomare ve Campiti, 1994:

17).

7



3. KONVOLÜSYON OPERATÖRLERİNİN YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde, konvolüsyon operatörlerinin yaklaşım özellikleri A- istatistiksel yakınsak-
lık ile ele alınacaktır.

3.1. Konvolüsyon Operatörlerinin A-İstatistiksel Yakınsaklık Yardımıyla Elde Edi-
len Yaklaşım Özellikleri

Bu kısımda, a,b ∈ R, a < b olmak üzere

Hn( f ;x) =
∫ b

a
f (y)kn(y− x)dy, n ∈ N, x ∈ [a,b] ve f ∈C[a,b] (3.1)

ile tanımlanan konvolüsyon operatörlerinin 2008 yılında Duman tarafından A-istatistiksel ya-
kınsaklık yardımıyla elde edilen yaklaşım özellikleri incelenecektir.
Burada her n ∈ N için kn, [a− b,b− a] üzerinde sürekli ve ayrıca her v ∈ [a− b,b− a] için
kn(v)≥ 0 olduğu kabul edilecektir.
Eğer x,y ∈ [a,b] ise v := y− x ∈ [a− b,b− a] olacaktır ve (3.1) ile tanımlanan (Hn) operatör
dizisi her n ∈ N için pozitif ve lineerdir.
Gerçekten de;
f ≥ 0 olsun. Buradan f (y)≥ 0 ve kn(y− x)≥ 0 olduğundan

Hn( f ;x) =
∫ b

a
f (y)kn(y− x)dy ≥ 0

olup Hn operatörünün pozitifliği elde edilir.
Her α,β ∈ R, her f ,g ∈C[a,b] için

Hn(α f +βg;x) =
∫ b

a
(α f +βg)(y)kn(y− x)dy = αHn( f ;x)+βHn(g;x)

olduğundan Hn operatörü lineerdir.
Öncelikle istatistiksel yakınsaklık yardımıyla Gadjiev ve Orhan tarafından 2002 yılında elde
edilen Korovkin tipi teoremi ispatsız olarak verelim.

Teorem 3.1.1. Ln : C[a,b]→C[a,b], (Ln) pozitif ve lineer operatör dizisi olmak üzere

eğer

st − lim
n
||Ln( fi)− fi||= 0, (i = 0,1,2)

ise her f ∈C[a,b] için

st − lim
n
||Ln( f )− f ||= 0

gerçeklenir (Gadjiev ve Orhan, 2002: 129-138).
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Yukarıdaki teorem kolaylıkla A-istatistiksel yakınsaklık yardımıyla da elde edilebilir.
Hatta bir düzenleme yardımıyla aşağıdaki şekilde verebiliriz.

Teorem 3.1.2. A = (a jn) negatif olmayan, regüler bir matris ve (Ln), C[a,b] uzayından C[a,b]

uzayına tanımlı pozitif lineer operatör olsun. Eğer,

stA − lim
n
||Ln( f0)− f0||= 0

ve

stA − lim
n
||Ln(ϕ)||= 0, ϕ(y) = (y− x)2

oluyorsa her f ∈C[a,b] için

stA − lim
n
||Ln( f )− f ||= 0

gerçeklenir (Duman, 2008: 523-536).

İspat. x ∈ [a,b] ve f ∈C[a,b] olsun. [a,b] üzerinde sürekli f fonksiyonu aynı zamanda düzgün
sürekli de olacaktır. Keyfi ε > 0 verilsin. Bu durumda |x−y|< δ şartını sağlayan her x,y∈ [a,b]

için | f (x)− f (y)|< ε olacak biçimde δ > 0 vardır. Iδ = [x−δ ,x+δ ]∩ [a,b] olsun. Kapalı aralık
üzerinde sürekli fonksiyonlar sınırlı olduğundan

|| f ||= max
x∈[a,b]

| f (x)|=C

yazılabilir. Bu durumda, her x,y ∈ [a,b] için

| f (y)− f (x)|=| f (y)− f (x)|χIδ
(y)+ | f (y)− f (x)|χ[a,b]\Iδ

(y)

≤ε +
2C
δ 2 (y− x)2

elde edilir. Buradan Ln operatörlerini uygulayarak özelliklerini kullandığımızda
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θ = max
{

ε +C, 2C
δ 2

}
olmak üzere

|Ln( f ;x)− f (x)| ≤|Ln( f (y)− f (x)+ f (x);x)− f (x)|

≤Ln(| f (y)− f (x)|;x)+ | f (x)||Ln(1;x)−1|

=Ln(| f (y)− f (x)|;x)+ | f (x)||Ln( f0;x)− f0(x)|

≤εLn( f0;x)+
2C
δ 2 Ln(ϕ;x)+C|Ln( f0;x)− f0(x)|

≤εLn( f0;x)+ ε − ε +
2C
δ 2 Ln(ϕ;x)+C|Ln( f0;x)− f0(x)|

≤ε +(ε +C)|Ln( f0;x)− f0(x)|+
2C
δ 2 Ln(ϕ;x),

≤ε +θ{|Ln( f0;x)− f0(x)|+Ln(ϕ;x)}

elde ederiz. Eşitsizliğin her iki tarafının x ∈ [a,b] üzerinden maksimumu alınırsa

||Ln( f )− f || ≤ ε +θ{||Ln( f0)− f0||+ ||Ln(ϕ)||} (3.2)

buluruz.
r > 0 verildiğinde, ε < r sağlanacak şekilde ε > 0 seçelim ve aşağıdaki kümeleri tanımlayalım:

G := {n : ||Ln( f )− f || ≥ r},

G1 := {n : ||Ln( f0)− f0|| ≥
r− ε

2θ
},

G2 := {n : ||Ln(ϕ|| ≥
r− ε

2θ
}.

Buradan (3.2) eşitsizliği yardımıyla G ⊆ G1 ∪G2 olduğu sonucuna ulaşırız. Böylece her j ∈ N
için

∑
n∈G

a jn ≤ ∑
n∈G1

a jn + ∑
n∈G2

a jn

olup, j → ∞ olmak üzere limit alırsak

0 ≤ lim
j ∑

n∈G
a jn ≤ lim

j ∑
n∈G1

a jn + lim
j ∑

n∈G2

a jn

elde edilir. Hipotezler yardımıyla
lim

j ∑
n∈G

a jn = 0

buluruz, yani

stA − lim
n
||Ln( f )− f ||= 0

olduğundan ispatı tamamlarız.
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Şimdi δ > 0 olmak üzere δ < b−a
2 ve f ∈C[a,b] için

|| f ||δ := sup
a+δ≤x≤b−δ

| f (x)|

olarak tanımlayalım.

Lemma 3.1.1. A = (a jn) negatif olmayan, regüler matris ve 0 < δ < b−a
2 sabit olsun. Eğer

stA − lim
n

∫
δ

−δ

kn(y)dy = 1 (3.3)

ve

stA − lim
n

(
sup
|y|≥δ

kn(y)
)
= 0 (3.4)

ise (3.1) ile verilen (Hn) operatör dizisi için

stA − lim
n
||Hn( f0)− f0||δ = 0

gerçeklenir.

İspat. 0 < δ < b−a
2 ve x ∈ [a+δ ,b−δ ] olsun. Her n ∈ N için

Hn( f0;x) =
∫ b

a
kn(y− x)dy =

∫ b−x

a−x
kn(y)dy (3.5)

olur buradan, −(b−a)≤ a− x ≤−δ ve δ ≤ b− x ≤ b−a olduğundan

∫
δ

−δ

kn(y− x)dy ≤ Hn( f0;x)≤
∫ b−a

−(b−a)
kn(y)dy (3.6)

elde edilir. Dolayısıyla

un := max
{∣∣∣∣∫ δ

−δ

kn(y)dy−1
∣∣∣∣, ∣∣∣∣∫ b−a

−(b−a)
kn(y)dy−1

∣∣∣∣}
olmak üzere

||Hn( f0)− f0||δ ≤ un (3.7)

yazabiliriz ve hipotez yardımıyla

stA − lim
n

un = 0 (3.8)
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olacaktır. Şimdi, ε > 0 için (3.7) eşitsizliğinden

G := {n : ||Hn( f0)− f0||δ ≥ ε} ⊆ {n : un ≥ ε}=: G
′

elde edilir ve buradan her j ∈ N için

∑
n∈G

a jn ≤ ∑
n∈G′

a jn (3.9)

bulunur. (3.9) eşitsizliğinde j → ∞ olmak üzere limit alındığında istenilen elde edilir.

Lemma 3.1.2. A = (a jn) negatif olmayan, regüler matris olsun. (3.3) ve (3.4) şartları altında

stA − lim
n
||Hn(ϕ)||δ = 0

gerçeklenir.

İspat. 0 < δ < b−a
2 sabit ve x ∈ [a+ δ ,b− δ ] olsun. x ∈ [a+ δ ,b− δ ] için ϕ(y) = y2 − 2xy+

x2 olduğundan, her x ∈ [a+ δ ,b− δ ] için ϕ ∈ C[a,b] olduğu açıktır. Dolayısıyla, Hn(ϕ;x) =

Hn( f2;x)−2xHn( f1;x)+ x2Hn( f0;x) olup, benzer şekilde her n ∈ N için

Hn(ϕ;x) =
∫ b−x

a−x
y2kn(y)dy ≤

∫ b−a

−(b−a)
y2kn(y)dy (3.10)

yazılabilir. f2 fonksiyonu y = 0 noktasında sürekli olduğundan ε > 0 verildiğinde, |y| ≤ η iken
y2 < ε olacak şekilde η > 0 vardır. Burada η ≥ b−a veya η < b−a durumları ortaya çıkar.
Durum 1. η ≥ b−a:
Bu durumda (3.10) gereğince

0 ≤ Hn(ϕ;x)≤ ε
2
∫ b−a

−(b−a)
kn(y)dy

olup, hipotez yardımıyla ispat tamamlanır.
Durum 2. η < b−a:
Bu durumda (3.10) gereğince

Hn(ϕ;x)≤
∫
|y|≥η

y2kn(y)dy+
∫
|y|≤η

y2kn(y)dy

olup her n ∈ N için

||Hn(ϕ)||δ ≤ wn

(
(b−a)3 −η3

3

)
+ε

2zn (3.11)
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elde ederiz, burada
wn := sup

|y|≥η

kn(y) ve zn :=
∫
|y|≤η

kn(y)dy

olarak tanımlanmaktadır.
Hipotez yardımıyla stA − lim

n
wn = 0 ve stA − lim

n
zn = 1 olduğundan (3.11) eşitsizliğinde

W := max
{

(b−a)3−η3

3 ,ε2
}

olmak üzere

||Hn(ϕ)||δ ≤ ε
2 +W (wn + |zn −1|) (3.12)

elde edilir. r > 0 verildiğinde, ε2 < r olmak üzere ε > 0 seçilerek aşağıdaki kümeleri tanımla-
yabiliriz:

G := {n : ||Hn(ϕ)||δ ≥ r},

G1 := {n : wn ≥
r− ε2

2W
},

G2 := {n : |zn −1| ≥ r− ε2

2W
}.

Ardından, (3.12) eşitsizliğinden G ⊆ G1 ∪G2 olduğu sonucuna ulaşırız. Dolayısıyla her j ∈ N
için

∑
n∈G

a jn ≤ ∑
n∈G1

a jn + ∑
n∈G2

a jn (3.13)

elde ederiz. stA − lim
n

wn = stA − lim
n
|zn −1|= 0 olduğundan (3.13) eşitsizliğinde j → ∞ olmak

üzere limit alındığında ispat tamamlanır.
Şimdi Lemma 3.1.1, Lemma 3.1.2 ve Teorem 3.1.2 yardımıyla aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.3. A = (a jn) negatif olmayan, regüler matris ve (Hn), (3.1) ile verilen operatör

dizisi olsun. Eğer (3.3) ve (3.4) bir 0 < δ < b−a
2 sabiti için gerçekleniyorsa her f ∈C[a,b] için

stA − lim
n
||Hn( f )− f ||δ = 0 (3.14)

olur.

Ayrıca A = I, birim matris olarak alınırsa aşağıdaki sonucu verebiliriz:

Sonuç 3.1.4. 0 < δ < b−a
2 olacak biçimde δ sabiti için

lim
n

∫
δ

−δ

kn(y− x)dy = 1 ve lim
n
( sup
|y|≥δ

kn(y)) = 0

oluyorsa
lim

n
||Hn( f )− f ||δ = 0

gerçeklenir.
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Yani her f ∈C[a,b] için (Hn( f )) dizisi [a+δ ,b−δ ] aralığında f fonksiyonuna düzgün
yakınsaktır.
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4. KONVOLÜSYON OPERATÖRLERİ İÇİN KUVVET SERİSİNE DAYALI İS-
TATİSTİKSEL YAKINSAKLIK YARDIMIYLA YAKLAŞIM

Bu bölümde, tek değişkenli ve çok değişkenli konvolüsyon operatörlerinin kuvvet seri-
sine dayalı istatistiksel yakınsaklık yardımıyla elde ettiğimiz yaklaşım özelliklerini ifade eden
orijinal sonuçlar sunulacaktır (Dinar ve Yurdakadim, 2025: 92-102).

4.1. Tek Değişkenli Durumda Konvolüsyon Operatörlerinin Kuvvet Serisine Da-
yalı İstatistiksel Yakınsaklık Yardımıyla Elde Edilen Yaklaşım Özellikleri

Bu kısımda, (3.1) ile tanımlanan operatör dizisinin yaklaşım özellikleri kuvvet serisine
dayalı istatistiksel yakınsaklık yardımıyla tek değişkenli durumda elde edilecektir. Bunun için
öncelikle aşağıdaki teoremleri verelim.

Teorem 4.1.1. P regüler ve (Ln), pozitif lineer operatör dizisi olsun.
Eğer

stP − lim
n
||Ln( fi)− fi||= 0

oluyorsa her f ∈C[0,1] için

stP − lim
n
||Ln( f )− f ||= 0

gerçeklenir (Ünver ve Orhan, 2019: 535-547).

Bu teoremin istatistiksel versiyonu Gadjiev ve Orhan tarafından verilmiştir (Gadjiev ve
Orhan, 2002: 129-137).
x ∈ [a,b] için ϕ(y) := (y− x)2 ve Ln(ϕ;x) = Ln( f2;x)− 2xLn( f1;x)+ x2Ln( f0;x) olduğundan
yukarıdaki sonuç operatörlerin pozitif lineerliği kullanılarak aşağıdaki şekilde verilmiştir (Söy-
lemez ve Ünver, 2021: 426-434).

Lemma 4.1.1. P regüler ve (Ln), pozitif lineer operatör dizisi olsun. Eğer

stP − lim
n
||Ln( f0)− f0||= 0

ve

stP − lim
n
||Ln(ϕ)||= 0

gerçekleniyorsa her f ∈C[a,b] için

stP − lim
n
||Ln( f )− f ||= 0
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olur (Söylemez ve Ünver, 2021: 426-434).

Teorem 4.1.2. P regüler ve 0 < δ < b−a
2 olsun.

Eğer

stP − lim
n

∫
δ

−δ

kn(y)dy = 1 (4.1)

ve

stP − lim
n

(
sup
|y|≥δ

kn(y)
)
= 0 (4.2)

oluyorsa (3.1) ile verilen operatör dizisi için

stP − lim
n
||Hn( f )− f ||δ = 0 (4.3)

gerçeklenir.

Özel olarak P-istatistiksel toplam sürecine ilişkin verilen bu sonuçlarda A = {a(n)k j }, her
n ∈ N için (ak j) birim matris olarak alınırsa P-istatistiksel yakınsaklık yardımıyla konvolüsyon
operatörlerinin yaklaşım özellikleri elde edilir (Çınar ve Yıldız, 2022: 648-659).

Lemma 4.1.2. P regüler ve 0 < δ < b−a
2 olsun. Ayrıca (4.1) ve (4.2) gerçeklensin.

(Hn) operatör dizisi için

stP − lim
n
||Hn(ϕ)||δ = 0

gerçeklenir (Çınar ve Yıldız, 2022: 648-659).

Şimdi Teorem 4.1.2’yi sağlayan operatör dizisi örnekleri kuralım.

Örnek 4.1.3. Aşağıdaki (un) dizisini ve (pn) dizisi ile tanımlanan P metodunu ele alalım:

un =

{
0 , n ∈ {2,4,6, ...,2k, ...}
1 , n ∈ {3,5,7, ...,2k+1, ...}

, pn =

{
1 , n ∈ {2,4,6, ...,2k, ...}
0 , n ∈ {3,5,7, ...,2k+1, ...}

.

P regüler olup stP − lim un = 0 gerçeklenir.
O halde C[a,b] üzerinde tanımlanan Tn operatörlerini oluşturalım:

Tn( f ;x) =
n(1+un)√

π

∫ b

a
f (y)e−n2(y−x)2

dy. (4.4)

Burada

kn(y) =
n(1+un)√

π
e−n2y2

(4.5)
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olmak üzere (4.4) ile verilen Tn operatörleri konvolüsyon operatörleri özelliklerine sahiptir.

Yukarıda verilen kn fonksiyonlarının Sonuç 3.1.4 ve Teorem 3.1.3’de yer alan hipotezi
sağlamadığı (un) dizisinin yakınsak olmadığından ya da istatistiksel yakınsak olmadığından
açıktır. Bununla birlikte Teorem 4.1.2 aşağıdaki sonucu elde etmek için uygulanabilir.
Dolayısıyla 0 < δ < b−a

2 olmak üzere her f ∈C[a,b] için

stP − lim
n
||Tn( f )− f ||δ = 0

olur.
Yukarıda verilen standart örnek dışında burada sıra dışı olan aşağıdaki örneği oluşturalım.

Örnek 4.1.4. Aşağıdaki (un) dizisini ve (pn) dizisi ile tanımlanan P metodunu ele alalım:

un =

{
1 , n ∈ {2,4,6, ...,2k, ...}
0 , n ∈ {3,5,7, ...,2k+1, ...}

, pn =

{
0 , n ∈ {2,4,6, ...,2k, ...}
1 , n ∈ {3,5,7, ...,2k+1, ...}

.

P regüler ve stP − limun = 1 olduğu açıktır.

O halde C
[
−1
2 , 1

2

]
üzerinde tanımlanan Tn operatörlerini oluşturalım:

f ∈C
[
−1
2 , 1

2

]
ve (cn) dizisi

∫ 1

−1
λn(y)dy = 1 olacak şekilde seçilerek

Tn( f ;x) = un

∫ 1
2

−1
2

f (y)λn(y− x)dy = unHn( f ;x) ile λn(y) = cn(1− y2),

tanımlayalım.
(un) yakınsak ya da istatistiksel yakınsak olmadığından daha önceki teoremleri kullanarak f

fonksiyonuna yaklaşmak mümkün değildir.

Ancak Teorem 4.1.2 kullanılarak (un) dizisi P-istatistiksel olarak 1 sayısına yakınsadı-
ğından ve Hn( f ;x), 0 < δ < 1

2 için [−1
2 + δ , 1

2 + δ ] üzerinde f fonksiyonuna düzgün yakınsak
olduğundan f fonksiyonuna yaklaşmak yine de mümkün olacaktır (DeVore, 1993).

Ayrıca bu yaklaşımın oranı, süreklilik modülü ve o(an) oranıyla P-istatistiksel yakınsak-
lık kavramı yardımıyla aşağıdaki şekilde verilebilir. Bunun için 2023 yılında (Atlıhan vd., 2023)
tarafından (Fridy vd., 2003) ışığında tanıtılan P-istatistiksel yakınsaklık oranını hatırlatalım.

Tanım 4.1.5. P regüler ve (an), reel sayıların pozitif terimli artmayan bir dizisi olmak üzere her
ε > 0 için

lim
0<t→R−

[
1

p(t) ∑
n:|sn−l|≥εan

pntn

]
= 0
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şartı sağlanıyorsa s = (sn) dizisi l sayısına o(an) oranında P-istatistiksel yakınsaktır denir ve
sn − l = stP −o(an) ,(n → ∞) biçiminde gösterilir (Atlıhan vd., 2023).

Teorem 4.1.3. P regüler ve (Hn), (3.1) ile verilen operatör dizisi olsun. (an) ve (bn) reel sayı-
ların pozitif terimli artmayan iki dizisi olmak üzere δ < b−a

2 olacak şekilde sabit bir 0 < δ için

||Hn( f0)− f0||δ = stP −o(an), (n → ∞), (4.6)

ve λn :=
√

||Hn(ϕ)||δ olmak üzere

ω( f ,λn) = stP −o(bn), (n → ∞), (4.7)

olsun.
Bu durumda γn := max{an,bn,anbn} olmak üzere her f ∈C[a,b] için

||Hn( f )− f ||δ = stP −o(γn), (n → ∞)

gerçeklenir.

İspat. Daha önce gösterildiği üzere W > 0, her n ∈ N için

||Hn( f )− f ||δ ≤W
{

ω( f ,λn)+ω( f ,λn)||Hn( f0)− f0||δ + ||Hn( f0)− f0||δ
}

olup γn := max{an,bn,anbn} olmak üzere

||Hn( f )− f ||δ = stP −o(γn)

elde edilir. Bu ise istenilen olup ispat tamamlanır.
C∗ ile 2π periyotlu ve R üzerinde sürekli periyodik fonksiyonların uzayı gösterilmek üzere bu
uzayda P-istatistiksel yakınsaklık yardımıyla elde edilen yaklaşım sonucunu verelim. Buradaki
normun || f ||C∗ = sup

x∈R
| f (x)| şeklinde verildiğini hatırlatmakta fayda vardır.

f ∈C∗ ve n ∈ N olmak üzere kn ∈C∗, kn(y)≥ 0 herhangi bir y ∈ [−π,π] için

H∗
n ( f ;x) =

1
2π

∫
π

−π

f (y)kn(y− x)dy (4.8)

olarak tanımlayalım. Bu durumda önceki sonuçlara benzer olarak aşağıdaki yaklaşım teoremini
verebiliriz.

Teorem 4.1.4. P regüler ve (H∗
n ), (4.8) ile verilen operatör dizisi olsun.
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Eğer

δP

(
{n ∈ N :

1
2π

∫
π

−π

kn(y)dy = 1}
)
= 1

ve δ > 0 için

stP − lim
n

(
sup
|y|≥δ

kn(y)
)
= 0

ise f ∈C∗ olmak üzere
stP − lim

n
||H∗

n ( f )− f ||C∗ = 0

gerçeklenir.

4.2. Çok Değişkenli Durumda Konvolüsyon Operatörlerinin Kuvvet Serisine Da-
yalı İstatistiksel Yakınsaklık Yardımıyla Elde Edilen Yaklaşım Özellikleri

Bu kısımda, (3.1) ile tanımlanan operatör dizisinin yaklaşım özellikleri kuvvet serisine
dayalı istatistiksel yakınsaklık yardımıyla çok değişkenli durumda elde edilecektir.
(x,y) ∈ J := [a,b]× [c,d], f ∈C(J) ve C(J), J üzerinde tanımlı reel değerli sürekli fonksiyon-
ların uzayı olsun.
Hn : C(J)−→C(J)

Hn( f ;x,y) =
∫ d

c

∫ b

a
f (u,v)kn(u− x,v− y)dudv (4.9)

şeklinde tanımlanan konvolüsyon tipli operatörleri ele alalım. Burada,
i. kn(t,z), [a−b,b−a]× [c−d,d − c] üzerinde sürekli,
ii. kn(t,z)≥ 0, n ∈ N, t ∈ [a−b,b−a] ve z ∈ [c−d,d − c]

şeklindedir. f ∈C(J) olmak üzere || f || := sup
(x,y)∈J

| f (x,y)| ile C(J) normlu uzaydır.

Şimdi teoremlerimizi ispatlarken faydalı olacak aşağıdaki lemmayı verelim.

Lemma 4.2.1. P regüler ve (Ln), pozitif lineer operatör dizisi olsun.
Eğer f0(u,v) = 1, f1(u,v) = u, f2(u,v) = v, f3(u,v) = u2 + v2 olmak üzere

stP − lim
n
||Ln( fi)− fi||= 0, i = 0,1,2,3

ise her f ∈C(J) için

stP − lim
n
||Ln( f )− f ||= 0

gerçeklenir.

İspat. f ∈C(J) olsun. Keyfi ε > 0 verilsin. Bu durumda |u− x|< δ ve |v− y|< δ şartını sağ-
layan her (u,v) ∈ J için | f (u,v)− f (x,y)|< ε olacak biçimde δ > 0 vardır.
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Burada χJ , J nin karakteristik fonksiyonu ve Jδ = [x− δ ,x+ δ ]× [y− δ ,y+ δ ]∩ J, F := || f ||
olup

| f (u,v)− f (x,y)|=| f (u,v)− f (x,y)|χJδ
(u,v)+ | f (u,v)− f (x,y)|χJ\Jδ

(u,v)

≤ε +2FχJ\Jδ
(u,v)

elde edilir. Ayrıca

χJ\Jδ
(u,v)≤ (u− x)2

δ 2 +
(v− y)2

δ 2

olup yukarıdaki eşitsizliklerden her u,v,x,y için

| f (u,v)− f (x,y)| ≤ ε +
2F
δ 2

{
(u− x)2 +(v− y)2

}
elde edilir.
Ln, lineer ve pozitif bir operatör olduğundan her n ∈ N için

|Ln( f ;x,y)− f (x,y)| ≤Ln

(
| f (u,v)− f (x,y)|;x,y

)
+| f (x,y)||Ln( f0;x,y)− f0(x,y)|

ve burada h1 = max{|a|, |b|}, h2 = max{|c|, |d|} olup

|Ln( f ;x,y)− f (x,y)| ≤ε +

(
ε +F +

(h2
1 +h2

2)2F
δ 2 |Ln( f0;x,y)− f0(x,y)|

)
+

4h1F
δ 2 |Ln( f1;x,y)− f1(x,y)|

+
4h2F

δ 2 |Ln( f2;x,y)− f2(x,y)|

+
2F
δ 2 |Ln( f3;x,y)− f3(x,y)|

elde edilir.

K := max
{

ε +F +
(h2

1 +h2
2)2F

δ 2 ,
4h1F

δ 2 ,
4h2F

δ 2 ,
2h
δ 2

}
olmak üzere J üzerinden supremum alırsak

||Ln( f )− f || ≤ ε +K
{
||Ln( f0)− f0||+ ||Ln( f1)− f1||+ ||Ln( f2)− f2||+ ||Ln( f3)− f3||

}
(4.10)
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eşitsizliği elde edilir.
r > 0 verildiğinde, ε < r olmak üzere ε > 0 seçilerek aşağıdaki kümeleri tanımlayabiliriz:

G = {n : ||Ln( f )− f || ≥ r}

G1 = {n : ||Ln( f0)− f0|| ≥
r− ε

4K
}

G2 = {n : ||Ln( f1)− f1|| ≥
r− ε

4K
}

G3 = {n : ||Ln( f2)− f2|| ≥
r− ε

4K
}

G4 = {n : ||Ln( f3)− f3|| ≥
r− ε

4K
}.

Buradan (4.10) eşitsizliği yardımıyla G ⊆ G1 ∪G2 ∪G3 ∪G4 olduğu sonucuna ulaşırız.
Böylece

1
p(t) ∑

n∈G
pntn−1 ≤ 1

p(t)

{
∑

n∈G1

pntn−1 + ∑
n∈G2

pntn−1 + ∑
n∈G3

pntn−1 + ∑
n∈G4

pntn−1
}

olup limit alınarak hipotezler yardımıyla

lim
t→R−

1
p(t) ∑

n∈G
pntn−1 = 0

olduğu elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.

Γ(u,v) = (u− x)2 +(v− y)2 olmak üzere aşağıdaki lemma kolaylıkla elde edilebilir.

Lemma 4.2.2. P regüler ve (Ln), pozitif lineer operatör dizisi olsun.
Eğer

stP − lim
n
||Ln( f0)− f0||= 0

ve

stP − lim
n
||Ln(Γ)||= 0

ise her f ∈C(J) için

stP − lim
n
||Ln( f )− f ||= 0

gerçeklenir.

Bu kısımda, 0 < δ < min{b−a
2 , d−c

2 } ve f ∈C(J) için

|| f ||δ = sup
a+δ≤x≤b−δ , c+δ≤y≤d−δ

| f (x,y)|
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olarak tanımlayalım. Herhangi bir γ > 0 için γ < min{b−a,d − c} olmak üzere
Bγ := [a−b,b−a]× [c−d,d − c]\[−γ,γ]× [−γ,γ] olsun.

Lemma 4.2.3. P regüler ve δ ∈ (0,min{b−a
2 , d−c

2 }) olsun. (Hn), (4.9) ile tanımlanan operatör
dizisi olsun.
Eğer

stP − lim
n

∫
δ

−δ

∫
δ

−δ

kn(u,v)dudv = 1

ve herhangi bir γ > 0 için

stP − lim
n

(
sup

(u,v)∈Bγ

kn(u,v)
)
= 0

ise

stP − lim
n
||Hn( f0)− f0||δ = 0

gerçeklenir.

İspat. δ ∈ (0,min{b−a
2 , d−c

2 }) ve (x,y) ∈ [a+δ ,b−δ ]× [c+δ ,d −δ ] olsun.
Buradan∫

δ

−δ

∫
δ

−δ

kn(u,v)dudv ≤ Hn( f0;x,y)≤
∫ d−c

−(d−c)

∫ b−a

−(b−a)
kn(u,v)dudv

olup

vn := max
{∣∣∣∣∫ δ

−δ

∫
δ

−δ

kn(u,v)dudv−1
∣∣∣∣, ∣∣∣∣∫ d−c

−(d−c)

∫ b−a

−(b−a)
kn(u,v)dudv−1

∣∣∣∣}
olmak üzere

||Hn( f0)− f0||δ ≤ vn

gerçeklenir. Hipotez gereğince stP − lim
n

vn = 0 olacaktır.
Ayrıca ε > 0 için

G := {n : ||Hn( f0)− f0||δ ≥ ε} ⊆ {n : vn ≥ ε}=: G
′

olup
1

p(t) ∑
n∈G

pntn−1 ≤ 1
p(t) ∑

n∈G′
pntn−1
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olur ve hipotez gereğince

lim
t→R−

1
p(t) ∑

n∈G
pntn−1 = 0

yani
stP − lim

n
||Hn( f0)− f0||δ = 0

elde edilip ispat tamamlanır.

Lemma 4.2.4. P regüler ve δ ∈ (0,min{b−a
2 , d−c

2 }) olsun. (Hn), (4.9) ile tanımlanan operatör
dizisi olsun.
Eğer

stP − lim
n

∫
δ

−δ

∫
δ

−δ

kn(u,v)dudv = 1

ve herhangi bir γ > 0 için

stP − lim
n

(
sup

(u,v)∈Bγ

kn(u,v)
)
= 0

oluyorsa

stP − lim
n
||Hn(Γ)||δ = 0

gerçeklenir.

İspat. δ ∈ (0,min{b−a
2 , d−c

2 }) ve (x,y) ∈ [a+δ ,b−δ ]× [c+δ ,d −δ ] olsun.
Buradan Γ(u,v) = (u− x)2 +(v− y)2 ∈C(J) olduğundan her n ∈ N için

Hn(Γ;x,y) =
∫ d

c

∫ b

a
[(u− x)2 +(v− y)2]kn(u− x,v− y)dudv

=
∫ d−y

c−y

∫ b−x

a−x
(u2 + v2)Kn(u,v)dudv ≤

∫ d−c

−(d−c)

∫ b−a

−(b−a)
(u2 + v2)kn(u,v)dudv

gerçeklenir.

Γ fonksiyonu (0,0) noktasında sürekli olduğundan her ε > 0 için bir (0 <
√

ε < δ ) var-
dır ki |u|<

√
ε ve |v|<

√
ε şartını sağlayan (u,v) için Γ(u,v)< 2ε gerçeklenir.

Dolayısıyla buradan

R =
∫ d−c

c−d

∫ b−a

a−b
(u2 + v2)dudv
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olmak üzere

Hn(Γ;x,y) =2ε

∫ √
ε

−
√

ε

∫ √
ε

−
√

ε

kn(u,v)dudv+
∫∫

B√
ε

(u2 + v2)kn(u,v)dudv

≤2ε

∫
δ

−δ

∫
δ

−δ

kn(u,v)dudv+
∫∫

B√
ε

(u2 + v2)kn(u,v)dudv

≤2ε

∫
δ

−δ

∫
δ

−δ

kn(u,v)dudv+R sup
(u,v)∈B√

ε

kn(u,v)

gerçeklenir.
Yukarıdaki sonuçlar ve hipotezler yardımıyla

stP − lim
n
||Hn(Γ)||δ = 0

olduğu elde edilir.
Yukarıdaki sonuçları birleştirerek çok değişkenli durumda konvolüsyon operatörleri için aşağı-
daki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.1. P regüler ve δ ∈ (0,min{b−a
2 , d−c

2 }) olsun. (Hn), (4.9) ile tanımlanan operatör
dizisi olsun.
Eğer

stP − lim
n

∫
δ

−δ

∫
δ

−δ

kn(u,v)dudv = 1

ve herhangi bir γ > 0 için

stP − lim
n

(
sup

(u,v)∈Bγ

kn(u,v)
)
= 0

oluyorsa her f ∈C(J) için

stP − lim
n
||Hn( f )− f ||δ = 0

gerçeklenir.

Şimdi Örnek 4.1.3’ü çok değişkenli durum için yeniden düzenleyebiliriz.

Örnek 4.2.5. Örnek 4.1.3’de tanımlanan (un) ve (pn) dizileri için

Tn( f ;x,y) = n2 (1+un)

π

∫ d

c

∫ b

a
f (u,v)e−n2(u−x)2

e−n2(v−y)2
dudv
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olarak tanımlayalım. Burada

kn(u,v) = n2 (1+un)

π
e−n2u2

e−n2v2

ve δ ∈ (0,min{b−a
2 , d−c

2 }) için Bδ := {(u,v) : |u| ≥ δ veya |v| ≥ δ} olmak üzere

∫
δ

−δ

∫
δ

−δ

kn(u,v)dudv= n2 (1+un)

π

{∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

e−n2u2
e−n2v2

dudv−
∫∫

(u,v)∈Bδ

e−n2u2
e−n2v2

dudv
}

elde edilir.

Ayrıca
∫

∞

−∞

∫
∞

−∞
e−n2u2

e−n2v2
dudv = π

n2 < ∞

olduğundan

lim
n

∫∫
(u,v)∈Bδ

e−n2u2
e−n2v2

dudv = 0

olur ve

stP − lim
n

∫
δ

−δ

∫
δ

−δ

kn(u,v)dudv = 1

gerçeklenir. γ > 0 için

sup
(u,v)∈Bγ

kn(u,v)≤ n2 (1+un)

π

1
en2γ2

olduğundan

lim
n

n2

en2γ2 = 0

olup buradan

stP − lim
n

(
sup

(u,v)∈Bγ

kn(u,v)
)
= 0

elde edilir.
Dolayısıyla Teorem 4.2.1 bu örnek için sağlanmaktadır, (un) dizisi yakınsak ya da istatistiksel
yakınsak olmadığından önceki sonuç ve teoremler uygulanamaz.

Bu yaklaşım oranını vermek için süreklilik modülünü hatırlayalım.
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f : J −→ R sürekli ve λ > 0 olsun. f (x,y) fonksiyonunun süreklilik modülü

ω( f ,λ ) = max√
(x1−x2)2+(y1−y2)2)≤λ

| f (x1,y1)− f (x2,y2)|

şeklindedir. Ayrıca lim
λ→0

ω( f ,λ ) = 0 ve her λ > 0 için ω( f ,λϒ) ≤ ([ϒ] + 1)ω( f ,λ ) olduğu

bilinmektedir (Taşdelen vd., 2007).

Teorem 4.2.2. P regüler ve (Hn), (4.9) ile tanımlanan operatör dizisi olsun. (an) ve (bn) reel
sayıların pozitif terimli artmayan iki dizisi olmak üzere δ < min{b−a

2 , d−c
2 } olacak şekilde sabit

bir δ > 0 olsun.
Eğer

||Hn( f0)− f0||δ = stP −o(an), (n → ∞),

λn :=
√

||Hn((u− x)2 +(v− y)2;x,y)||δ olmak üzere

ω( f ,λn) = stP −o(bn), (n → ∞),

ise bu durumda γn = max{an,bn,anbn} ve her f ∈C(J) için

||Hn( f )− f ||δ = stP −o(γn), (n → ∞)

gerçeklenir.

İspat. 0 < δ < min{b−a
2 , d−c

2 }, f ∈C(J) ve (x,y) ∈ [a+δ ,b−δ ]× [c+δ ,d −δ ] olsun.
Herhangi bir λ > 0 için Hn pozitif ve lineer bir operatör olduğundan

|Hn( f ;x,y)− f (x,y)| ≤Hn(| f (u,v)− f (x,y)|;x,y)+ | f (x,y)||Hn( f0)− f0|

≤ω( f ,λ )Hn

(
1+

(u− x)2 +(v− y)2

λ 2 ;x,y
)
+| f (x,y)||Hn( f0)− f0|

≤ω( f ,λ )
{

Hn( f0)+
1

λ 2 Hn((u− x)2 +(v− y)2;x,y)
}
+| f (x,y)||Hn( f0)− f0|

elde edilir.
Buradan F1 := || f ||δ ve her n ∈ N için λ = λn =

√
||Hn((u− x)2 +(v− y)2;x,y)||δ olarak ta-

nımlayalım.

||Hn( f )− f ||δ ≤ω( f ,λ )
{
||Hn( f0)||δ +

1
λ 2 ||Hn((u− x)2 +(v− y)2;x,y)||δ

}
+F1||Hn( f0)− f0||δ
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gerçeklenir ve

||Hn( f )− f ||δ ≤ω( f ,λn)

{
||Hn( f0)||δ +1

}
+F1||Hn( f0)− f0||δ

≤2ω( f ,λn)+ω( f ,λn)||Hn( f0)− f0||δ +F1||Hn( f0)− f0||δ

F := max{2,F1} olmak üzere her n ∈ N için

||Hn( f )− f ||δ ≤ F
{

ω( f ,λn)+ω( f ,λn)||Hn( f0)− f0||δ + ||Hn( f0)− f0||δ
}

bulunur. Dolayısıyla γ = max{an,bn,anbn} olmak üzere

||Hn( f )− f ||δ = stP −o(γn)

elde edilir ve ispat tamamlanır.
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5. SONUÇ, TARTIŞMA VE ÖNERİLER

Bu tezde, P-istatistiksel yakınsaklık kullanılarak konvolüsyon operatörlerinin yaklaşım
özellikleri tek ve çok değişkenli durumlarda araştırılmıştır. Öncelikle klasik Korovkin teoremi,
istatistiksel ve P-istatistiksel versiyonu, kuvvet serisi metodu, kuvvet serisi anlamında istatistik-
sel yakınsaklık ve pozitif lineer operatörlere ilişkin ihtiyaç duyacağımız temel kavramlar hatır-
latılmış ve aralarındaki ilişkileri ortaya koyan örnekler sunulmuştur. Weierstrass’ın [a,b] kapalı
aralığında sürekli bir f fonksiyonuna cebirsel ve trigonometrik fonksiyonlar ile yaklaşımına
ilişkin teoremi; Bohman, Popoviciu ve Korovkin tarafından birbirinden bağımsız olarak pozi-
tif lineer operatörler yardımıyla genelleştirilmiştir. Pozitif lineer operatörler arasında çekirdek
fonksiyonuna çeşitli şartlar altında kurulan konvolüsyon operatörleri önemli bir grubu temsil
eder. 2003 yılında Srivastava ve Gupta tarafından bazı toplam-integral formunda operatörlerin
yaklaşım özellikleri klasik yakınsaklık yardımıyla elde edilmiştir. 2008 yılında klasik yakınsak-
lık yerine A = (a jn) sonsuz matrisi yardımıyla tanımlanan A-istatistiksel yakınsaklık alınarak
integral formunda olan konvolüsyon operatörlerinin yaklaşım özellikleri Duman tarafından elde
edilmiştir. 2017 yılında Yurdakadim, Taş ve Atlıhan tarafından çok değişkenli durumda konvo-
lüsyon operatörleri toplam süreçleri yardımıyla ele alınarak yaklaşım özellikleri elde edilmiştir.
Bu çalışmalardan yola çıkarak P-istatistiksel yakınsaklık yardımıyla konvolüsyon operatörleri
göz önüne alınarak orijinal sonuçlar elde edilmiştir. Kurulan operatörler ile literatürde mevcut
olan sonuçların yetersiz kaldığı görülmüştür. Dolayısıyla ispatladığımız sonuçların literatüre
önemli bir katkı sağladığı açıktır.
Sonuç olarak, klasik yakınsaklığın yokluğunda toplanabilme metotları kullanılarak yine de yak-
laşımdan söz edebilmemizi sağlayan teoremler literatür için ilgi çekicidir. Ayrıca ne yazık ki
günlük hayattaki problemlerin matematiksel modellemeleri için tek değişkenli durum yetersiz
kalmaktadır ve bu durum P-istatistiksel yakınsaklık yardımıyla daha önce ele alınmamıştır. Bu
tez, bu konuda çalışacak araştırmacılar için bir başucu kaynağı olmakla kalmayıp P-istatistiksel
yakınsaklık kullanılarak konvolüsyon operatörlerinin yaklaşım özelliklerini ifade eden sonuç-
ları ören niteliğindedir.
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