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OZET

KONVOLUSYON OPERATORLERININ KUVVET SERISINE DAYALI
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK YARDIMIYLA ELDE EDILEN YAKLASIM
OZELLIKLERI

Bu tez galigmasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmgtir. ikinci bo-
liimde istatistiksel yakinsaklik, kuvvet serisine dayali istatistiksel yakinsaklik ve pozitif lineer
operatorlerle yaklasima iliskin temel tanim ve kavramlar, iyi bilinen teoremler hatirlatilmistir.
Uciincii boliim konvoliisyon operatorlerinin A-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla elde edilen
yaklagim 6zelliklerine ayrilmistir. Dordiincii boliim ise tek ve ¢ok degiskenli durumlarda kon-
voliisyon operatorlerinin kuvvet serisine dayali istatistiksel yakinsaklik yardimiyla elde edilen
yaklagim 6zelliklerine ayrilmistir. Bu boliim orijinal sonuglar icermekte olup literatiirde bilinen
teoremlerin yetersiz kaldig1 ancak bizim sonuglarimizin kullanilabildigi 6rneklerle desteklen-
mistir. Ayrica elde edilen yaklasima iligkin oran sonuglar1 da sunulmustur. Son boliimde ise
elde edilen orijinal sonuclar degerlendirilerek literatiire katkis1 belirtilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuvvet Serisi Metodu, Istatistiksel Yakinsaklik, Konvoliisyon Operator-

leri, Korovkin Tipi Teorem.
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ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF CONVOLUTION OPERATORS VIA
STATISTICAL CONVERGENCE BASED ON A POWER SERIES METHOD

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In the
second chapter, statistical convergence, statistical convergence based on a power series, basic
definitions, concepts and well known theorems of approximation by positive linear operators
are recalled. Third chapter is devoted to the approximation properties of convolution operators
obtained by A-statistical convergence. Fourth chapter is devoted to the approximation properties
of convolution operators obtained by statistical convergence based on a power series both for
one variable and multivariables. This chapter includes original results and is supported by the
examples where the known theorems of literature are insufficient. Also, rate of the obtained
approximation results are presented. In the last chapter, by evaluating the obtained original
results, the contribution to the literature is expressed.

Keywords: Power Series Method, Statistical Convergence, Convolution Operators, Korovkin

Type Theorem.
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KISALTMALAR VE SIMGELER LISTESI

st —limu
stp — limu
stp —o(ay)

2 Y Qjnlt, dOniisiim dizisi

: j,n=1,2,...; sonsuz bir matris

: G kiimesinin eleman sayisi

: G kiimesinin tiimleyeni

: G kiimesinin yogunlugu

: G kiimesinin A-yogunlugu

: G kiimesinin P-yogunlugu

: Dogal sayilar kiimesi

: Birinci mertebeden Cesdro matrisi

: [a,b] kapal1 araliginda taniml ve reel degerli siirekli fonksiyonlar uzay1
: Keyfi A > 0 igin f fonksiyonunun [a, b] aralifinda siireklilik modiilii
: Konvoliisyon operatorii

: Bernstein operatorler dizisi

: T operatdriiniin normu

sup £ (x)|

a+06<x<b—§

:¢',i=0,1,2 olmak iizere test fonksiyonlar

: 27 periyotlu ve R iizerinde siirekli periyodik fonksiyonlarin uzay1
: J iizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzay1

: J kiimesinin karakteristik fonksiyonu

: Diizgiin yakinsaklik

: u dizisinin istatistiksel limiti

: u dizisinin P-istatistiksel limiti

: 0(a,) oraninda P-istatistiksel yakinsaklik



1. GIRIS

Pozitif lineer operatorler, yaklasim teorisinin temel araclarindandir. 1885 yilinda Wei-
erstrass tarafindan elde edilen ve kapali aralikta siirekli bir fonksiyona polinomlarla yaklagsabile-
cegimizi ifade eden teoremi cok etkili olmustur (Weierstrass, 1885). Bu teoremin ispatinin uzun
ve karisik oldugu dikkate alinarak bircok matematikgi tarafindan daha kolay anlagilir bir ispat
vermek amaclanmistir. Bu baglamda 1912 yilinda Bernstein bu teoremin kolayca anlagilir ve
kisa bir ispatin1 giiniimiizde de iyi bilinen Bernstein polinomlar1 yardimiyla vermistir (Berns-
tein, 1912: 1-2). Daha sonra Bernstein polinomlar1 yerine pozitif lineer operatorler alinarak
Bohman, Popoviciu ve Korovkin tarafindan bu tiir teoremler bagimsiz olarak genellestirilmigtir
(Popoviciu, 1951: 1-4), (Bohman, 1952: 45), (Korovkin, 1953: 961). Boylece yaklasim teori-
sinde etkin olarak c¢alisilacak olan Korovkin tipi yaklasim teorisi ortaya ¢ikmistir. Bu teoride
pozitif lineer operatorler aktif rol oynamaktadir. Konvoliisyon operatorleri ¢ekirdek fonksiyo-
nuna yiiklenen cesitli sartlar altinda bu tiir operatorler arasinda 6nemli bir grubu temsil eder ve

Cla,b), [a,b] arahig1 iizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarin uzay1 olmak tizere

Hn(f;x):/abf(y)kn(y—x)dy, neN, xé€lab], fe€Cla,b]

biciminde tanimlanir. Burada her n € N i¢in k,, [a — b,b — a] aralig1 iizerinde siirekli ve her
v € [a—b,b—al i¢in k,(v) > 0 sartlar1 altinda (H,,) pozitif lineer operatorlerin bir dizisidir. Sri-
vastava ve Gupta, 2003 yilinda bazi toplam-integral formunda operatorlerin yaklasim 6zellikle-
rini klasik yakinsaklik yardimiyla elde etmistir (Srivastava ve Gupta, 2003: 1307-1315). Daha
sonra klasik yakinsaklik yerine A = (aj,) sonsuz matrisi yardimiyla tanimlanan A-istatistiksel
yakinsaklik alinarak integral formunda olan konvoliisyon operatorlerinin yaklasim 6zellikleri
Duman tarafindan 2008 yilinda elde edilmistir (Duman, 2008: 523-536). Ayrica bu operatorler
farkli yakinsakliklar yardimiyla tek ve ¢cok degiskenli durumlarda da bir¢ok matematikg¢i tara-
findan ¢aligilmistir ve giiniimiizde de aktif olarak arastirilmaktadir. Ornegin, 2017 yilinda Yur-
dakadim, Tas ve Atlihan tarafindan ¢ok degiskenli durumda konvoliisyon operatdrleri toplam
stirecleri yardimiyla ele alinarak yaklagim 6zellikleri elde edilmistir (Yurdakadim vd., 2017).
2022 yilinda Cinar ve Yildiz tarafindan P-istatistiksel toplam siirecleri géz oniine alinarak kon-
voliisyon operatorlerinin yaklagim ozellikleri tek degiskenli durumda elde edilmistir (Cinar ve
Yildiz, 2022: 648-659). Diger yandan seriler ve serilerin karakterinin incelenmesi de mate-
matikte dnemli bir yer tutmaktadir. Genellikle yakinsak serilerle ilgilenilmis, iraksak serilerle
ilgilenilmeye toplanabilme teorisinin gelisimiyle baglanmistir. Toplanabilmenin temel amaci
raksak bir seriyi toplamak olup bunun i¢in bir¢ok metot tammmlanmistir. Bunlardan en dikkat
cekici olanlari iki boyutlu sonsuz A = (a,) matrisi yardimryla tanimlanan A-istatistiksel yakin-
saklik ve A-toplanabilme metotlaridir. Ayrica buradan yola ¢ikilarak bir kuvvet serisi metoduna
dayanarak tanmimlanan istatistiksel yakinsaklik, bu metotlar tarafindan icerilmediginden etkili

bir bicimde kullanilmaktadir.



Bu tezin amaci, daha 6nce bilinen metotlar tarafindan icerilmeyen kuvvet serisine dayali ista-
tistiksel yakinsaklik yardimiyla konvoliisyon operatorlerinin yaklasim 6zelliklerini tek ve cok
degiskenli durumlarda elde etmektir. Literatiirde klasik yakinsaklik ve istatistiksel yakinsaklik
yardimiyla elde edilen teoremlerin yetersiz kaldigi konvoliisyon operatorleri mevcut olup, bu
durumda elde ettigimiz sonuclarin kullanigh oldugu g6z 6niinde bulundurulursa, bu tezin litera-
tiire dnemli bir katki yapacagini ve bu konuda ¢alisacak arastirmacilar i¢in bir el kitab1 olacagini

ifade edebiliriz.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
Bu boliimde, 6nemli tanim ve kavramlar, iyi bilinen teoremler hatirlatilacaktr.
2.1. Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda, G C N olmak iizere, G kiimesinin yogunlugu ve bir dizinin istatistiksel
yakinsaklig1 tanitilacaktir. Ayrica klasik yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki ilis-

kiden soz edilip ¢esitli 6rnekler verilecektir.

1
Tanmm 2.1.1. 6(G) := klim %#({n <k :n € G}) limiti mevcutsa bu degere G kiimesinin yogun-
—> 00
lugu denir (Niven ve Zuckerman, 1980: 473). Burada #(G), G kiimesinin eleman sayisini ifade

etmektedir.

Ornek 2.1.2. G C N igin eger G sonlu ise sifir yogunluklu oldugu kolaylikla goriiliir.

Ornek 2.1.3. {p: p asal} ve {1,22,3% ... ,k?,...} kiimelerinin sifir yogunluklu oldugu iyi bi-

linmektedir.

Ayrica, 6(G) veya 6(G¢) mevcutsa 8(G) = 1 — 6(G°) gergeklenir.
Tanim 2.1.4. Reel veya kompleks sayilarin bir u = (u;) dizisi verilsin. Her € > 0 i¢in

lim L#({k <n: |up—£] > €}) =0

n—oo
ise u dizisi ¢ sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.
Bir basgka deyisle, istatistiksel yakinsaklik her € > 0 i¢in

Ge={keN:|uy—1| > ¢}
olmak tizere

0(Ge) = 0 olmasi anlamina gelir ve bu durumda u dizisi ¢ sayisina istatistiksel yakin-
saktir denir ve st — limu = ¢ veya u; — £(st) seklinde ifade edilir (Fast, 1951: 241), (Fridy,
1985: 302), (Salat, 1980:139).

2.2. A-Yogunluk ve A-Istatistiksel Yakimsaklik

Bu kisimda, G C N olmak iizere G kiimesi i¢in A = (aj,) negatif olmayan, regiiler bir
matris yardimiyla G kiimesinin A-yogunlugu ve bir u = (u,) dizisinin A-istatistiksel yakinsak-
1181 tanitilacaktir.

Tamm 2.2.1. A= (aj,) j,n=1,2,...; sonsuz bir matris ve her j € N igin

(Au); = Z jnlty
n=1



serisi yakinsak olmak iizere u = (u,) dizisinin A-doniisiim dizisi olarak adlandirilir ve
Au := ((Au) ;) seklinde gosterilir.

Teorem 2.2.1. (Silverman-Toeplitz). Bir A = (aj,) matrisinin regiilerligi

a. sup Z |ajn| < oo,
J n=1 .
b. her n € N i¢in a, :=limaj, =0,
J

C. hm Z Ajp = 1
J p=1
sartlarinin gerceklenmesiyle karakterize edilir (Hardy, 1949:43), (Maddox, 1970: 165).

Tamm 2.2.2. A = (aj,) negatif olmayan, regiiler matris olmak iizere

5A(G) = hm Z Ajn
J

neG

mevcutsa 64(G) degerine G kiimesinin A-yogunlugu denir (Freedman ve Sember, 1981: 296-
297).

Tamm 2.2.3. A = (aj,) negatif olmayan, regiiler matris olsun.
Her € > 0 icin

lim Y a,=0
Jﬁwn:\unfMEe

olacak sekilde bir M sayisi varsa u dizisi M sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir.

Bir bagka deyisle, her € > 0 icin
Ge={neN:|u,—M|> ¢}
olmak iizere
04(Ge) =0

ise u dizisi M sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir ve sty —limu = M veya u, — M(sty)
seklinde gosterilir (Kolk, 1993:79), (Miller, 1995:1811).

Yukaridaki tanimda, A = I, birim matris olmas1 durumunda klasik yakinsaklik; A, Cesaro
matrisi olmast durumunda istatistiksel yakinsaklik elde edildigi kolaylikla goriiliir.
Bir dizi klasik anlamda yakinsak ise ayni degere A-istatistiksel yakinsak olacaktir ancak A-

istatistiksel yakinsak bir dizi yakinsak olmak zorunda degildir.



2.3. Kuvvet Serisi Metodu ve Kuvvet Serisine Dayali Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda, kuvvet serisine dayali toplanabilme metodu, bu metot anlaminda bir dizi-
nin yakinsaklig1 ve kuvvet serisine dayali istatistiksel yakinsaklik tamitilarak aralarindaki iligki

verilecektir.

Tanim 2.3.1. (p,) pozitif reel terimli bir dizi olsun.

(o)

p(t) =Y pat"”!

n=1

ifadesine kuvvet serisi denir ve bu serinin yakinsaklik yaricapi r, r € (0, o] olsun.

Ayrica
(r)
C):= —R| 1 —< t
> {f (—nr) |0<11Er o0 mevcu
ve u = (uy) dizisi igin
Cp, := {u = (un)|pu(t) Z put™ 'u,  yakinsaklik yaricapt > r ve p, € Cp}

olsun.

P—lim:C P, — R olmak iizere

1 (]
P—limu= lim —— " u
0<t—r~ p(t) ’; Pn "
kuvvet serisi metodu olarak adlandirilir ve u dizisi P-yakinsaktir denir (Boos, 2000: 158), (Kratz

ve Stadtmiiller, 1989: 362).

Yakinsak her dizi ayn1 degere P-yakinsak oluyorsa P regiilerdir denir ve bu durum asa-

gi1daki teorem ile karakterize edilir.

Teorem 2.3.1. P metodunun regiilerligi her n € N i¢in

olmasina denktir (Boos, 2000: 160).

Tanim 2.3.2. P regiiler ve G C N olsun. Eger
1

— i - » n—1
8(G) = lim -5 ) oot

mevcutsa bu degere G kiimesinin P-yogunlugu denir ve mevcut olmasi durumunda 0 < dp(G) <
1 oldugu aciktir (Unver ve Orhan, 2019: 537).
Tanim 2.3.3. P regiiler ve

={keN: |y —L|>¢€}

olmak tizere u = (uy) dizisi igin



1
lim — Y put*1=0,(e>0
0<t—r- p(t) k;}.g ( )

ise, yani her € > 0 icin
Op(Ge) =0

ise u = (u;) dizisi M sayisina P-istatistiksel yakinsaktir denir ve
stp—limx=M

olarak gosterilir (Unver ve Orhan, 2019: 537).

Istatistiksel yakinsaklik ve P-istatistiksel yakinsaklik birbirini gerektirmez (Unver ve
Orhan, 2019: 538).

2.4. Pozitif Lineer Operatorler

Bu kisimda, pozitif lineer operatorler ile ilgili onemli ifadeler hatirlatilacaktir.

Tanim 2.4.1. E ve F iki fonksiyon uzay1 olsun. H : E — F olacak bicimde bir H kural1 varsa

bu durumda F uzayinda operator tanimlanmis olur ve g(x) = H(f;x) ile gosterilir.
E lineer uzay ise operatoriin lineerligi asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.4.2. Her f,g € E ve a1, o keyfi iki reel sabiti i¢in
H(ouf+ g x) = aH(f;x)+ opH(g;x)

oluyorsa H : E — F lineer operator olarak adlandirilir ve f > 0 iken H f > 0 oluyorsa H pozitif
operator olarak adlandirilir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 11).

H lineer operator olmak iizere H(0;x) = 0 oldugu agikardur.

Onerme 2.4.3. H : E — F pozitif lineer operatdr ise
» f < golacak bicimde her f,g € E i¢cin Hf < Hg, (monotonluk)
* her f € Eicin |[Hf| < H|f]

olur (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 11).

Tanim 2.4.4. E ve F normlu uzaylar ve H : E — F lineer bir operator olmak iizere her f € X

icin
IHfllF <N flle 2.1)

saglanacak sekilde N sayis1 bulunabiliyorsa H operatoriine sinirlidir denir ve normu

|H f|F
ree.r+0 |IfllE

1H| = (2.2)



seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 12), (Kreyzig, 2007: 91-92).

Simdi pozitif lineer operator dizilerinin birim operatore yakinsakligiyla ilgilenen ve
"Bohman-Korovkin Teoremi" olarak bilinen teoremi hatirlatalim (Bohman, 1952: 43), (Korov-
kin, 1953: 961), (Popoviciu, 1951).

Teorem 2.4.1. Her n € N icin L, : Cla,b] — Cla, b] pozitif lineer operatdr ve fi(t) = t' olsun.

[a, b] iizerinde

L (fi(£);x) = fi(x),i =0,1,2 (2.3)
ise her f € Cla,b] i¢in

Ly(f(t);x) = f(x) (2.4)
gerceklenir.

Ayrican € N, x € [0,1] ve f € C[0,1] igin

Ba(f:x) = ké)f (’g) (Z)xk(l e

olarak tanimlanan Bernstein operatorlerinin Teorem [2.4.1]1 sagladigi iyi bilinmektedir.

Simdi sitireklilik modiiliinii hatirlatalim.

Tanmm 2.4.5. f, [a,b] araligi iizerinde tanumly, sinirly bir fonksiyon ve A > 0 olsun.

o(f,A) = r([a,b], 1) = sup [f(x) = fO)]

‘X*}i' <2’ax7y€ [Cl,b}
ile tamimlanan fonksiyona f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir (Altomare ve Campiti, 1994:
17).



3. KONVOLUSYON OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde, konvoliisyon operatorlerinin yaklagim ozellikleri A- istatistiksel yakinsak-

lik ile ele alinacaktir.

3.1. Konvoliisyon Operatorlerinin A-Istatistiksel Yakinsaklik Yardimiyla Elde Edi-
len Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda, a,b € R, a < b olmak iizere

Hn(f;x):/abf(y)kn(y—x)dy, neN, x€la,b] ve fe€Cla,b] (3.1)

ile tamimlanan konvoliisyon operatorlerinin 2008 yilinda Duman tarafindan A-istatistiksel ya-
kinsaklik yardimiyla elde edilen yaklasim 6zellikleri incelenecektir.

Burada her n € N i¢in k,, [a — b,b — a] tizerinde siirekli ve ayrica her v € [a — b,b — 4] i¢in
kn(v) > 0 oldugu kabul edilecektir.

Eger x,y € [a,D] ise v:=y—x € [a—b,b— a] olacaktir ve (3.1) ile tanimlanan (H,) operator
dizisi her n € N i¢in pozitif ve lineerdir.

Gergekten de;

f >0 olsun. Buradan f(y) > 0 ve k,(y — x) > 0 oldugundan

b
mUﬁzéf@%M—MWZO

olup H,, operatoriiniin pozitifligi elde edilir.
Her a,f € R, her f,g € Cla, D] igin

H,(of +Bg:x) Z/ab(aerBg) (Vkn(y —x)dy = aH,(f;x) + BHy(g;x)

oldugundan H,, operatorii lineerdir.
Oncelikle istatistiksel yakinsaklik yardimiyla Gadjiev ve Orhan tarafindan 2002 yilinda elde

edilen Korovkin tipi teoremi ispatsiz olarak verelim.

Teorem 3.1.1. L, : Cla,b]| — Cla,b], (L,) pozitif ve lineer operatir dizisi olmak iizere

eger

st=tmllEa ()~ =0 (i=0,1.2)
ise her f € Cla,b] i¢in

st=timl L)~ 1] =0

gerceklenir (Gadjiev ve Orhan, 2002: 129-138).



Yukaridaki teorem kolaylikla A-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla da elde edilebilir.

Hatta bir diizenleme yardimiyla asagidaki sekilde verebiliriz.

Teorem 3.1.2. A = (aj,) negatif olmayan, regiiler bir matris ve (L), Cla,b] uzayindan C|a, D]

uzayina tammli pozitif lineer operator olsun. Eger,

StA _li};nHLn(fO) —foll=0

ve

sta —lim|[[L,(@)|| =0, @(y) = (y—x)
oluyorsa her f € Cla,b] icin

s~ i L)~ 11| =0
gerceklenir (Duman, 2008: 523-536).

Ispat. x € [a,b] ve f € C[a,b] olsun. [a, b] lizerinde siirekli f fonksiyonu aym zamanda diizgiin
siirekli de olacaktir. Keyfi € > 0 verilsin. Bu durumda |x — y| < & sartin1 saglayan her x,y € |a, b]
icin |f(x) — f(y)| < € olacak bigimde & > 0 vardir. I§ = [x — 8,x+ 8| N [a, b] olsun. Kapali aralik

tizerinde stirekli fonksiyonlar sinirlt oldugundan
/1l = max |f(x)] =C
x€la,b]
yazilabilir. Bu durumda, her x,y € [a, D] igin

) =S =1F ) = F s 0) + 1 F ) = F ) Ka vz ()
2C

§8+§(y—x)2

elde edilir. Buradan L, operatorlerini uygulayarak ozelliklerini kullandigimizda



6= max{£+C, 5

} olmak iizere

L (f5%) = f ()| S[La(f (y) = f(0) + F(x)5%) = £ ()]
<La(1f () = SO %) + [f ()| Ln(15) — 1]
=La(|f(v) = f () 52) + [f ()1 Ln(f03.0) = fo(x)]

SeLy(for2) + 5 La(933) + ClLn(foix) — folx)
<eLy(fo:x)+€— e+6§ n(@9;x) +C|Ly(fo3x) — fo(x)|
<&t e+ O)lLn(for2) — fo(w)| + 35 Ln(93),

<&+ 0{|La(fo;x) — fo(x)| + La(@;x) }

elde ederiz. Esitsizligin her iki tarafinin x € [a, b] tizerinden maksimumu alinirsa

|La(f) = FII < €+ 04[Ln(f0) — Jol |+ |ILa ()]} (3.2)

buluruz.

r > 0 verildiginde, € < r saglanacak sekilde € > 0 secelim ve asagidaki kiimeleri tanimlayalim:

G = {n:||La(f) = fll = 7},

Gri={n: |Lalfo) ~ ol = 55

r—E&
20
Buradan (3.2) esitsizligi yardimiyla G C G| U G; oldugu sonucuna ulagiriz. Boylece her j € N

Zajnﬁ Z ajn+ Z Ajn

neG neG neGy

Gy = {n: ||Lu(l| >

icin

olup, j — oo olmak iizere limit alirsak

0<lim ) aj <lim ) aj+lim Y aj,
7 neG neGy neG,

elde edilir. Hipotezler yardimiyla

lim Z aj, =0
) neG

buluruz, yani

st —lim||Ly(f) — /1| =0

oldugundan ispat1 tamamlariz. m
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Simdi & > 0 olmak iizere § < 25¢ ve f € Cla,b] igin

Iflls == sup  |f(x)]

a+0<x<b—6

olarak tanimlayalim.

Lemma 3.1.1. A = (aj,) negatif olmayan, regiiler matris ve 0 < 6 < b;za sabit olsun. Eger

0
Sta —lim/skn(y)dy =1

ve

Stg — lim< sup kn(y)) =0
R

ise ile verilen (H,) operator dizisi i¢in
sta —1im ||Ha(fo) — folls = 0
gerceklenir.

Ispat. 0 < 8 < %5% vex € [a+8,b— §] olsun. Her n € N igin
b b—x
(i) = [ k=vdy= [ kl)dy
a a—x
olur buradan, —(b—a) <a—x < -9 ve § <b—x < b—aoldugundan
S b—a
[ kb-xdy <m0 < [ k)dy
-5 ~(b—a)

elde edilir. Dolayisiyla

)

1)
Up = max{‘/skn(y)dy—l

olmak tizere

[|Hn(fo) = folls < un

yazabiliriz ve hipotez yardimiyla

sty —limu, =0
n

b—a
[ w1}
—(b—a)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

3.7

(3.8)

11



olacaktir. Simdi, € > 0 i¢in (3.7) esitsizliginden
G:={n:|[Hy(fo) — folls > €} C {n:u, > €} = G

elde edilir ve buradan her j € N icin

Y ain< Y aj, (3.9)

neG neG/
bulunur. (3.9) esitsizliginde j — oo olmak tizere limit alindiginda istenilen elde edilir.

Lemma 3.1.2. A = (a;,) negatif olmayan, regiiler matris olsun. ve sartlart altinda
sta —lim| [Hy ()] |5 =0
gerceklenir.

Ispat. 0 < § < %3¢ sabit ve x € [a+ &,b— 8] olsun. x € [a+ §,b— §] igin @(y) = y* — 2xy +
x? oldugundan, her x € [a+ 8,b — 8] i¢in @ € C[a,b] oldugu agiktr. Dolayisiyla, H,(¢;x) =
H,(f2;x) — 2xH,,(f1;x) +x*H,( fo; x) olup, benzer sekilde her n € N icin

b—x b—a

Vka(y)dy < /_ o )yzkn(y) dy (3.10)

Hipix) = [
a—x
yazilabilir. f, fonksiyonu y = 0 noktasinda siirekli oldugundan & > 0 verildiginde, |y| < n iken
y? < € olacak sekilde 1 > 0 vardir. Burada ) > b —a veya ) < b — a durumlari ortaya cikar.
Durum 1. > b —a:
Bu durumda (3.10) geregince

b—a

0<tgn<e [ h0)d

olup, hipotez yardimiyla ispat tamamlanir.
Durum2.n <b—a:

Bu durumda (3.10) geregince
Hiox) < [ PlOdt [ Ph0)dy

[y|>n [y[<n

olup her n € N i¢in

3.3
1Ha(9)]]5 Sw(W) +e%z, 3.11)

12



elde ederiz, burada

wy = sup k,(y) ve 2z ::/ kn(y)dy
y[=n vI<n

olarak tanimlanmaktadir.

Hipotez yardimiyla st4 —limw,, = 0 ve st4 —limz, = 1 oldugundan (3.11) esitsizliginde
n n

W= max{ m, 82} olmak iizere

|Ha(@)]|5 < €2+ W (W + |20 — 1) (3.12)

elde edilir. » > 0 verildiginde, €2 < r olmak iizere € > 0 secilerek asagidaki kiimeleri tanimla-
yabiliriz:
G:={n:|[H(9)l[s = r},
r—eg?
Gy:={n:w, > W 1
r—g?
2W b
Ardindan, (3.12) esitsizliginden G C G| U G; oldugu sonucuna ulasiriz. Dolayisiyla her j € N

Gy:={n:|z,—1] >
i¢in

Yau<Y apt+ Y ap (3.13)

neG neGy neGy

elde ederiz. st4 —limw,, = st4 —lim |z, — 1| = 0 oldugundan (3.13) esitsizliginde j — oo olmak
n n

tizere limit alindiginda ispat tamamlanir.
Simdi Lemma [3.1.T] Lemma 3.1.2] ve Teorem [3.1.2] yardimiyla asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.3. A = (aj,) negatif olmayan, regiiler matris ve (Hy), ile verilen operator
dizisi olsun. Eger ve bir0 <o < b%“ sabiti icin gercekleniyorsa her f € Cla,b] icin

sta —lim || Ho(f) = fl]5 = 0 (3.14)

olur. m

Ayrica A = I, birim matris olarak alinirsa asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonu¢ 3.14. 0 < 6 < b%“ olacak bicimde 0 sabiti i¢in

1)
lim/ ka(y—x)dy=1 ve lim(sup k,(y))=0
* /-8 "oly=s

oluyorsa
lim||H, () — f1l5 = 0

gerceklenir.
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Yani her f € Cla,b| igin (H,(f)) dizisi [a+ 8,b — 0] aralifinda f fonksiyonuna diizgiin
yakinsaktir.

14



4. KONVOLUSYON OPERATORLERI IiCIN KUVVET SERISINE DAYALI iS-
TATISTIKSEL YAKINSAKLIK YARDIMIYLA YAKLASIM

Bu boliimde, tek degiskenli ve ¢cok degiskenli konvoliisyon operatorlerinin kuvvet seri-
sine dayali istatistiksel yakinsaklik yardimiyla elde ettigimiz yaklasim ozelliklerini ifade eden

orijinal sonuglar sunulacaktir (Dinar ve Yurdakadim, 2025: 92-102).

4.1. Tek Degiskenli Durumda Konvoliisyon Operatorlerinin Kuvvet Serisine Da-
yah Istatistiksel Yakinsakhk Yardimiyla Elde Edilen Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda, (3.1) ile tanimlanan operator dizisinin yaklasim 6zellikleri kuvvet serisine
dayal1 istatistiksel yakinsaklik yardimiyla tek degiskenli durumda elde edilecektir. Bunun i¢in

oncelikle asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 4.1.1. P regiiler ve (L,), pozitif lineer operatdr dizisi olsun.

Eger

stp —lim|[Ly(£) = £ =0
oluyorsa her f € C[0, 1] i¢in

stp —tim||Lu() — f]| = 0
gerceklenir (Unver ve Orhan, 2019: 535-547).

Bu teoremin istatistiksel versiyonu Gadjiev ve Orhan tarafindan verilmistir (Gadjiev ve
Orhan, 2002: 129-137).
x € [a,b] igin @(y) := (y —x)? ve Ly(@;x) = Ly(f;x) — 2xL, (f1;x) + x> Ly (fo;x) oldugundan
yukaridaki sonug¢ operatorlerin pozitif lineerligi kullanilarak agagidaki sekilde verilmistir (SOy-
lemez ve Unver, 2021: 426-434).

Lemma 4.1.1. P regiiler ve (L,), pozitif lineer operator dizisi olsun. Eger
stp —1im ||L,,(fo) = fol| = 0

ve
stp tim L, (9)]| =0

gercekleniyorsa her f € Cla,b] i¢in

stp —tim||Lu( ) — | = 0
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olur (Soylemez ve Unver, 2021: 426-434).

Teorem 4.1.2. P regiiler ve 0 < 6 < b%“ olsun.
Eger
1)
stp— lim / kn(y)dy = 1 (4.1)
nJ s

ve

stp — lim< sup ky (y)) =0 (4.2)
"y>8

oluyorsa (3.1) ile verilen operator dizisi i¢in
stp —lim ||Ha(f) = flls = 0 (4-.3)
gerceklenir.

Ozel olarak P-istatistiksel toplam siirecine iligkin verilen bu sonuglarda A = {a,(:]l.) }, her
n € Nigin (ay ;) birim matris olarak aliirsa P-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla konvoliisyon
operatorlerinin yaklasim 6zellikleri elde edilir (Cinar ve Yildiz, 2022: 648-659).

Lemma 4.1.2. P regiiler ve 0 < 6 < l% olsun. Ayrica li ve 1) gerceklensin.
(H,) operator dizisi i¢in

stp —lim||H, ()] 5 = 0
gerceklenir (Cinar ve Yildiz, 2022: 648-659).

Simdi Teorem |.1.2] yi saglayan operator dizisi 6rnekleri kuralim.

Ornek 4.1.3. Asagidaki (u,) dizisini ve (p,) dizisi ile tanimlanan P metodunu ele alalim:

0, ne{246,..2,..} 1, ne{2,4.06,..2,..}
U, = " = .
" 1, ne{3,57,..2k+1,..} Pr 0 , ne{3,57,..,2k+1,..}

P regiiler olup stp — lim u,, = O gerceklenir.

O halde Cla, b] lizerinde tanimlanan 7,, operatorlerini olugturalim:

1 n b YY)
T(fsx) = "“—j;) / Fy)e ™= ay, (4.4)
Burada
k(y) = U)oy 4.5)
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olmak iizere (4.4) ile verilen 7, operatdrleri konvoliisyon operatdrleri 6zelliklerine sahiptir.

Yukarida verilen k,, fonksiyonlarinin Sonug ve Teorem [3.1.3]de yer alan hipotezi
saglamadig1 (u,) dizisinin yakinsak olmadigindan ya da istatistiksel yakinsak olmadigindan
aciktir. Bununla birlikte Teorem asagidaki sonucu elde etmek icin uygulanabilir.
Dolayistyla 0 < § < 25% olmak iizere her f € C[a,b] i¢in

stp —lim||T,(f) — fll5 = 0

olur.

Yukarida verilen standart 6rnek disinda burada sira disi olan asagidaki 6rnegi olusturalim.

Ornek 4.1.4. Asagidaki (u,) dizisini ve (p,) dizisi ile tanimlanan P metodunu ele alalim:

Uy, =

1, ne{2,46,..2,..)} o, ne{246,..2,..}
0 , ne{3,57,...2k+1,.} "’ Pr=31 | ne{3,57,..,2k+1,..}

P regiiler ve stp — limu, = 1 oldugu agiktir.

O halde C {_71, % tizerinde tamimlanan 7;, operatorlerini olugturalim:

1
fec lTl, %] ve (¢,) dizisi / A, (y)dy = 1 olacak sekilde segilerek
-1

T,(f:x) = un/_él

2

FO) Ay —x)dy = unHy(f3x) ile  Au(y) = ca(1 —y),

tanimlayalim.
(u,) yakinsak ya da istatistiksel yakinsak olmadigindan daha 6nceki teoremleri kullanarak f

fonksiyonuna yaklagmak miimkiin degildir.
Ancak Teorem kullanilarak (u,) dizisi P-istatistiksel olarak 1 sayisina yakinsadi-
gindan ve H,(f;x),0< 8 < % icin [’71 +9, % + 8] tizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak

oldugundan f fonksiyonuna yaklagmak yine de miimkiin olacaktir (DeVore, 1993).

Ayrica bu yaklagimin orani, siireklilik modiilii ve o (a,,) oraniyla P-istatistiksel yakinsak-
lik kavrami yardimiyla asagidaki sekilde verilebilir. Bunun i¢in 2023 yilinda (Atlithan vd., 2023)
tarafindan (Fridy vd., 2003) 1s1ginda tanitilan P-istatistiksel yakinsaklik oranini hatirlatalim.

Tanim 4.1.5. P regiiler ve (a,), reel sayilarin pozitif terimli artmayan bir dizisi olmak iizere her

€>0igcin
. 1 n
lim |— Z pnt" | =0

0<t—R= | p(t) n:lsp—I|>€ay
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sart1 saglaniyorsa s = (s,,) dizisi / sayisina o(a,) oraninda P-istatistiksel yakinsaktir denir ve
sp—1=stp—o/(ay),(n — o) bigiminde gosterilir (Atlthan vd., 2023).

Teorem 4.1.3. P regiiler ve (H,), (3.1)) ile verilen operator dizisi olsun. (a,) ve (b,) reel say1-

larin pozitif terimli artmayan iki dizisi olmak iizere & < b%“ olacak sekilde sabit bir 0 < 9 i¢in

|1Hn(fo) = folls = stp —o(an),  (n— o), (4.6)
ve Ay :=+/||Hn(9)||s olmak tizere
a)(f,kn) - SZP _O(bl’l)7 (l’l — 00)7 (47)

olsun.

Bu durumda ¥, := max{a,,by,a,b,} olmak iizere her f € Cla,b] i¢in

[[Hu(f) = flls = stp—o(¥), (n— o)

gerceklenir.

Ispat. Daha 6nce gosterildigi iizere W > 0, her n € N i¢in

1H (f) = flls < W{w(f,ln) +o(f, An)||Hn(fo) = folls + [[Hn(fo) —foHa}
olup ¥, := max{ay,,by,a,b,} olmak iizere

[[Ha(f) = flls = stp —o()

elde edilir. Bu ise istenilen olup ispat tamamlanir. ®m
C* ile 21 periyotlu ve R {iizerinde siirekli periyodik fonksiyonlarin uzay1 gosterilmek iizere bu
uzayda P-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla elde edilen yaklagsim sonucunu verelim. Buradaki

normun || f||c+ = sup|f(x)| seklinde verildigini hatirlatmakta fayda vardur.
xeR
f € C* ve n € N olmak iizere k, € C*, k,(y) > 0 herhangi bir y € [—7, 7] i¢in

1 T
(10 = 3= [ FO)kr—)dy @8)

olarak tamimlayalim. Bu durumda 6nceki sonuglara benzer olarak asagidaki yaklasim teoremini

verebiliriz.

Teorem 4.1.4. P regiiler ve (H,;), (4.8) ile verilen operator dizisi olsun.
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Eger

5p<{n€N: %/jrkn(y)dy: 1}):1

ve 6 > 0 igin

stp — lim( sup kn(y)) =0

T \p=6
ise f € C* olmak tizere

stp—lim||H; (/) — flle- =0

gerceklenir.

4.2. Cok Degiskenli Durumda Konvoliisyon Operatorlerinin Kuvvet Serisine Da-
yah Istatistiksel Yakinsaklik Yardimyla Elde Edilen Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda, (3.1)) ile tanimlanan operator dizisinin yaklagim 6zellikleri kuvvet serisine
dayali istatistiksel yakinsaklik yardimiyla ¢ok degiskenli durumda elde edilecektir.
(x,y) € J:=a,b] X [¢,d], f € C(J) ve C(J), J lizerinde taniml1 reel degerli siirekli fonksiyon-
larin uzayi olsun.
H,:C(J)—C(J)

H,(f;x,y) = /Cd /abf(u,v)kn(u—x,v—y) dudy (4.9)

seklinde tanimlanan konvoliisyon tipli operatorleri ele alalim. Burada,
i.ky(t,2), [a—b,b—al] X [c—d,d— c| iizerinde siirekli,
ii. ky(t,2) >0,neN,t €la—b,b—a|lvez € [c—d,d— ]

seklindedir. f € C(J) olmak tizere || f|| := sup |f(x,y)| ile C(J) normlu uzaydur.
(x.y)€J
Simdi teoremlerimizi ispatlarken faydali olacak asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 4.2.1. P regiiler ve (L, ), pozitif lineer operator dizisi olsun.
Eger fo(u,v) = 1, fi(u,v) = u, fr(u,v) = v, f3(u,v) = u* +v? olmak iizere

stp—lirrln||Ln(f,~) —fill=0, i=0,1,2,3
ise her f € C(J) i¢in

stp—lim| L, (/) = /]| = 0
gerceklenir.

Ispat. f € C(J) olsun. Keyfi &€ > 0 verilsin. Bu durumda |u —x| < 8 ve |[v —y| < § sartin1 sag-
layan her (u,v) € J i¢in | f(u,v) — f(x,y)| < € olacak bi¢cimde § > 0 vardur.
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Burada ), J nin karakteristik fonksiyonu ve J5 = [x — 8,x+ 8] x [y—8,y+ 8| NJ, F :=||f]|
olup

|f (u,v) = e, 0) | = f (v) = £ ey x5 (s v) + [ f (s v) = £ v) 12005 ()
<e+2F x5 u,v)

elde edilir. Ayrica

I/l—x2 V— 2
%J\Jg(u7v)§< 52) +( 62y)

olup yukaridaki esitsizliklerden her u, v, x,y i¢cin

)= s < e+ o =2+ -2}

elde edilir.

Ly, lineer ve pozitif bir operatdr oldugundan her n € N i¢in

La(f:x.y) — fxy)| <L (rﬂu, V- f(x,y>|;x,y)
+ £, ) [|1Ln(fosx,y) — folx,¥)]

ve burada h; = max{|a|,|b|}, hy = max{|c|,|d|} olup

h} + h3)2F
Latrix) = gl <o+ (e + P22 i) - o))

4 F
+6—12|Ln(f1;xay) —fi (x,y)l

4h F

+6—22’Ln<f2;x7y) _f2<x’y)|
2F

+§|Ln(f3;x,)’) —f3(x,y)|

elde edilir.

_ (h? +h3)2F 4hiF 4hyF 2h
K.:max{£+F+ 52 S RS

olmak iizere J iizerinden supremum alirsak

|La(f) = fI] < 8+K{!|Ln(fo) — Joll +11La(f1) = All + [|La(f2) = 2l + [|Ln(f3) —f3||}
(4.10)
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esitsizligi elde edilir.

r > 0 verildiginde, € < r olmak iizere € > 0 secilerek asagidaki kiimeleri tanimlayabiliriz:

G={n:||lL.(f) = fl| =}

= {n: ILafo) — foll 2“2
Gr = (n: L)~ il =
Gz = {n:||L.(f2) — fo|| = 4K8
Gy = {n:||La(f3) = f5]| = 4K8

Buradan (#.10) esitsizligi yardimiyla G C G| U G2 U G3 U G4 oldugu sonucuna ulagiriz.
Boylece

%Z p {ann]+zpntnl+zpntn1+antnl}
neG

neG neGy neGs neGy

olup limit alinarak hipotezler yardimiyla

lim — an

t—R~ p nGG

oldugu elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. m

[(u,v) = (u—x)?+ (v —y)? olmak iizere asagidaki lemma kolaylikla elde edilebilir.

Lemma 4.2.2. P regiiler ve (L, ), pozitif lineer operator dizisi olsun.

Eger
stp —1im ||L,(fo) — fol| = 0
ve
stp — lirrln||Ln(F)|| =0
ise her f € C(J) i¢in
stp—lim|[L ()~ 1] =0
gerceklenir.
Bu kisimda, 0 < 8 < min{b%", d%} ve f € C(J) igin

11l = sup | (x, )]

a+0<x<b—6, c+6<y<d-é8
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olarak tanimlayalim. Herhangi bir ¥ > 0 i¢in ¥ < min{b — a,d — ¢} olmak tizere
By:=la—b,b—a] x[c—d,d—c]\[-7,7] x [—7,7] olsun.

Lemma 4.2.3. P regiiler ve § € (0,min{%5%,4>¢}) olsun. (H,), 1) ile tanimlanan operator

dizisi olsun.

stp—hm/ / (u,v)dudv =1

ve herhangi bir vy > 0 icin

Eger

stp—lim< sup kn(u,v)>:0
n (u,v)EBy

ise
stp —lim||Hy,(fo) = folls = 0
gergeklenir.

Ispat. § € (0,min{%%,95¢}) ve (x,y) € [a+ &,b— 8] x [c+ §,d — §] olsun.

Buradan

6 o
/6/akn(u,v)dudVSHn(fo;x,y) S/ / (u,v)dudv
Vy = max{

olmak tizere

olup

o o d—c b—a
/ / kn(u,v)dudv—l‘,‘/ / kn(u,v)dudv—l‘}
_sJ-s —(d—c¢) J—(b—a)

[[Ha(fo) = folls < va

gerceklenir. Hipotez geregince stp — limv, = 0 olacaktir.
n

Ayrica € > 0 i¢in

G:={n:||Hy(fo) — folls =€} C{n:vpa > €} =G

olup

L 1 n—1
0 LS L
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olur ve hipotez geregince

lim — Z patt T =

1—R- p(t) /=%
yani
stp —1im ||Ha(fo) — folls = 0
elde edilip ispat tamamlanir. ®

Lemma 4.2.4. P regiiler ve § € (0,min{%5%,4>¢}) olsun. (H,), 1) ile tanimlanan operator

dizisi olsun.

stp—hm/ / (u,v)dudv =1

ve herhangi bir y > 0 icin

Eger

stp—lim( sup kn(u,v)>:0

" Muy)eBy

oluyorsa
stp —lim||H,(T)||s =0
n
gerceklenir.

Ispat. § € (0,min{%%,95¢}) ve (x,y) € [a+8,b— 8] x [c + §,d — §] olsun.
Buradan I'(u,v) = (u—x)? + (v —y)? € C(J) oldugundan her n € N igin

d rb
H,,(F;x,y):/c /a [(u—x)? 4+ (v —y)]kn(ut — x,v — y) dudv
-y

d b—x
:/ / (u2+v2)Kn(u,V)dudv§/ / (u? + vk, (u,v) dudy
c—y Ja

gerceklenir.

[ fonksiyonu (0,0) noktasinda siirekli oldugundan her € > 0 i¢in bir (0 < \/€ < §) var-
dir ki |u| < /€ ve |v| < /€ sartim sa8layan (u,v) i¢in ['(u,v) < 2¢€ gergeklenir.

Dolayisiyla buradan

d—c prb—a
KX = / (u? +v?) dudv
c—d b
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olmak iizere
Ve Ve
H,(T;x,y) :28/ / kn(u,v)dudv—i—// (u? +v*)kn(u,v) dudv
—VeJ—e B /¢
6 o
§28/ / kn(u,v)dudv+// (u? + vk, (u,v) dudv
—-8J-96 B

o o6
§2£/ / kn(u,v)dudv+2% sup  kn(u,v)
-6/-6 (M,V)GB\/E

gerceklenir.

Yukaridaki sonuglar ve hipotezler yardimiyla
stp— lim ||, (T) | = 0

oldugu elde edilir. m
Yukaridaki sonuglar birlestirerek ¢cok degiskenli durumda konvoliisyon operatorleri i¢in asagi-

daki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.1. P regiiler ve 6 € (O,min{b%“, %}) olsun. (H,), ile tanimlanan operator
dizisi olsun.

Eger
6 o6
stp—lim/ / kn(u,v)dudv =1
A
ve herhangi bir ¥ > 0 icin

stp — lim( sup k,,(u,v)) =0

" Mu)eBy
oluyorsa her f € C(J) i¢in
stp—lim [H, (f) — fl]s =0
gerceklenir.

Simdi Ornek i cok degiskenli durum i¢in yeniden diizenleyebiliriz.

Ornek 4.2.5. Ornek de tammlanan (u,) ve (p,) dizileri igin

d b
Tn(f;xay) - HZW/ / f(u7v)gfnz(ufx)zefnz(vf)’)z dudv

24



olarak tanimlayalim. Burada

(1 + un) _nzuze_nzvz

kn(u,v) = n* ptd

ve d € (O,min{l%,%}) icin Bs = {(u,v) : lu| > 6 veya |v| > 8} olmak iizere

/ / (u,v)dudv=n (1—|—un){/ / =t = gy // —nu? j—nv dudv}
T S (u,v 6%5

elde edilir.

oo oo 2.2 2.2
Ayrica [T, [T e eV dudv = 5 < oo

oldugundan

lim // e*"zb‘ze*”zv2 dudv =0
n (u,v)eBs

olur ve

stp—hm/ / (u,v)dudv =1

gerceklenir. ¥ > 0 icin

1 1
sup  ky(u,v) < n2< *tn) —
(u,v)EBy T e
oldugundan
2
. n
i e =0

olup buradan

stp—lim( sup kn(u,v)):O
(

n u,v)EBy

elde edilir.
Dolayisiyla Teorem bu 6rnek i¢in saglanmaktadir, (u,) dizisi yakinsak ya da istatistiksel

yakinsak olmadigindan onceki sonug ve teoremler uygulanamaz.

Bu yaklasim oranini vermek i¢in siireklilik modiiliinii hatirlayalim.
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f:J — Rsiirekli ve A > 0 olsun. f(x,y) fonksiyonunun siireklilik modiilii

o(f,A) = max |f(x1,y1) = f(x2,52)]
V(x1=x2)2+(v1-y2)2) <A

seklindedir. Ayrica /%in})a)(f,l) =0 ve her A > 0 i¢in o(f,AY) < ([Y]+ 1)w(f,A) oldugu
_)
bilinmektedir (Tagdelen vd., 2007).

Teorem 4.2.2. P regiiler ve (H,), ile tanimlanan operator dizisi olsun. (a,) ve (b,) reel
sayilarin pozitif terimli artmayan iki dizisi olmak iizere 6 < min{b%“, % olacak sekilde sabit
bir 6 > 0 olsun.

Eger

|[Hy(fo) — folls = stp —o(an), (n— o),

A =/ |[Ha (4 —x)2+ (v —y)%x,y) |5 olmak iizere
o(f,Ay) =stp—o(by), (n— o),
ise bu durumda y, = max{ay,,by,a,b,} ve her f € C(J) i¢in
[H(f) = flls = stp—o(), (n— )
gerceklenir.

Ispat. 0 < 8 < min{%%,4¢}, f € C(J) ve (x,y) € [a+8,b— 8] x [c+ &,d — 8] olsun.
Herhangi bir A > 0 i¢in H,, pozitif ve lineer bir operator oldugundan

\Hy(f5x,5) = fO6,9)] SHu([f(u,v) = f06,9)15x,9) + | f (6, 9)[[Ha(fo) — fol

u—x)2 4 (v—y)?
<oy (1+ LI ) i o) — o

<00 2){ (1) + 33l + 0= 3x) b+ ) ()~ ol

elde edilir.
Buradan Fy := ||f||s ve her n € Nigin A = A, = \/||H,((u—x)2 + (v —y)%;x,y)||s olarak ta-

nimlayalim.

1)~ Flls <07 A I+ 53 1=+ 03 )ls F+ 1)~ ol
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gerceklenir ve

1Ha ()~ 1ls Sw(f,ln){HHn(fo)llaJr 1}+F1||Hn(f0) folls

<20(f, An) + O(f, )| [Hn(fo) — folls + Fil|Ha(fo) — folls
F :=max{2, F| } olmak iizere her n € N i¢in
|1Hn(f) = flls < F{w(f,/ln) + o (f, )| [Hn(fo) = folls + [[Hn(fo0) —fo\la}

bulunur. Dolayisiyla y = max{ay, by, a,b, } olmak iizere

1Hn(f) = flls = stp— o(1)

elde edilir ve ispat tamamlanir. m
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5. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu tezde, P-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak konvoliisyon operatorlerinin yaklagim
ozellikleri tek ve cok degiskenli durumlarda arastirilmistir. Oncelikle klasik Korovkin teoremi,
istatistiksel ve P-istatistiksel versiyonu, kuvvet serisi metodu, kuvvet serisi anlaminda istatistik-
sel yakinsaklik ve pozitif lineer operatorlere iligkin ihtiya¢ duyacagimiz temel kavramlar hatir-
latilmug ve aralarindaki iligkileri ortaya koyan drnekler sunulmustur. Weierstrass’in [a, b] kapalt
araliginda siirekli bir f fonksiyonuna cebirsel ve trigonometrik fonksiyonlar ile yaklasimina
iliskin teoremi; Bohman, Popoviciu ve Korovkin tarafindan birbirinden bagimsiz olarak pozi-
tif lineer operatorler yardimiyla genellestirilmistir. Pozitif lineer operatorler arasinda ¢ekirdek
fonksiyonuna ¢esitli sartlar altinda kurulan konvoliisyon operatorleri onemli bir grubu temsil
eder. 2003 yilinda Srivastava ve Gupta tarafindan bazi toplam-integral formunda operatorlerin
yaklagim 6zellikleri klasik yakinsaklik yardimiyla elde edilmistir. 2008 yilinda klasik yakinsak-
lik yerine A = (aj,) sonsuz matrisi yardimiyla tanimlanan A-istatistiksel yakinsaklik alinarak
integral formunda olan konvoliisyon operatorlerinin yaklagim 6zellikleri Duman tarafindan elde
edilmistir. 2017 yilinda Yurdakadim, Tas ve Atlihan tarafindan ¢ok degiskenli durumda konvo-
liisyon operatorleri toplam siirecleri yardimiyla ele alinarak yaklagim 6zellikleri elde edilmistir.
Bu calismalardan yola ¢ikarak P-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla konvoliisyon operatorleri
g0z Oniine alinarak orijinal sonuglar elde edilmistir. Kurulan operatorler ile literatiirde mevcut
olan sonuclarin yetersiz kaldig1 goriilmiistiir. Dolayisiyla ispatladigimiz sonuglarin literatiire
onemli bir katki sagladig1 agiktir.

Sonug olarak, klasik yakinsakligin yoklugunda toplanabilme metotlar: kullanilarak yine de yak-
lasimdan s6z edebilmemizi saglayan teoremler literatiir i¢in ilgi ¢ekicidir. Ayrica ne yazik ki
giinliik hayattaki problemlerin matematiksel modellemeleri icin tek degiskenli durum yetersiz
kalmaktadir ve bu durum P-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla daha 6nce ele alinmamistir. Bu
tez, bu konuda calisacak arastirmacilar i¢in bir basucu kaynagi olmakla kalmayip P-istatistiksel
yakinsaklik kullanilarak konvoliisyon operatorlerinin yaklasim ozelliklerini ifade eden sonug-

lar1 6ren niteligindedir.
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