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KENDINE BENZER KUMELER UZERINDEKI KODLAMALARIN VE iCSEL

METRIKLERIN INCELENMESI

OZET

Fraktaller dogayla olan iliskisinden dolayr son zamanlarin popiiler arastirma
konularindan biridir. Biitiin fraktallerin ortak ozelliklerinden biri kendine benzerliktir.
Kendine benzer kimeler kuvvetli kendine benzer, zayif kendine benzer, rastgele
kendine benzer kimeler gibi farkli siniflarda incelenebilir. Kuvvetli kendine benzer
kiimelerin klasik modellerinin bazilar1 Cantor kiimesi, Cantor toz bulutu, Sierpinski
tiggeni, Sierpinski halisi, Koch egrisi, Kutu fraktali, Sierpinski dortytzlist ve Menger
stingeridir. Zayif kendine benzer kiime modelleri olarak Sierpinski pervanesi ve komsu
Sierpinski ucgeni verilebilir. Julia kiimeleri ve Mandelbrot kiimesi ise rastgele kendine
benzer kime modelleridir. Kendine benzer kiimeler yapilarindan dolayr farkli
kodlamalara ve bu kodlamalar ile uyumlu olan i¢sel metriklere sahiptir.

Bu tezde ilk olarak, klasik fraktaller Uzerindeki kodlamalar arastirilacaktir.
Literatiirde verilen Sierpinski {liggeninin kod kiimesi lizerindeki i¢sel metrik yapisi
incelendikten sonra zayif kendine benzer bir kiime 6rnegi olan Sierpinski pervanesi ve
komsu Sierpinski tiggeni Uzerinde i¢sel metrik formulleri insa edilecektir.

Son olarak ekli Sierpinski liggeni lizerinde tanimlanan ig¢sel metrik formiilu
kullanilarak iki veya daha fazla en kisa yola sahip olan noktalar siniflandirilacaktir.
Ayrica jeodeziklerinin sayist n = 0,1,2,3,... i¢cin 2",3.2" + n ve oo olan noktalarin
oldugu gosterilecek ve jeodezik sayisina gore bu noktalarin bazi kod temsilleri ifade

edilecektir.

Anahtar Sozcikler:

Icsel metrik; Kendine benzer kiimeler; Sierpinski ticgeni; Kod kiimeleri; Jeodezik.



EXAMINATION OF CODINGS AND INTIRINSIC METRICS ON SELF-

SIMILAR SETS

ABSTRACT

Fractals are one of the most popular research topics of recent times because of
their relationship with the nature. One common feature of all fractals is self-similarity.
Self-similar sets can be studied in different classes; strong self-similar sets, weak self-
similar sets and randomly self similar sets. Some classical models of strong self-similar
sets are Cantor set, Cantor dust, Sierpinski triangle, Sierpinski carpet, Koch curve, Box
fractal, Sierpinski tetrahedron and Menger sponge. The Sierpinski propeller and
adjecent Sierpinski triangle can be given as examples of weak self-similar sets. Julia
sets and Mandelbrot set are some examples of randomly self similar sets. Self-similar
sets have different codings and the intrinsic metrics that are compatible these coding
due to their structures.

In this thesis, firstly the codings of classical fractals will be investigated. After
examining the intrinsic metric fomula defined on the code set of Sierpinski gasket in the
literature, the intrinsic metric formulas will be constructed on the Sierpinski propeller
and adjecent Sierpinski triangle which are some example of weak self-similar set.

Finally, by using the intrinsic metric formula on the added Sierpinski triangle the
points which have two or more shortest paths will be classified. The points which have
for n = 0,1,2,3, ... the number of geodesics 2™,3.2™ + n and o have shown and some
code representations of these points have been expressed according to the number of

geodesics.

Key Words:

Intrinsic metric; Self-similar sets; Sierpinski gasket; Code sets; Geodesic.
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1. GIRIS

Doganin geometrisi olarak bilinen fraktal geometri matematigin yani sira fizik,
kimya, biyoloji, ekonomi, cografya ve tip gibi farkli alanlarda bircok uygulamaya
sahiptir (Barnsley, 1988; Barnsley, 2006; Burago vd., 2001; Falconer, 2004; Gulick,
1988; Mandelbrot, 1982). Son zamanlarda ise klasik fraktaller Uzerindeki i¢sel metrigin
farkl1 yollardan insa edilmesi populer bir arastirma konusudur (Cristea, 2005; Cristea ve
Steinsky, 2013; Denker ve Sat0,1999; Grabner, 1998; Hinz ve Schief, 1990; Romik,
2006; Strichartz, 1999; Zhang vd., 2008). Fraktaller iizerindeki noktalarin kod
temsillerinin kullanilmasi ile i¢csel metrigin formiile edilmesi bu arastirmalardan biridir
(Saltan vd., 2018; Ozdemir, 2019; Ozdemir vd., 2018; Giineri ve Saltan, 2018). Klasik,
dik ve c¢esitkenar Sierpinski Ucgeni, Kutu fraktali, Sierpinski dortyiizlisii, mod-3
Sierpinski tcgeni gibi iyi bilinen fraktaller Gzerinde icsel metrikler, noktalarinin kod
temsilleri kullanilarak formiile edilmekte ve bu kiimelerin bircok geometrik ve topolojik
Ozelligi arastirilmaktadir (Aslan vd., 2019; Gu vd., 2019; Saltan vd., 2018; Saltan, 2018;
Saltan, 2018; Saltan vd., 2019; Saltan, 2018).

Bu fraktallerin hepsinin ortak 6zelligi kuvvetli kendine benzer kimeler
olmasidir. Bu tez calismasinda literatiirde verilen ¢alismalar 6zetlendikten sonra zayif
kendine benzer fraktal modelleri Gzerinde igsel metrikler formile edilmektedir. Bu
metrikleri formile edebilmek i¢cin Bolum 3’te klasik fraktallerin tizerindeki noktalar kod
temsillerinin sayisina gore siniflandirilmaktadir. Bolim 5°te ise Sierpinski pervanesi ve
komsu Sierpinski Ucggenleri Uzerinde i¢sel metrikler noktalarin kod temsilleri
kullanilarak tekrar formiile edilmektedir. Son bolimde ise yukarida verilen fraktallerden
farkli olarak biiziilme katsayilarinin hepsi ayni olmayan bir yinelemeli fonksiyon
sisteminin atraktori olan ekli Sierpinski Uggeni ele alinmaktadir. Bizilme
katsayilarinin farkliligindan dolay: bu fraktal Uzerindeki i¢sel metrigin formule edilmesi
digerlerine gore biraz daha zordur. Bu formiilizasyon “Ekli Sierpinski Ucgeni
Uzerindeki Igsel Metrigin Formiile Edilmesi” isimli yiiksek lisans ¢aligmast ile 118F356
nolu TUBITAK projesinin bir parcasi olarak verilmektedir (Sen ve Saltan, 2020). Bu
projenin bir pargast olarak bu tezin son boliimde, ekli Sierpinski icgeni tzerindeki

noktalar jeodeziklerinin sayisina gore siniflandirilmaktadir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Klasik fraktelleri elde etmenin en 6nemli yollarindan biri yinelemeli fonksiyon
sistemleridir. Ayrica klasik fraktaller kendi yinelemeli fonksiyon sistemleri ile uyumlu
kodlamalarla ifade edilebilirler. Bu tez boyunca kullanilan kavramlar, tanimlar ve
teoremler asagida verilmektedir. (Daha fazla detay icin Barsnley, 1988, Edgar, 2008,
Falconer K., 2004, Gulick D., 1988, Mandelbrot B.B. 1982, Peitgen, 2004)

Tamm 2.1 (X, d) bir metrik uzay ve f: X — X bir fonksiyon olsun. Vvx,y € X
icin d(f(x),f(y)) < kd(x,y) olacak sekilde 0 <k <1, k € R sayis1 varsa fye
bizulme katsayis1 k olan blzilme doniistimii denir (Barnsley, 1988).

Tanim 2.2 X # @ ve f:X — X bir fonksiyon olsun. Eger f(x*) = x* olacak
sekilde x* € X varsa x* noktasna f fonksiyonunun sabit noktasi denir (Barnsley,
1988).

Teorem 2.1 (X,d) bir metrik uzay ve f:X — X bir biiziilme dontisiimii olsun.

Eger (X, d) metrik uzay1 tam ise f nin bir tek sabit noktasi vardir. Ayrica Vx € X igin

x, f(x), f2(x), ., f(X), ...

dizisi f nin sabit noktasina yakinsar (Barnsley, 1988).

Tanmm 2.3 (X,d) metrik uzay olsun. H(X) = {A € X| A kompakt ve A # @}
olsun. A € H(X), x € X i¢in d(x,A) = min{d(x,y)|y € A} dir. A,B+ @ ve A,B €
H(X) icin d(A,B) = mak{d(x,B)| x € A} olmak uzere h(A,B) =
mak{d(A4,B),d(B,A)} olacak sekilde tanimlanan h:H (X) X H(X) - R fonksiyonu
H (X) Uzerinde bir metriktir. Bu metrigine Hausdorff metrigi ad1 verilir.

Tanim 2.4 (X, d) bir tam metrik uzay ve fi, f5, ..., fu: X = X biuiziilme katsayilari

sirastyla sq, S5, ..., S, olan biizlilme doniisiimleri olsun. Bu durumda

X fili =12, .,n} = {X; f1, for oo f}

sistemine biiziilme katsayisi s = mak{s;|i = 1,2, ...,n} olan bir yinelemeli fonksiyon
sistemi (YFS) denir (Barnsley, 1988).



Teorem 2.2 (X,d) bir metrik uzay ve f:X — X biiziilme katsayist s olan
biiziilme dontisiimii olsun. Bu durumda f: H (X) - H (X) doniistimii (H (X), h) metrik
uzayinda biiziilme katsayisi s olan biiziilme doniisiimiidiir (Barnsley, 1988).

Teorem 2.3 (X, d) metrik uzay, f; ve f,, H(X) de blziilme katsayilar1 sirasiyla
S; Ve s, olan biiziilme doniisiimleri olsun. A € 7 (X) icin F:H(X) » H(X), A€
H(X) icin F(A) = f1(A) U f,(A) doniigiimii biiziilme katsayisi s = mak{s;,s,} olan
biiziilme dontisiimiidiir (Barnsley, 1988).

Teorem 2.4 (X,d) metrik uzayr tam ise (H(X),h) metrik uzayr da tamdir
(Barnsley, 1988).

Teorem 2.5 {X; fi, f2, ..., fn} bir yinelemeli fonksiyon sistemi ve (X,d) tam
metrik uzay olsun. F:H(X) » H(X), A€ H(x) icin F(A) =f,(A) U f,(A)U ..U

fn(A4) doniisimii verilsin. Bu durumda F doniisiimiiniin

Fa) = Jf@ =4

olacak  sekilde bir tek sabit noktas1i vardir ve VB € H(x) igin
B,F(B),F?(B), ..., F*(B), ... dizisi bu sabit noktaya yakinsar (Barnsley, 1988).

Tanim 2.5 Teorem 2.5’te tamimli A kimesine {X;fi, fo, ..., fn} Yyinelemeli
fonksiyon sisteminin sabit noktasi, atraktorii veya ¢ekicisi denir. Boyle bir durumda A
kendine benzer bir kiime olarak adlandirilir (Barnsley, 1988).

Tanim 2.6 Bir geometrik seklin bir noktasinin her bir komgulugu biitiin seklin
bir kopyasini igeriyor ise bu sekle zayif kendine benzer kiime denir. Eger bir geometrik
seklin her bir noktasinin her komsulugu biitiin seklin kopyasini iceriyor ise bu sekle
kuvvetli kendine benzer kiime denir (Addison, 1977).

Teorem 2.6 (Cantor Ara kesit Teoremi) (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu
durumda asagidaki 6nermeler denktir.

a) (X, d) metrik uzay1 tamdir.

b) (D,,) kapali yuvarlardan olusan her n € N i¢in D,, 2 D,, ., Ozelligine sahip
kiimelerin bir dizisi ve n € N igin n, sayis1 D,, kapali yuvarinin yari ¢api olsun. Bu

durumda r,, — 0 ise



ﬁ Dy, = {x}

olacak sekilde tek bir x € X noktasi vardir.
Tamm 2.7 {X; fi, f5, ..., [} bir yinelemeli fonksiyon sistemi olsun. Yinelemeli
fonksiyon sistemi ile iliskili (Z,d.) kod uzayr n sembolll {1,2, ..., n} kimesi (zerinde

her w, o € Z igin

(o]
lw; — a;l

d.(w,0) = Z, T

metrigi ile ifade edilir. Burada = {c|o = 0,0, ..0,,0; € {1,2,..,n}} kiimesidir
(Barnsley, 1988).
Tanmm 2.8 {X;fi, f5, ..., fn}, T kod uzayr ile ilgili bir yinelemeli fonksiyon

sistemi ve bu YFS’nin atraktorii A olsun. ¢: X — A olacak sekilde
p(o) = Tlll_r)glo p(o,nx) = Ai_r)gofal ° faz ° fcr3 Qo0 fan(x)
olacak sekilde tanimli fonksiyon siirekli ve ortendir. a € A noktasinin adresi

' (4) = {w € p(w) = a}

kiimesinin elemanlarindan olusur. Eger ataraktoriin her noktasi tek bir adrese sahipse
YFS tamamen baglantisiz olarak adlandirilir (Barnsley, 1988).

Teorem 2.7 {X;fi,f2 -, fn} YFS’nin atraktorii A olsun. YFS tamamen
baglantisizdir ancak ve ancak i # j olacak sekildeki her i,j € {1,2, ...,n} icin

fitA) n f;(A) =@

dir (Barnsley, 1988).



3. BAZI FRAKTALLERIN NOKTALARININ KOD TEMSILLERI

Asagida verilen kiimeler, Mandelbrot’un fraktal tanimini vermeden 6nce farkli
matematiksel problemleri ¢6zmek i¢in tanimlanmaktadir. Bu tezde, bu kiimeler sadece
iliskili yinelemeli fonksiyon sistemleri kullanilarak ifade edilecektir. Ayrica, bu
bolimde baz1  klasik  fraktaller iizerindeki noktalarin  adreslerine  gore

smiflandirilmaktadir.
3.1 En Fazla Bir Kod Temsili Olan Baz1 Fraktaller

3.1.1 Cantor kiimesi
i=02icinfiR->R

folw) =3

OS] IR
wl N

f2(x) =5+

olmak uzere {R;fy, fo} YFS’nin atraktori Cantor kiumesidir ve kisaca C olarak
adlandirilmaktadir. f,(C) N f,(C) = @ oldugundan Tanim 2.8 ve Teorem 2.7 geregince
YFS tamamen baglantisiz oldugu i¢in atraktoriinlin her noktasinin bir tek adresi vardir.
fo(C) = Cy ve f,(C) = C, olarak ifade edilirse Cantor kiimesinin kod kimeleri c; €

{0,2} icin 0 = ¢;c, ... c,,_1 Olmak Uzere
Coo = {ann+1an+2an+3 .1 a; € {0;2}}
Coz = {Gzan+1an+2an+3 .t € {sz}}

olarak ifade edilmektedir. Burada f,(C) = C, dir (Barnsley, 1988).
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Sekil 3.1. Cantor kiimesi tizerindeki bazi noktalarin kodlar1.

3.1.2 Cantor toz bulutu
i =0,1,2,3icin f;: R? > R?

=)
fe =(E+22)
=452+
=5+

olmak Uzere {R?;fy, f1, f2, fs} YFS’nin atraktorii Cantor toz bulutudur ve kisaca D
olarak adlandirilmaktadir. i,j = 0,1,2,3 ve i # j icin f;(D) N f;(D) = @ oldugundan
Tanim 2.8 ve Teorem 2.7 geregince YFS tamamen baglantisiz oldugundan atraktorinin
her noktasinin bir tek adresi vardir. fy(D) = Dy, fi(D) = Dy, f,(D) = D, ve f5(D) =
D5 olarak ifade edilirse Cantor toz bulutunun kod kiimeleri d; € {0,1,2,3} i¢in o =

d,d, ...d,_, olmak Uizere
Do = {aOan+1an+2an+3 ..ia; € {0,1,2,3}}

Dyy ={01ap410n42an43 - ¢ a; € {0,1,2,3}}



DO'Z = {0'261n+1 an+2 an+3 e o al E {0r1!2I3}}
DO’3 = {gSan+1 a’TI.+2 a’TI.+3 e o a’l € {Olllzlg}}

olarak ifade edilmektedir. Burada f,;(D) = D, dir.
HE....
EE BN
. . EE HNE.:
EE EHNE:

Sekil 3.2. Cantor toz bulutunun kod kiimeleri.

EE ER

EE Em

EE ER

EE Em

EE ER
lw)

3.2 En Fazla iki Kod Temsili Olan Baz Fraktaller

3.2.1 Sierpinski tc¢geni
i =0,1,2icin f;: R? - R?

xy
folx,y) = (E'E)
x 1y
AG» = (3473
1y <3
G =<§+Z,§+T)

olmak uzere {R?; f;, f1, f-} YFS’nin atraktorti Sierpinski tcgenidir ve kisaca S olarak
adlandirilmaktadir. i,j = 0,1,2 ve i # j icin  f;(S) N f;(S) tek elemanl oldugundan
Cantor Ara Kesit Teoremi ve Tanim 2.8 geregince bu noktanin birbirinden farkli iki kod
temsili vardir. Eger S iizerindeki bir nokta ayni seviyedeki iki alt liggenin ara kesiti
degilse bu noktanin bir tek kod temsili vardir. f,(S) = Sy, f1(S) =S; ve £,(5) =S,
olarak ifade edilirse Sierpinski Ucgeninin kod kumeleri s; € {0,1,2} icino =

$1S9 ... Sp,—1 0lmak lzere

Soan = {0nans1ansz -1 a; € {0,1,2}}



ve kenarlarinin kod kiimeleri
P,Qs ={0a,0n110ns; .1 a; € {0,1}}
PR, ={0anans1ansz - a; € {0,2}}
QoRs = (0030410042 -+ a; € {1,2}}

olarak ifade edilmektedir (Barnsley, 1988).

A:.: Q
Sekil 3.3. Sierpinski tiggeninin ilk adimdaki kod kiimeleri.

Iki kod temsiline sahip noktalar, s; € {0,1,2} i¢in o = s;5, ...5,,_; olmak (izere

asagidaki gibi ifade edilmektedir:
g0111 ... = 01000 ...
01222 .. = 02111 ...
g0222 ... = 32000 ...

Diger taraftan bu fraktal 0000 ..., 0111 ...,0222,...01202012021 ... gibi tek

kod temsiline sahip noktalar da icermektedir.



3.2.2 Sierpinski dortyuzlUsu
i =0,1,2,3icin f;: R® > R3

( )_(1 1 1)
fO xX,¥,Z) = ZX,Z}/.ZZ

( )_(1 +1 1 1 )
fl xX,Y,zZ) = Zx 2,2}/,22

U LS LV31
fZ x’y’Z - zx lzy 4r2Z

( - 1 +11 +\/§1 +\/€
f3(x,y,2) = 2x 4.2}/ 12,22 c

olmak tzere {R3; fo, fi, f>, f3} YFS’nin atraktoru Sierpinski dortytizlidir ve kisaca T
olarak adlandirilmaktadir. i,j =0,1,2,3 ve i #j icin fi(T) N f;(T) tek elemanh
oldugundan Cantor Ara Kesit Teoremi ve Tanim 2.8 geregince bu noktanin birbirinden
farkli iki kod temsili vardir. Eger bu nokta ayni seviyedeki higbir alt dortyiizliiniin ara
kesiti degil ise bu durumda bu nokta tek kodlu olmaktadir. fo(T) =Ty, fi(T) =Ty,
f2(T) =T, ve f3(T) = T5 olarak ifade edilmektedir (Aslan N., 2019).

Sekil 3.4. Sierpinski dlizgiin dortyuzlisu (T kirmizi kisim, T; mavi kisim, T, sar1 kisim

ve T; yesil kisim).
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iki kod temsiline sahip noktalar, t; € {0,1,2,3} icin o = t;t,...t,,_; olmak

Uzere asagidaki gibi ifade edilmektedir:

00111 ... = 01000 ...
00222 ... = 62000 ...
00333 ... = 33000 ...
01222 .. = 02111 ...
02333 ... = 03222 ...

01333 ..=03111 ...

Kod temsili bunlardan farkli olan tiim noktalar ayni seviyedeki alt tiggenlerin kesisimi
olarak yazilamayacagindan ¢000 ..., o111..., 0222 ..ve 0312320123021 ... gibi

noktalar tek kod temsiline sahiptir.

3.2.3 Koch egrisi
i =0,1,2,3icin f;: R? - R?

foen = (3.3)
1 X y+ 1
_1/cos(60°) —sin(60°)\ (x ~\ 6 6 3
hlxy) = §(sin(60°) cos(60°) )(Y) + (g) | xV/3 LY
6 6
1 x y 1
£, (0 y) = 1<cos(—60°) —sin(—60°)) (x) 4 E\ _ €+E+E \
20 Y) =3 sin(=60°)  cos(—60°) J\y \/§/ | x/3 oy \/§/
s/ \"6 Te"6

= (542
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olmak uzere {R?;f,, f1, f2, fs} YFS’nin atraktorii Koch egrisidir ve kisaca K olarak
adlandirlmaktadir. i,j = 0,1,2,3 ve i #j i¢in f;(K) N f;(K) tek nokta oldugundan
Cantor Ara Kesit Teoremi ve Tanim 2.8 geregince A noktasinin birbirinden farkl iki
kod temsili vardir. Eger K iizerindeki bir nokta ayni seviyedeki higbir alt egrinin ara
kesiti degil ise bu durumda bu noktanin tek kod temsili vardir. f,(K) = Ky, f1(K) = K;,
f2(K) = K, ve f3(K) = K3 olarak ifade edilirse Koch egrisinin kod kiimeleri k; €
{0,1,2,3}icin 0 = kqk; ... k,_, olmak Uzere

Kyo = {00 apy1an12anss - ¢ a; €{0,1,2,3}}
K, = {01an+1an+2an+3 . ta; € {0,1,2,3}}
K, = {02an+1an+2an+3 . ta; € {0,1,2,3}}
K, = {a3an+1an+2an+3 ia; € {0,1,2,3}}

olarak ifade edilmektedir (Barnsley, 1988).

Ko Ks

Sekil 3.5. Koch egrisinin ilk seviyedeki kod kimeleri.
Bu iki kodlu noktalar, k; € {0,1,2,3} icin o = kyk, ...k,,—; olmak (zere
asagidaki gibi ifade edilmektedir:
00333 ... = 01000 ...
01333 ... = 02000 ...

02333 ... = 03000... .
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Diger taraftan bu fraktal ¢000 ..., 111 ..., 013221340 ... gibi tek kodlu

noktalara da sahiptir.

3.2.4 Kutu fraktah
i =0,1,2,3,4icin f;: R? > R?

x 1y 1
fwn=(3+33+3)

=324

e = (5+55+3)
Ly =(5.%)

=1
olmak tzere {R?; fo, f1, f2, f3, fo} YFS’nin atraktorii Kutu fraktahidir ve kisaca B olarak
adlandirilmaktadir. i, j = 0,1,2,3,4 ve i # j i¢in f;(B) N f;(B) tek elemanl oldugundan
Cantor Ara Kesit Teoremi ve Tanim 2.8 geregince bu noktanin birbirinden farkl: iki kod
temsili vardir. Eger bu nokta ayni seviye higbir alt karenin ara kesiti degil ise bu
durumda bu nokta tek kodlu olmaktadir. f,(B) = By, f1(B) = By, f2(B) = B,, f3(B) =
B; ve f,(B) = B, olarak ifade edilmektedir.
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Bl o B2

Bs -3 Ba
Bo

Sekil 3.6. Kutu fraktalinin ilk seviyedeki kod kiimeleri.

Bu iki kod temsiline sahip noktalar, b; € {0,1,2,3} i¢cin ¢ = b, b, ... b,,_; olmak
Uzere agagidaki gibi ifade edilmektedir:

01444 ... = ¢0111 ...
02333 .. = 00222 ...
03222 ... = 00333 ...
04111 ... = 00444 ...
Diger taraftan bu fraktal 0000 ..., 01222 .., 04222 .., 00123210234 ...
gibi tek kodlu noktalara da sahiptir (Ozdemir Y., 2018).
3.3 En Fazla Ug Kod Temsili Olan Bir Fraktal Ornegi
3.3.1 EKli Sierpinski Gcgeni
i =0,1,2,3icin f;: R? - R?

3
folx,y) = <f+—,%+

fien =(5.3)
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- (G+12)

_(x 1y 3
f3(x'}’)—<§+z,i+r>

olmak uizere {R?; fo, f1, f2, f3} YFS’nin atraktorii ekli Sierpinski licgenidir ve kisaca S
olarak adlandiriimaktadir (Sen A.IL., 2020). EKli Sierpinski tiggeni tizerindeki herhangi
noktanin kod temsillerinin sayis1 1, 2 veya 3 tlr. Asagida bu kod temsilleri detayli

sekilde incelenmektedir:

i. ay€{1,23}veod =a,a,..a,_,icin
500 n g(rak = {A}
olmak Uzere A noktasi S; nin herhangi aynmi seviye iki alt liggeninin kesisim noktasi

olsun.

e Eger a, = 1 segilirse,
S50 N Ss1 =550 N (§o12 n 5013) = {A}
elde edilmektedir. Simdi

SUOI SO‘OlI 50'011' e So‘Oll...lJ e

50'1' 5013' 500132' ) 50'1322...2' e

50'1150'12'50'1231 '50'1233...3J

seklinde 1li¢ tane i¢ ice gegmis dizilerin kiimesi ele alinsin. Cantor Ara Kesit teoremi
geregince A noktasinin kod temsilleri sirastyla 00111 ..., 013222 ... ve ¢12333 ... tdr.
e Eger a, = 2 segilirse,

Ss0NSe2 =S50 N (5021 n 5023) = {A}
elde edilmektedir. Simdi

SGO' SO'OZ' 50'022' e So‘OZZ...ZJ i

SO'ZI 50'21' 50'213’ Ty 50'2133...3J b
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502' 50231 50231' ey 502311...11

seklinde ii¢ tane i¢ ice gecmis dizilerin kiimesi ele alinsin. A noktasinin kod temsilleri
sirastyla 00222 ..., 621333 ... ve 023111 ... tlr.
e Eger a, = 3 segilirse,
S50 N Se3 = S50 N (8531 N Sp32) = {A)
elde edilmektedir. Simdi

SO’O' 50031 50033' L 50033...3' H

50-3, 5031' 50312' ey 503122...2' L

5031 5032' 503211 L] 503211...1'

seklinde ii¢ tane i¢ ice gecmis dizilerin kiimesi ele alinsin. A noktasinin kod temsilleri
sirastyla 00333 ..., 031222 ... ve 032111 ... tlr.

Sonug olarak S;, a ait T, V, ve W, kose noktalarinin farkli ii¢ kod temsili
vardir.

ii.  ag by €{1,2,3}, ax # by, ve 0 = a,a, ...ai_4 igin
‘gcrak n ‘gcrbk = {4}

olmak Uzere A noktasit S, nin herhangi ayni seviye iki alt liggeninin kesisim noktasi

olsun.

Saak: Saakbkr Sakbkbk' ] Sdakbkbk...bk’ R

SO’bk’ SO‘bkak’ Sabkakak: B Sabkakak...ak'

i¢ ice gecmis kiime dizileri olsun. Cantor Ara Kesit teoremi geregince, A nin kod
temsilleri sirasiyla aay by by, ... by Ve abiaiay ... a; ve A noktasi farkli iki kod temsiline

sahiptir.
iii. Eger A noktas1 S, nin herhangi ayn1 seviye iki ayni seviye alt iggenin kesisim

noktas1 degil ise A noktasi bir tek kod temsiline sahiptir. Yani, tim kod temsilleri i ve ii
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sikkinda tanimlanan kod temsillerinden farklidir. Orneklendirmek gerekirse S’nin kose

noktalar1 P, Q, R ve 121212 ..., 01230123 ... gibi ¢ogu nokta ve tekrar etmeyen

formdaki noktalar bir tek kod temsiline sahiptir.

Sekil 3.7. EKIi Sierpinski t¢geninin ilk seviyedeki kod kiimeleri.
3.4 En Fazla Dort Kod Temsili Olan Bir Fraktal Ornegi

3.4.1 Sierpinski halist
i =0,1,2,3,4,56,7 icin f;: R? > R?
y

foe ) = (3.3)

w|><
wlr—\
wl‘<
N——

ey = (5+

UJ|><
UJlN
W|‘<
~~

faloy) = (5 +

UJI[\J
wl‘<
_|_
Wl =
N————

oy = (5+

UJIR

UJIR
wIN
W<
_|_

wl N
N———

ey = (5+
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= (4124
=G24
=G24

olmak lzere {R?; fo, fi, far f3 far f5r for f3 YFS’'nin atraktorii Sierpinski halisidir ve
kisaca H olarak adlandirilmaktadir. i,j = 0,1,2,3,4,5,6,7 ve i # j icin fi(H) N f;(H) #
@ oldugundan Cantor Ara Kesit Teoremi ve Tanim 2.8 geregince H Uzerindeki bir
noktanin birbirinden farkli dort kod temsili, U¢ kod temsili ve iki kod temsili vardir.
Eger H iizerindeki bir nokta ayni1 seviyedeki hicbir alt halinin ara kesiti degil ise bu
durumda bu nokta tek kodlu olmaktadir. Bu noktalar asagida detaylica incelenmektedir.
fo(H) =Ho, fi(H)=Hy, f,(H)=H,, f3(H)=Hs, f,(H)=H, [fs(H)=Hs,

fe(H) = Hg ve f,(H) = H, olarak ifade edilmektedir

H7 HG HS

H, H, H

3

Sekil 3.8. Sierpinski halisinin ilk seviyedeki kod kiimeleri.

Sekil 3.8’de goriildiigii gibi Hy;3 N Hyy N Hyy N Hyg # @, Hya N His N Hyy N
H,s # @, Hys N Hyy, N Hy3; N Hyg # @, Hy, N Hys N Hy; N Hyg = @, H;3 N Hyy N



Hgs N Hs; N Hgg # @, H37 N H3g N Hyy N Hyy # @, Hyg N Hys N Hyy N Hyz #+ O,
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Hgz; # @ olup ve bu arakesitler tek elemanli oldugundan Sierpinski halis1 en fazla dort

kodlu noktalara sahiptir.

Dort kodlu noktalara 6rnek olarak, h; € {0,1,2,3,4,5,6,7} icin ¢ = hyh, ...h,,_4

olmak iizere agagidaki noktalar verilebilir:

013555 .. = 014333 ... =

014555 ...

023555 ...

024555 ...

073555 ...

074555 ...

063555 ...

064555 ...

037555 ...

036555 ...

047555 ...

046555 ...

087555 ...

086555 ...

017555 ...

016555 ...

015333 ...

024333 ...

025333 ...

074333 ...

075333 ...

064333 ...

065333 ...

036777 ...

035777 ...

046777 ...

045777 ...

086777 ...

085777 ...

016777 ...

015777 ...

021777 ...

028777 ...

031777 ...

038777 ...

061777 ...

068777 ...

051777 ...

058777 ...

041333 ...

042333 ...

051333 ...

052333 ...

071333 ...

072333 ...

081333 ...

082333 ...

028111 ...

027111 ...

038111 ...

037111 ...

068111 ...

067111 ...

058111 ...

057111 ...

042111 ...

043111 ...

052111 ...

053111 ...

072111 ...

073111 ...

082111 ...

083111 ...
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Dahast H;NH,NHg = ®, H,NH;NH, # ®, H, N Hs N Hy # @, Hs N H, N
Hg +# @ olup bu ara kesitler tek elemanli oldugundan Sierpinski halis1 {izerindeki ii¢
kod temsiline sahip olan noktalar asagidaki gibidir:

01555 ... = 02777 ...= 08333 ... , 02555...= 03777 ... = 04111 ..., 04777 ... =
05111 ... = 06333 ..., 06111.. = 07333 ... = 08555 ...,

Iki kod temsiline sahip olan noktalara Ornek olarak 01333..=
02111 ...,02333 ... = 03111 ..., 03555... = 04333 ...,04555 ... =
05333 ...,05777 ... = 06555 ...,06777 ... = 67555 ...,07111 ... =
08777 ...,ad8111 ... = 1777 ... verilebilir.

Tek kod temsiline sahip olan noktalara érnek olarak 6111 ..., 333 ..., 6555 ...,
0777 ...ve 612356347854215732 ... verilebilir.
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4. SIERPINSKi UCGENI UZERINDEKI ICSEL METRIKLER

Bostan farkli bir kiime tizerindeki i¢sel (jeodezik) metrik Burago vd., (2001)’de
asagidaki sekilde verilmektedir:

Tanmm 4.1 (I¢sel Metrik) A bostan farkli bir kiime ve x,y € A olmak (izere

d(x,y) = inf{8| §, A da x ve y noktalar1 arasindaki yollarin uzunlugu}
olacak sekilde tanimlanan d fonksiyonu A tizerinde bir metrik belirtir. Bu metrige A
uzerindeki i¢csel metrik denir.

Fraktaller tizerinde igsel metrigi formiile etmek son zamanlarin 6nemli arastirma
konularindan biridir. Literatiirde yapilan c¢alismalarda temel 6rnek olarak Sierpinski
ticgeni ele alinmaktadir. Sierpinski liggenini insa etmek i¢in farkli yollar oldugundan
dolay1 Sierpinski iicgeni iizerindeki i¢sel metrik gesitli sekilde tanimlanabilir. Ornegin
Grabner, (1998)’de S {izerindeki ig¢sel metrigin alternatif tanimi asagidaki gibi
verilmektedir. x,y € S ve A,(x), A, (y) n.seviyedeki iki temel alt icgen olsun ve her
n >0 icin x € A,(x) vey € A,(y) olsun. Ayrica her n > 0 igin x,, ve y, sirasiyla
A,(x) ve A,(y) nin sol alt koseleri olsun. d,; x, ile y, ni birlestiren bir egrinin

minimal uzunlugu olmak iizere S Uzerindeki i¢csel metrik

dn (Xn, Yn)

d(x,y) = lim on

olacak sekilde tanimlanmaktadir. Strichartz (1999)’da S iizerindeki igsel metrigi
barycentric koordinatlar1 kullanarak tanimlamaktadir. Romik (2006)’da ayrik Sierpinski
ticgeni tUzerindeki igsel metrigi kod uzayr kullanarak tanimlamaktadir. Saltan
vd.(2018)’de klasik Sierpinski ticgeni iizerindeki ig¢sel metrik, noktalarin kod
temsillerini kullanarak insa edilmektedir. Ayrica Saltan (2018)’de ¢esitkenar ve dik
Sierpinski Ucgeni Uzerinde genel bir i¢sel metrik formdli elde edilmektedir. Asagida

kod temsilleri kullanilarak elde edilen i¢sel metrik formulleri 6zetlenmektedir.

4.1. Sierpinski U¢geni Uzerindeki i¢csel Metrigin Insasi
A, B kod temsilleri A = a;a, ...a, ve B = b;b, ... b, gibi olan birbirinden farkli
Sierpinski tggeni tzerinde iki nokta olsun. Bu durumda ag # b olacak sekilde s € N

vardir. k = min{s| a; # bs,s = 1,2,3,...} olsun. O halde A € Sy 4, 4, _,a, V&€ BE
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Sa,ay..ar_,b, dir. Genelligi bozmadan a; = 0 ve by, = 1 oldugunu farz edelim. Boylece
A€S4,a,.a, ,0 V& B €Sq a,. a, ,1 0lur. Bundan sonra formiilizasyonu basitlestirmek
adina 0 = a,a, ... a;_, olarak alinacaktir. Diger durumlarda yani, A ve B nin S, nin bir
diger alt tliggeninde olmasi durumu ayni prosediir ile incelenmektedir. P, R, Q,
strastyla Sz Ve Sg1, Sgo Ve Sgz, Sg1 Ve S4p alt licgenlerinin kesisim noktalari olsun. A
ve B arasindaki uzaklik en kisa yollar ya P; noktasindan ya da R,Q, dogrusundan
gecmektedir. Asagida bu farkli iki yol arastirilmaktadir.

Durum 1: ilk olarak P, noktasindan gecen en kisa yol ele alinmaktadir. A ve B
arasindaki herhangi bir yol, A ve P, arasindaki bir yol ile P, ve B arasindaki bir yolun
birlesimi olarak ifade edilmektedir. Ilk olarak A ve P, arasindaki en kisa yollar
calistlmistir (B ve P, arasindaki yollar da benzer sekilde bulunabilmektedir). Eger A €
Sajap..ar_,00 YA da A € Sq q, a,_,02 158 Py Py dogru pargasmin uzunlugu ya da @,/ Py
dogru pargasimnin uzunlugu hesaplanmalidir. Burada o’ = a;a, ...a;_,0 olmak (zere
P, ve Q, sirastyla S,r, ve S, ile S,y ve S, alt licgenlerinin kesisim noktalaridir.

Her iki durumda A ve P, arasindaki en kisa yollarin uzunlugu € > 0 igin

1

H=ospr T e

olarak hesaplanmaktadir. R/, S,7o Ve S, alt Giggenlerinin kesigsim noktas1 olmak {izere
A = R, durumu icin A ve P, arasinda en kisa iki yol vardir. Bu yollar R/P,r ve PP,
dogru pargalarinin birlesimi ya da R,/ Q4 ve Q,/P; dogru parcalarinin birlesimidir. Bu
yollarin uzunlugu p cinsinden kolaylikla u = 2_1k olarak hesaplanmaktadir.

A€ S4a,.a, 401 Olsun. Eger A€ S, o, q, j010 Y2 da A € Sq 4, a,_j012 IS€
P P, dogru pargasmnin uzunlugunu ya da Q,»P, dogru pargasinin uzunlugunu
hesaplamak gerekmektedir. Burada ¢"' = a,a, ...a;_,01 olmak lzere P, ve Q,,
swirastyla S, ve S, alt Ucgenlerinin ve S,v; ve S,, alt tiggenlerinin kesigim
noktasidir. Her iki durumda ¢ > 0 igin

1
H= 2k+2

+ &
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elde edilmektedir. R, S, Ve S,rr, alt liggenlerinin kesisim noktasi olmak iizere A =
R, durumu icin daha onceki gibi A ve P, arasindaki en kisa yollarin uzakligini veren
iki yol vardir. Bu yollar R P, ve P P, dogru pargalarmin birlesimi ya da R, Q ;1

ve Q P, dogru pargalarinin birlesimidir. Bu yollarin uzunlugu p cinsinden kolaylikla
U= Zk% olarak hesaplanmaktadir. Kii¢iik tiggenler i¢in ayni prosediir kullanilarak A ve

P, arasindaki en kisa yollar ve bu yollarin uzunlugu hesaplanabilmektedir. Benzer
sekilde P; ve B arasindaki en kisa yollar da ifade edilebilmektedir. ‘A ile P;’ ve ‘P, ile
B’ arasindaki en kisa yollar1 ug uca ekleyerek A ile B arasindaki P, noktasindan gegen
en kisa yollarin uzunlugu bulunabilmektedir.

Durum 2: R,;Q, dogru parcasindan gegen en kisa yollar diisiiniilmektedir.

Benzer bir yolla, ‘A ile R,’ arasindaki ve ‘Q, ile B’ arasindaki en kisa yollar
saptanabilmektedir. Bu yollarin uzunluguna R;Q, nin uzunlugu olan zik y1 eklenerek

R;Q, dan gecen en kisa yolun uzunlugu hesaplanabilmektedir.

Sonug olarak, A ve B arasindaki en kisa yollarin uzunlugu Durum 1’de ve
Durum 2’de hesaplanan uzunluklarin minimumudur. Bu uzunluk d metrigi ile
asagidaki gibi ifade edilmektedir:

Tamm 4.1.1 a,a; ...ax_1a;Qx4q ... V€ b1by ...by_1bybyiq ... sirasiyla A € S ve
B € S noktalarinin kod temsilleri olsun. Farz edelimkii = 1,2, ...,k — 1 i¢cin a; = b; ve

ay # by olsun. d:S X S = R metrigi

_{O, a; = by ise 8 _{O, b; = a; ise
YT, a; # by ise’ 1, b; # agise’

o {0, a; # ay,a; * by ise 5 = {O, b; # by, b; # a; ise
iz, d.d %7, dod

olmak Uzere

) = a;+p; 1 = Yi + 6;
d(A,B)zmm{Z lzi l,z—k-l- Z lzi l}

olarak ifade edilmektedir.
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Uyan 4.1.1 1k deger olan

a; + B
Zi

i=k+1
P, noktasindan gecen en kisa yollarin uzunlugu iken ikinci deger olan

1 o v+
T Z 20

i=k+1

zik R;Q, dogru parcasinin uzunlugu olmak iizere R,;Q, dogru parcasindan gecen en kisa
yollarin uzunlugu oldugu unutulmamalidir.
Onerme 4.1.1 Tamm 4.1.1°de verilen d metrigi noktalarin kod temsillerinin

seciminden bagimsizdir (Saltan vd., 2018).

4.2. (S, d) icsel Metrik Uzaymin Geometrik Bir Ozelligi

Bu bolimde Sierpinski tggeni tzerindeki igsel metrik kullanilarak elde edilen
dikkate deger geometrik bir 6zellik verilmektedir. Herhangi bir P € S noktasi i¢in
Cristea ve Steinsky, (2013)’de

d(P,Py) +d(P,P,) + d(P,P,) =2

oldugunu Viviani teoremi kullanarak gdstermektedir. Saltan vd.,(2018)’de bu sonucu
noktalarin kod temsilleri kullanilarak asagidaki gibi genellemektedir:

Onerme 4.2.1 S,, S nin bir alt ticgeni olsun. Herhangi n € N igin o =
a,a, ...a, olmak tzere P, P;; Ve P;, S, nin koseleri olsun. Eger P,, S, nin keyfi bir
noktasi ise

1
d(PO'IPO'O) + d(PO"PO'Zl) + d(PO"PO'Z) = F

elde edilmektedir.
Ispat 1k olarak

Py = aya,a;5 ...a,000 ...
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P, = aya,a5 ...a,111 ...
P,, = aya,a5 ...a,222 ...

olacak sekilde gosterilmektedir. Py = a,a,a;5 ... ApnXpi1Xn42Xn43 - NOKLas1 ve X1,
{0,1,2} kiimesinin elemanlarindan birisi olmak (izere S, nin verilen keyfi noktasi olsun
(diger durumlar benzer sekilde yapilmaktadir). Bu durumda, (i = 1,2, ... i¢in) P,, ve
P, nin (n + i). terimlerinin P; nin x,,,; teriminden farkli olmasindan dolay1

1 1
d(RﬂP%l)EZEZII, d(RﬁI%Z)E:EZII

esitsizlikleri elde edilmektedir. Simdi P; nin x,,,, terimi ele alinmaktadir. Benzer bir
yolla, eger x4, = 0 ise P, nin x,,,, terimi P,y ve P, nin (n + 1). terimlerinden farkli
oldugu icin

1

2n+2

d(P;, P, +

1
V2o tomm A Pe) 25t

esitsizlikleri elde edilmektedir. Eger bu yolla devam edilirse yani, i = 1,2,3,4, ... i¢in

Xn4i = 0ise
d(PO"PO'O) =0
1+1 1+1 1+1 1
d(Fy) Ps1) = on+2 + n+3 + on+4 o =2_n
1+1 1+1 1+1 1
d(Fy, Poz) = on+2 + on+3 + on+4 o :2_11

esitlikleri elde edilmektedir. BOylece istenen sonuca ulasilmaktadir. s = 1,2,3, ... igin
Xn+s # 0 olacak sekilde en az bir s var olsun. Genelligi bozmadan x,,,; = 1 segilsin.
Acikea, P, nin x,, terimi Vi = 1,2,3, ... i¢in P;y m (n + s + i). teriminden farklidir.
Bu durumda asagidakiler elde dilmektedir:

1 1 1
d(P,, Py) = + + +-=A

2n+s+1 2n+s+2 2n+s+3

1+1 1+1 1+1 0+1 1 1

d(PmPcrl) 25—t

2n+2 2n+3 Tt 2n+s—1 + an+s + 2n+s+1 + 2n+s+2 +=B
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1+1 1+1 1+1 1+1 1 1

2) 2 on+2 + W-i_ e on+s—1 + on+s + on+s+1 + In+s+2 teo=C

d(Fy, Py

i =1,2,3,...olmak lizere her n + s + i indeksi i¢in Py, P;; Ve Py, nin iki terimi

kesinlikle P, nin x,,,,; teriminden farklidir. Bir 6rnek verilmesi gerekirse, X, 4541 = 2

olsun. P,y ve P,y in (n+ s+ 1). terimleri sirastyla 0 ve 1 oldugu igin A ya —1_ B

on+s+1’

ye 2n+15+1 ve C ye 0 eklenmektedir. Bu hesaplama k > n + s + 1 olmak Uzere x; €

{0,1,2} icin benzerdir. d(P,, Pyo) + d(P,, Py1) + d(P;, P,,), A, B,C nin toplamidir ve

basit bir hesaplamayla

1
d(Py, Pyo) + d(Py, Py1) + d(Py, Pyy) = F

oldugu bulunmaktadir ve bu ispat1 tamamlamaktadir.

4.3 Sierpinski Ucgeninin I¢sel Metrige Gore Jeodezikleri

Saltan vd., (2018)’de Sierpinski iiggeni tizerindeki herhangi iki nokta arasindaki
icsel metrikle ilgili jeodeziklerinin sayisinin 1,2,3,4 ve en fazla 5 oldugu
gosterilmektedir. Noktalarin kod temsilleri asagidaki verilen 6nermelerde jeodeziklerine

gore siniflandirilmaktadir:

i=k+1,k+2 ..iciny =a;+B; — (v; + 6;) olmak lizere

D 5= (4.1)
i=k+1

olsun.
Onerme 4.3.1 Denklem 4.1°i saglayan iki nokta arasinda en az iki jeodezik
vardir.

Onerme 4.3.2 A,B € S ve ay # by, c = 3 — a;, — b,,0lmak (izere
A=aq..a5_10;Ak41 - Agym—1A%CC ...

B =ay ...ag_1bgbryq - brym-1bksmbrsme1Dirmez -

veya
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A= ay ...k 1Ak 41 ...ak+m_1akbkbk

B =a; ..ag-1bkbrs1 - brrm-1DkemDr+m+1Drsmz -

formundaki noktalar igin

toplamui sirasiyla zik dan biyudktir. Bu durumda A ve B noktalarinin arasindaki jeodezik

sayis1 en az ikidir.
Onerme 4.3.3 A,B € S olmak iizere bu noktalar Onerme 4.3.2’deki formda

olmasin ve

NUDE
2072k

i=k+1
esitsizligi saglansin. Bu durumda A ve B noktalar1 arasindaki jeodezik sayis1 birdir.
Onerme 4.3.4 A,B € S ve ay # by, c = 3 — a, — by, olmak lizere
A=0aq ..Q_ 15110k 42 - A tm—1aKCC ...
B =ay ...ag_1bgbri1bisz - Drym—1brembrem+1bermez -
veya
A=0aq..a5_10;Ak+105+2 - Aksm—1Ak DDy ..
B =ay ...ag_1bgbri1bisz - brym—1brembrem+1bermez -

formundaki noktalar igin

olsun. Bu durumda A ve B noktalarinin arasindaki jeodezik sayisi en az {igtiir.
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Onerme 4.3.54,B € Sve ay # by, c = 3 — a, — b, olmak izere
A=aq .05 10;Ak+1A)42 - Ag4m—1 A CCCCC ...
B =ay ..a5_1bibii1bk42 - bism—-1bx+m - brccc ...
veya
A=ay.0,-10;0541  Agpm—1Ax Dby by by by ...

B = a ... ak_lbkbk+1 bk+m—1bk+m bkakakak

formundaki noktalar i¢cin A ve B noktalarinin arasindaki jeodezik sayisi bir veya en az
dorttar.

Teorem 4.3.1 i < k igin a; = b; ve a, # b, olmak Uzere A, B € S noktalarinin
kod temsilleri sirasiyla A = a,a; ... Ax_1axAg4q1 - V€ B = b1by ... by_1biby 41 ... OlSuN.
Bu A ve B noktalar1 arasindaki maksimum jeodezik sayist bestir. Dahasi, ¢ = 3 — a; —

by ve her bir u; = a; + B; — (v; + 8;) gibi bir say1 olmak Uzere ancak ve ancak sirasiyla

Hi+1 N Hi+2 I Hr+m-1 _ 2mt—1
2k+1 2k+2 2k+m-1 2k+m-1
olmak lzere
A=aq .05, 10;Ak11A)42 - A ym—1AKCCC ...
B =ay ..ax_1bxbrs1bis2 - brym—1brccc ...
ve
Hie+1 n Hi+2 I Hr+m-1 _ 2™+ 1
2k+1 2k+2 2k+m-1 2k+m-1
olmak lzere

A= Ay ...Akp_ 1A Ak 1Ak 42 - ak+m_1akbkbkbk

B = a ... ak_lbkbk+1bk+2 bk+m_1bkakakak
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gibi formda olan noktalar arasinda bes jeodezik vardir.

4.4 Dik Ve Cesitkenar I"Jg:gen Uzerindeki Icsel Metrigin Formiilizasyonu

Bu kisimda, eskenar Sierpinski tiiggeni iizerinde tanimlanan igsel metrik
formilunin genel bir durumu verilmektedir. P = (py,p1),Q = (g0,91) V&€ R = (1, 1)

koseleri ile insa edilen Sierpinski tiggeni

_(F Y. ?
_ (LY, G
filx,y) = (2+ ST 2) (4.2)

X TgYy T
Loy =G+7.5+7)

olmak tizere {R?; f,, f1, f>} YFS’sinin atraktoriidiir.

; ‘D.. .
A \ £
AHLD NN £ £
A hx ::LM.J_U.;.:. _b,.*
KA“—E P S y - k;a‘_a.:l ¢{"* A, R
éé; AdAL :hm i, i, oo o,

Sekil 4.1. Sirasiyla eskenar, dik ve ¢esitkenar Sierpinski ticgenleri.

Bu katsayilar pg =p; =q1 =0,q9, = 1,19 =% ve r = \/2—5 olarak alinip bu
YFS’nin atraktorii klasik Sierpinski tiggeni olarak tanimlanmaktadir. py =p; = q1 =
=0, go=1 ve r; =1 durumunda dik Sierpinski Ucgeni yukarida bahsedilen
yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak tanimlanmaktadir. i = 1,2,3, ... i¢in
a;, b; € {0,1,2} olmak lzere i = 1,2, ...,k — 1 icin a; = b; ve a; # by, olsun. Eger bu
kiime Uzerindeki A ve B noktalarinin kod temsilleri sirasiyla a,a, ... ag_1a;Qx4q --- V€

bib, ...by_1byb4q ... olmak lizere koseleri P = (po,p1),Q = (9o, q1) V€ R = (19,11)
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olan eskenar olmayan tiggenin kod kilimeleri Gizerindeki i¢sel metrik formiilii asagidaki
gibi ifade edilmektedir:

Teorem 4.4.1 a;, # ¢, # by ve ¢ € {0,1,2} ve
|PQ|, (ay =0,b,=1)yada(a; =1,b, =0)ise

k =< |PR|, (ay =0,b, =2)yada(ay =2, b, = 0)ise
|QR|, (ar = 1,b; = 2)yada(a; = 2,b; = 1ise

olsun.
0, a; = by ise
_{IPQI, (a; =0,b, =1)yada(a; =1,b, =0) ise
%= |PR|, (a; =0,b, = 2)yada (a; = 2,b, = 0) ise
LIQRl, (a; =1,b, =2)yada(a; = 2,b; = 1) ise
0, b; = ay ise
_J1PQ|, (b; =0,a, = 1) yada(b; = 1,a, = 0) ise
b= |PR|, (b; =0,a, = 2)yada (b; = 2,a, = 0) ise
|IQR|,  (b;=1,a; =2)yada(h; = 2,a; = 1)ise
0, a; = cg ise
_{|PQ|; (a; =0,c, =1)yada (a; = 1,¢, = 0) ise
Yi= 3 |pR|, (a; = 0,c, = 2)yada (a; = 2,¢c, = 0) ise
kIQRI, (a; =1,¢c, =2)yada(a; = 2,¢c, = 1)ise
0, b; = ¢ ise
5 _J|PQ|; (b; =0,¢, = 1) yada (b; = 1,¢, = 0) ise
L7 ) |PR), (b; =0,¢c, = 2)yada (b; = 2,¢c, = 0) ise
kIQRI, (b; =1,c, =2)yada (b; = 2,¢c, = 1) ise
olmak lzere
> a,+ B K >y + 6,
d(A,B)zmin{z ‘ziﬁl,ﬁJr Z ylzi l} (4.3)
i=k+1 i=k+1

formilizasyonu eskenar olmayan Sierpinski ti¢ggeni {izerindeki A ve B noktalari

arasindaki en kisa yolun uzunlugunu vermektedir (Saltan M., 2018).



Uyan 4.4.1 Eger po =p1=q1 =1y=0,q0 =1 ve r; =1 ise dik Sierpinski

ucgeni Gzerindeki icsel metrik formiilii asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

0, a; = by ise
a; =2, (a; =1,by = 2)yada(a; =2,b, = 1) ise
1, d.d
0, b; = ay ise
Bi=13v2, (b;=1a,=2)yada(b; =2a;=1)ise
1, d.d
0, a; = ¢ ise
Vi = \/E, (ai=1,ck=2)yada (ai=2:Ck=1) ise
1, d.d
0, b; = ¢, ise
5; =142, (b; =1,¢c, =2)yada(b; = 2,c, = 1) ise
1, d.d
_ {\/E, (ap = 1,b, =2)yada (a, = 2,b, = 1) ise
K; =
1, d.d
olmak tizere
) - a; + ﬁi K - Yi + 55
d(AB) = mln{'z et Z - } (4.4)
i=k+1 i=k+1
esitligi elde edilmektedir.
1 V3 .
Po=P1=q,=0,q,=11= S Ve r=— olmasi durumunda klasik

Sierpinski tggeni Gzerindeki icsel metrik asagidaki gibi ifade edilmektedir:

o = {O, a; = by, ise
N a; # by ise
g, = {O, b; = ay ise
' 1, b; # ay ise

a; # ai ve a; * byise

._{0'
Yi=11,  dd



5'_{0, b; # by ve b; # ayise
1, dd

olmak Uzere

_ = a+p; 1 = yi + 6;
d(A,B) = mln{z in l,ﬁ+ Z lzi l}

i=k+1 i=k+1

esitligi elde edilmektedir (Saltan M., 2018).
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(4.5)
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5. SIERPINSKI PERVANESI VE KOMSU SIERPINSKI UCGENI
UZERINDEKI ICSEL METRiK FORMULLERININ INSASI

Bu bolimde ilk olarak klasik Sierpinski tcgenleri belirli bir degme noktasindan
birbirleri ile birlestirilerek Sierpinski pervanesi olusturulmaktadir. Olusan bu yeni
yapiya ait birka¢ 6zellik verildikten sonra Sierpinski pervanesinin izerindeki noktalarin
kod temsileri ve kod kiimeleri tanimlanmaktadir. Tanimlanan kod kiimeleri iizerinde
Sierpinski pervanesinin i¢sel metrik formiilii insa edilmektedir. Son olarak benzer yolla
komsu dik Sierpinski tcgeni zerindeki icsel metrik kod kumeleri yardimiyla insa
edilmektedir. Bu bolimde elde edilen sonuglar (Guneri M., 2019) makalesinde

yayinlanmustir.

5.1 Sierpinski Pervanesi Uzerindeki Noktalarin Kod Temsilleri Ve Kod Kiimeleri
Ilk olarak renkleri sirasiyla kirmizi, sari, mavi, siyah ve mor olan ozdes
Sierpinski (c¢genleri ele alinmaktadir. Sekil 5.1°de goriildigi gibi 6zdes Sierpinski
ticgenlerinin sirastyla n = 2,3,4,5 icin n tane kopyasinin tek bir T degme noktasinda
birlestirilmesiyle olusan yeni yap1 pervaneye benzemektedir. Bu nedenle olusan yeni

yapiya Sierpinski pervanesi adi verilmektedir ve kisaca SP ile gosterilmektedir.

Sierpinski ¢geninin fraktal boyutu :2—2 oldugundan Sierpinski pervanesinin de fraktal

boyutu 12—2 dir. Dahasi, Sierpinski tiggeninde oldugu gibi bu kiimenin de alani sifirdir.
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Sekil 5.1. Sierpinski pervanesi.

Sierpinski Ucgeni kuvvetli kendine benzerdir. Tanim 2.6’dan hareketle Sekil
5.2’de goriildiigii gibi T noktasinin her komsulugu SP nin bir kopyasini igerdiginden
fakat T noktast disinda herhangi bir noktanin her komsulugunda SP nin bir kopyasini
icermediginden SP zayif kendine benzer kiimedir. S6zii gecen bu T noktasinin da 6zel

bir nokta oldugu goézden kagirilmamalidir.

Sekil 5.2. n = 3 i¢in Sierpinski tiggeninin 6l¢ekli kopyalari.

Bu bolimde sadece n = 3 igin Sierpinski pervanesi lizerindeki noktalarin kod
temsilleri ifade edilip bu fraktalin kod kiimesi iizerinde i¢sel metrik tanimlanmaktadir.

n = 2,4,5 igin i¢sel metrik formulleri ve Sierpinski pervanesinin kod kiimeleri benzer
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sekilde hesaplanabilmektedir. Farkli bir kod temsili kullanildiginda n = 3 igin igsel
metrik formulinin daha basit oldugu Uyar1 5.2.3°te gosterilmektedir. Asagidaki metot
n = 4 ven = 5 igin uygulanabilmektedir.

SPg, SP3, SP5 Sierpinski pervanesinin sirastyla kirmizi, sart ve mavi Sierpinski

ucgeni olarak belirtilsin.

SP3N SP;NSP5 =T
ve

SP5 U SP; U SP5 = SP

olmaktadir. ay € {(~), 1,2} olmak lzere SF,, m sol alt kismin1 SP, g, sag alt kismini
SPq,1 ve iist kismim SP, , olarak belirtilsin. i = 1,2, ..., k ve a; € {0,1,2} olmak Uzere

SP’nin kiiciik tiggensel parcalar1 SF, 4 4,..q, Olarak ifade edilsin. Boylece

SPao > SPa0a1 > SPa0a1a2 > SPa0a1a2a3 22 Spaoalaz...an >

A= aya,a;...a, ... € SP, a; €{0,1,2} ven = 1,2, ... icin a,, € {0,1,2} olmak uizere A

noktasinin

o)

ﬂ Saoalaz...ak = {A}

k=0

oldugu yani; bu kiimelerin sonsuz ara kesiti sadece bir nokta igerdigi Cantor Ara Kesit
teoremi tarafindan ifade edilmektedir. Onerme 5.1.1 Sierpinski pervanesi (zerindeki
noktalarin, Sierpinski {iggeni iizerindeki noktalarin kod temsillerinden farkli kod
temsillere sahip oldugunu gostermektedir.

Onerme 5.1.1 Sierpinski pervanesi iizerindeki noktalarin kod temsilerin sayist

1,2 ve 3 tiir. Ayrica T noktasi kod temsilinin sayisi U¢ olan tek noktadir.
Ispat

Spa'Spal'Spall’Spalll’ e
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SPIISPIOISPIOO’SPIOOO’ e
SP‘Z'SPZZ'SPZZZ’SP‘ZZZZ’ e

biitiin kiime dizileri T noktasini icerdiginden T noktasi, 0111 ...,1000 ... ve 2222 ...
olacak sekilde {i¢ farkli kod temsiline sahip tek noktadir. A # T igin eger A € SP
noktast S 4, 4,..q, NN ayni seviye herhangi iki alt liggenlerin kesisim noktasi ise A

noktasimin a, § € {0,1,2} olmak lzere aya,a, ... apfaaaa ... ve aya,a, ...arafBLS ...
olacak sekilde birbirinden farkli iki kod temsili vardir. Aksi taktirde A noktasinin kod
temsili tektir.

Sekil 5.3’te goriildiigi gibi kirmizi Sierpinski tiggeni tizerindeki noktalarin kod

kiimesi SPg = {6a1a2a3 .|a; € {0,1,2}}, sar1 Sierpinski Ucgeni Uzerindeki noktalarin
kod kiumesi SP; = {ia1a2a3 .|a; € {0,1,2}} ve mavi Sierpinski cgeni Uzerindeki
noktalarin kod kiimesi SP3 = {2a1a2a3 .| a; € {0,1,2}} olarak tanimlanmaktadir.
Genellikle 0 = aga,a; ... ai_ icin SP; nin alt Gggeni

SP, ={oayar41ax42 -1 a; €{0,1,2} i =k,k+1,k+2,...}

olarak ifade edilmektedir. Dahas1 k = 1,2,3,... i¢in i = k+ 1,k + 2,k + 3, ... olmak
Uzere Sierpinski pervanesinin kod kiimesi agagidaki gibi bu kiimelerin birlesimi olarak
ifade edilmektedir:

{01.. 10141 .1 a; € (0,1,21} U {10...0ays .| @; € {0,1,2}}

U {22 2041 | a; € {0,1,2}}
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Spre--" 5B

Sekil 5.3. Sierpinski pervanesinin bazi kod kiimeleri.

5.2 SP’nin Kod Kiimeleri Uzerindeki i¢sel Metrigin Insasi

Teorem 5.2.1 ile SP Uzerindeki i¢sel metrik SP’nin noktalarinin kod temsilleri
kullanilarak asagidaki gibi formilize edilmektedir:

Teorem 5.2.1 Sierpinski pervanesi lzerindeki A ve B noktalarmin kod temsilleri
sirastyla i = 1,2,3,... icin a;, b; € {0,1,2} ve agy, by € {5, 1, Z} olmak Uzere i =
1,2,..,k—1 icin a; =b; ve a, # b, olmasi sartiyla apga;a, ...ax_10;xQx4q1 .- V€

bobib, ...by_1byby 41 ... OlSUN,

I. ag # by olsun.
eger (ag = 0,by = 1) ise @ = (i" ‘;"i ;11  B; {(1) Zﬁ z g , (5.1)
eger (ag = 0,by = 2) ise &; = (1) Zi z 1 B, {(1) Zi z ; , (5.2)
eger (ap = 1,b, = 2) ise @; = (1) Z z g B = {(1) Z z ; , (5.3)
olmak (izere A ve B arasindaki en kisa mesafe
d(A,B) = i & ; b (5.4)
i=1

olarak ifade edilmektedir.



37

ii. ay = by olsun. Bu durumda Denklem (4.5) istenen uzakligi vermektedir.

Ispat a, # b, olmak lizere sirasiyla aga,a, ... a, ... Ve bobyb, ... by, ... Sierpinski
pervanesi iizerindeki farkli A ve B noktalarmin kod temsilleri olsun. SB, N SP,, = {T}
oldugundan A ve B noktalar1 arasindaki en kisa yol T noktasindan ge¢melidir.

Ik olarak a, = 0 ve by = 1 durumu ele alinmaktadir (diger durumlar benzer
sekilde yapilmaktadir). Eger a; = 0 ya da a; = 2 ise A ve T arasindaki en kisa yol
sirasiyla SPg, N SPg, ya da SPy, N SPg, den gecmelidir. Bu noktalarin kod temsilleri
sirastyla 01000 ... (denk olarak 00111 ...) ya da 01222 ... (denk olarak 02111 ...)’dir.
Dahasi T ve SPg, N SPy, (benzer olarak T ve SPy, N SPy, ) Sierpinski tiggeninin SPg,

alt licgeninin kdse noktalaridir. Bu durumda bu noktalar arasindaki en kisa yolun

uzunlugu % dir. Eger A noktasmin kod temsilleri 01000 ... (denk olarak 00111 ...) ya

da 01222 ... (denk olarak 02111 ...) ise A ve T arasindaki en kisa yolun uzunlugu %
olarak belirlenmektedir. Eger a; = 1 ve A noktasinin kod temsili 01000 ... ve 01222 ...
degil ise A ve T arasindaki en kisa yolllarin uzunlugu % den kicuktir. Denklem (5.4)’ten
a, =0yadaa; =2ised; =1 vea; =1ised@, = 0elde edilmektedir.

Simdi a; =0 ve a, =0 ya da a, =2 olsun. A noktast ile SPg, N SPy;
arasindaki en kisa yol sirasiyla SPgoo NSPg5o; Ya da SPgo; N SPgo, gecmek
zorundandir. Bu ara Kesitlerin kod temsilleri sirastyla 001000 ... (denk olarak
000111 ...) yada 001222 ... (denk olarak 002111 ...) dir. 00111 ... ve SPg00 N SPg01
(benzer sekilde 00111 ... ve SPg,, N SPg,,) Sierpinski icgeninin SPg,, alt licgeninin

kose noktalaridir. Boylece bu noktalar arasindaki en kisa yolun uzunlugu le dir. Eger A
noktasinin kod temsilleri 000111 ... ya da 002111 ... ise A ve T arasindaki en kisa

yolun uzunlugu %+ ziz olarak bulunmaktadir. Eger a, = 1 ve A noktasinin kod temsili

001000 ... ve 001222 ... degil ise A ve T arasindaki en kisa yolllarin uzunlugu % + ziz

den kiigiiktiir. Sonug olarak Denklem (5.4)’tena, = 0yadaa, =2ise @, =1ve a, =
1 ise @, = 0 elde edilmektedir. Genellersek i = 1,2,3,... icin a; =0 yada a; = 2 ise
@ =1vea; =11ise & = 0. Benzer bir prosediir T ve B noktalar1 arasindaki en kisa

yolun uzunlugunun belirlenmesinde de kullanilmaktadir.
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SP.

0020

M 3%02

R J, 1 T=SPNSER  SP,NSP,
o 53 2
2% 2 2 P

Sekil 5.4. a, = 0 ve by = 1 icin Sierpinski pervanesi (izerindeki A ve B noktalar

arasindaki en kisa yollardan biri.

Uyan 5.2.1 T noktas;, 0111 ...,1000... ve 2222... olacak sekilde ii¢ kod
temsiline sahiptir. Denklem (5.4)’ten dolay1r bu noktanin farkli kodlar1 kullanilarak
bulunan mesafenin sifir oldugu kolaylikla gériiliir. Onerme 5.2.1, Saltan vd., (2018)’de
verilen metotta benzer sekilde ispatlanabilmektedir.

Onerme 5.2.1 Teorem 5.2.1°de tanimlanan d metrigi noktalarm kod
temsillerinin se¢iminden bagimsizdir.

Ornek 5.2.1 A ve B kod temsilleri sirastyla 1010202 ... ve 2010101 ... olan
Sierpinski pervanesinin iki noktasi olsun. d(4, B) yi hesaplamak icin verilen A ve B
noktalarin kod temsillerinin ilk terimi sirasiyla 1 ve 2 oldugundan Denklem (5.3)
kullanilmalidir. Bu durumda i = 2,4,6, ... igin &; =0, i = 1,3,5,...icin &; =1 ve i =

1,2,3, ... icin 8; = 1 elde edilmektedir. Bu durumda

[0e]

@G+p6 O0+1 1+1 0+1 1+1
d(A,B):Z ' .ﬁ‘— +

2 Z-I_22-|_23+24

i=1

—1+2+1+2+
T2 22 23 4

Wl

sonucu elde edilmektedir.
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Onerme 5.2.2 Denklem (5.4)’te tamimlanan d metrigi SP Uzerinde i¢sel metrik

ise
¢ap(SP) = maks{d(A,B)| A,B € SP} =2

elde edilmektedir. Dahasi d(4,B) = 2 olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin kod

temsilleri {6a1a2a3 ol a; E{O,Z}} kiimesinin bir elemani, B nin kod temsilleri
{1b1bsbs .| by € (1,2}} yada {2b1byb; ...| by € (0,13} kimelerinin bir eleman: ya da
A nin kod temsilleri {ia1a2a3 . |a; € {1,2}} kiimesinin bir elemani, B nin kod

temsilleri {0bybb; ...| b; € {02}} ya da {Z2bybybs...| by € (0,13} Kiimesinin bir
elemanidir.

Ispat Denklem (5.4)’ten hareket ile SP lizerindeki herhangi iki A ve B noktalar:
arasindaki uzakliklarin maksimum degerini hesaplamak i¢in i = 1,2,3, ... igin &; = 1 ve
f; = 1 olmalidir. Bu nedenle Denklem (5.2) ve Denklem (5.4) kullanilarak eger i =
1,2,3,...icin ap =0veby =1 ise a; # 1 ve b; # 0 ya da eger a, = 0 ve b, = 2 ise
a; # 1 ve b; # 2 elde edilmektedir. Denklem (5.3)’ten eger a, = 1 ve by = 2 ise a; #
0 ve b; # 2 elde edilmektedir. Bu durumda

o)

@&G+B 1+1 1+1 141 141
d(A,B):Z i+ P +

, 21 2 22 23 24
i=1

—1+1+ ! + ! +

- 2 222

sonucu elde edilmektedir.

Onerme 5.2.3 n = 1,2,3, ... icin T merkezli zin yarigaplt kapali disk (D), SP nin

bir kopyasidir. Ozellikle eger n =0 ise D(T,1) = SP. T merkezli zin yarigapli

cemberlerin kod kiimeleri asagidaki gibidir:
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{01. 10041 .1 a; € (0,23} U{10... 00341 .. a; € (1,2}

U {22 204y | @ € {0,1}}

Ispat Oncelikle d(4,T) = zin denklemini saglayan A noktalarinin kod temsilleri

hesaplanmaktadir. Genelligi bozmadan T nin kod temsili 2222 ... olarak alinmaktadir.
i =123, .. icin a; € {0,1,2} ve a, = {0, 1,2} olmak Uzere A noktasiin kod temsili
apa,a, ... olsun.

flk olarak a, = 0 olsun. Denklem (5.2.2)’den i = 1,2,3,... icin T nin kod

temsilinin terimleri 2 oldugundan f8; = 0 olmaktadir. i <n — 1 igin a; = 1 olmahdir.

1
2n-1

Diger taraftan d(A4,T) = oldugu hesaplanmaktadir. Simdi i = 1,2,3,...,ni¢in a; =

1 olsun. Bu i = 1,2,3,...,n i¢in & = 0 olmasi1 demektir. Eger i=n+1,n+2,n+

3,...0i¢ina; # 1ise @& = 1 dir. Boylece

S 140 1
d(A,T)= ET=2—TL

[=n+1
olup bu a, =0 icin d(4,T) = zin yi saglayan A noktasmin kod temsili kiimesinin
{(~)1 wlagi1an40 ... a; € {0,2}} kiimesinin bir parg¢asi oldugunu gostermektedir.

Yukaridaki insadan eger a, =0 igin d(4,T) < zin ise {61 wlapi1Qnys | a; €

{0,1,2}} kiimesinin A noktasinin kod temsili kiimesinin bir pargast oldugu kolaylikla
gorulmektedir.

fkinci olarak ay =1 olsun. ilk durumdaki benzer metot ve Denklem (5.3)
kullanilarak {10 o 0ay41,Qnen | a; € {1,2}} kiimesi d(A,T) = zin yi saglayan A
noktasinin kod temsilleri kiimesinin parcalarindan biridir. Dahasi a, = 1 igin d(4,T) <
zin ise {61 w00 1an42 | i € {0,1,2}} kiimesinin A noktasinin kod temsili kiimesinin
bir par¢asi oldugu kolaylikla goriilmektedir.

Son olarak a, = 2 olsun. Bu durumda A ve T noktalar1 ayn1 Sierpinski ticgeni

uzerindedir. Denklem (4.5) uygulanarak, {22 i 20041An 42 ...|aie{0,1}} ve
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{22 w20y 41Qpea - | Q; € {0,1,2}} kiimelerinin sirastyla d(A4,T) = zin ve d(A,T) < zin
yi saglayan A noktasmmin kod temsili kiimesinin bir pargasi oldugu bulunmaktadir.
Boylece yukarida sirasiyla bulunan kiimelerin birlesimi d(A4,T) = zin ved(A,T) < zin yi

saglayan A noktasinin kod temsillerini vermektedir. Yani,

SP(A,T) = {61 w1y, Anay | a5 € {0,2}} U {10 w01, Ay | G5 € {1,2}}

U {22 .. 200410042 - | a; € (0,13}

ve

D(AT) = {01.. 10041, @nez -1 @ € (0,123} U {10 00041, @nsz - @ € 0,1,23}

U{22 ... 200110042 .| a; € {0,1,2}}

elde edilmektedir.

Ornek 5.2.2 A noktas1 kod temsili 0000 ... olan Sierpinski pervanesinin bir
noktast olsun. A merkezli % yarigapli kapali diskin kod kiimesi asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

_ 1\
D (0000 E) = {00a2a3a4 la € {0,1,2}}

Uyan 5.2.2 Onerme 5.2.3 ve Ornek 5.2.2 Sierpinski pervanesinin kendine
benzer bir kiime oldugunu fakat kuvvetli kendine benzer bir kiime olmadigini
gOstermektedir.

Uyan 5.2.3 n = 3 igin Sierpinski pervanesinde eger kirmizi Sierpinski tcgeni
SP3 ve sar1 Sierpinski U¢geni SPg olarak kodlanmak tzere T noktasinin kod temsilleri
w € {0,1,2} olmak lizere wwww ...dir. Boylece i¢sel metrik formill a, # by icin

,_,_O, ai:ao ~_0, bl‘:bo
ai_{l’ aiiao ve Bi_{]w biibo

olmak Uizere
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o

d(4,B) = Zd"fﬁi

21
i=1

olarak ifade edilmektedir. Dahas1 T merkezli zin yarigapli gemberlerin kod kiimeleri

{dpapag ... agan4q - | a; # ag, i=>n+1}

olarak ifade edilmektedir.

5.3 Komsu Sierpinski Ucgeni Uzerindeki I¢sel Metrik

Bu boliimde, késeleri sirasiyla P, Q, R olan ve |PR| = |QR| =1,|QR| =2
ozelligindeki iki dik Sierpinski tiggeni kullanilarak kendine benzer fakat kuvvetli
kendine benzer olmayan bir baska fraktal tanimlanmaktadir. Alt ti¢cgenlerinin renkleri
sirasiyla kirmizi, mavi ve sar1 olan iki 6zdes dik Sierpinski tiggeni Sekil 5.5’deki gibi Q
noktasinda birlestirilmektedir. Olusan bu yeni yapit komsu Sierpinski i¢ggeni olarak
adlandirilmaktadir (AS). Q noktasinin solundaki iiggen ASg, sagindaki tiggen AS7 olarak
adlandirilmaktadir. Ayn1 zamanda kirmizi Sierpinski iiggenleri sirasiyla ASg, ve AStg
olarak ve mavi Sierpinski iicgenleri sirasiyla ASj; ve ASi; olarak ve sar1 Sierpinski

tiggenleri sirastyla ASg, ve ASy, olarak ifade edilmektedir. Boylece,
AS5y N ASt; = Q

ve
AS5 U AS; = AS

oldugu aciktir. Bdylece Q nun farkl iki kod temsili 0111 ... ve 1111 ... dir. AS’nin bir
noktasinin ya 1 kod temsili ya da 2 kod temsili oldugu kolaylikla goriilmektedir.



R, =0222... R =1222...

AS.

b 0212

I
e B

P, =0000...

b,

AS;, U AS;,

01

Sekil 5.5. AS’nin baz1 kod kiimeleri ve bazi noktalarin kod temsilleri.
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Asagida Onerme 5.3.1 ile AS’nin kod kimeleri Gzerindeki icsel metrik

tanimlanmaktadir:

Onerme 5.3.1 i = 1,2,3,... i¢in a;, b; € {0,1,2} Ve aq, by € {0,1} olmak Uzere

i=123,..,k—1icin a, # b, ve a; = b; olmak lizere A ve B noktalar1 kod temsilleri

SlraSIYIa Ag1Ay ... Ap_ 1Ak Ag4q --- ve bOble "'bk—lbkbk+1 Olan AS Uzerinde |k|

nokta olsun.

i. Egeray # by ise A ve B arasindaki en kisa uzaklik

di: 1, ai=0 Veﬁi: 1, bl:O
\/E, ai=2 \/E, bl=2

olmak tizere

d(A,B)zidi—i_.ﬁi

i=1

olarak tanimlanmaktadir.

ii. Eger ay = by ise Formil (4.4) istenilen sonucu vermektedir.

Ispat Teorem 5.2.1’in ispatiyla benzer sekilde yapilmaktadr.

(5.5)

(5.6)
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Ornek 5.3.1 A ve B noktalarinin kod temsilleri sirastyla 0020202 ... ve
1101010 ... olsun. A ve B noktalarinin kod temsillerinin ilk terimleri farkli oldugundan
d(A, B) yi hesaplamak i¢in Formul (5.6) kullanilmaktadir. i = 1,3,5, ... icin &; = 1, i =
2,4,6,... icin & =+2,i=135,.. icin ;=0 ve i=246,.. icin ;=1 elde

edilmektedir. Buradan

@ +h 1+0 V2+1 1+0 V2+1
d(A,B)zz =

i=1

:(1+£+i+...>+(\/§+1)(i+3+l+...>

2 23 25 22 24 26
V2
=14 —
+3

sonucuna ulagilmaktadir.

Onerme 5.3.2 d, AS lizerinde Formiil (5.6)’da tanimlanan i¢sel metrik olmak iizere
¢ap(AS) = mak{d(4, B)| A,B € AS} = 2V/2 (5.7)

olup dahasi d(4,B) = 2V2 yi saglayan A ve B noktalarinin kod temsilleri sirasiyla
0222 ...ve 1222 ... dir.

Ispat Denklem (5.6)’da goriildiigii gibi AS nin A ve B herhangi iki noktast
arasindaki maksimum degerini hesaplamak i¢in i =1,2,3,... olmak Uzere @&; =
V2 ve ; = /2 olmalidir. Bu durumda i = 1,2,3, ... i¢in d, = 0,by = 1,a; = 2 ve b; =
2 olmaktadir. BOylece

(o]

d(A,B)=z&i-ljﬁi=\/§+\/§+\/§+x/§+x/§+\/§+\/§+\/§+m

L 2 2 22 23 24
=1
V2 N2 2
—\/§+7+2—+2—
=2V2

elde edilmektedir.



45

6. EKLI SIERPINSKI UCGENIi UZERINDEKI NOKTALARIN
JEODEZIKLERININ SINIFLANDIRILMASI

Bu bolimde, ilk olarak Sen ve Saltan (2020)’de ekli Sierpinski ticgeni iizerinde
tanimlanan i¢csel metrik formilu verilmektedir. Tezin simdiki kisminda ise bu icsel
metrikten yararlanilarak ekli Sierpinski ti¢geni tizerindeki noktalarin kod temsilleri
yardimiyla farkli noktalarin birbirine olan en kisa yollar1 yani jeodezik sayilari

arastirilmaktadir.

6.1 EKli Sierpinski Ucgeni Uzerindeki I¢sel Metrik Formiilii

Baslangi¢ olarak koseleri (0,0),(1,0) ve G,g) olan eskenar Ttggeni

alinmaktadir. Bu eskenar tliggeni li¢ esit parcaya bolinmektedir. 1. adimda, Sierpinski
licgeninin ingasindan farkli olarak atilan orta kisima dortte bir oraninda bir iiggen

eklenmekte ve diger adimlardada kalan pargalar igin ayni islem uygulanmaktadir.

Baglangig 1. adim 2.adm 3.adm

T T, T, T, S

Sekil 6.1. EKIi Sierpinski tiggeninin ingas.

Bu durumda, ekli Sierpinski ti¢geni

()

0
=1

o

olarak tanimlanmaktadir (Sekil 6.1). Bu fraktalin yinelemeli fonksiyon sistemi ve kod
kiimeleri Bolum 3’te ayrintili olarak verilmektedir.

Sierpinski U¢geninin insasindan farkli olarak ekli Sierpinski tUc¢geninde her bir
adimda tam ortada kiigiik ticgenler eklenmektedir. Ekli Sierpinski ¢geni uzerindeki
i¢gsel metrigi formiile etmek farkli biiziilme katsayilar1 ve artan kisa yollar nedeniyle

oldukca karmagiktir. Asagida bu insa i¢in ilk gézlemler ifade edilmektedir:
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A ve B; S uzerinde kod temsilleri sirasiyla a,a; ... Q,_1QxQg4q - V€
bib, ...by_1by by ... olan farkl: iki nokta olmak Gzere bu kod temsillerinin bir indisteki
terimleri farkli olmahdir. k = min{i |a; # b;} ve 0 = a,a; ... ax_; olsun. Noktalarin
kod temsillerini kullanarak i¢sel metrigi tanimlamak i¢in bazi gosterimler ve ifadelere
ihtiya¢ duyulmaktadir.

K={ila; =b;=0, i <k}
kiimesinin eleman sayisi t olsun. Ayrica,
M={i+1|a; =0, i >k} ={m;,my,m3,...}
L={i+1|b;=0,i>k}={l;,1,15...}
olmak Gzere m; <m, <mz <--ve l; <l, <l; < - olarak tanimlansin.

e a;, # 0 ve b, # 0 olsun. A ve B noktalar arasindaki en kisa yollar faak N
S}bk kesisim noktasindan veya (S'Uak nfack) (S'Gbk nfack) dogrusundan veya
(S}ak N Sy0) (fabk N S,o) dogrusundan gegmelidir (Durum 1, Durum 2 ve Durum 3
strastyla bu noktalar arasindaki en kisa yollar i¢in gerekli formiilleri ifade etmektedir).
Dolayisiyla bu ii¢ yolun uzunlugu hesaplanmali ve minimum degeri alinarak bu iki
nokta arasindaki en kisa mesafe bulunmalidir.

Durum 1:

o _{0, a; = by, ise 8 _{O, b; = a; ise
1, a; # byise 1, by # ayise

olmak Uzere A ile Sdak N Sdbk noktasi arasindaki en kisa uzaklik ve B ile S'Gak N §Gbk

noktasi arasindaki en kisa uzaklik sirastyla,

mi—1 m2 1 mr+1—1
ai
A = Z 21+t 2 21+t Z 2i+t t o
i=k+1 i=my i=m;
ll—l ﬁ lz—l ﬁ 1 lp+1_1 ﬁ
' 21+ 2 21+t 2p . 21+t
i=k+1 l—ll l=lp

olarak formile edilmektedir. Bu durumda S,q, N Syp, noktasindan gegen A ile B

noktalar1 arasindaki en kisa yol A + B toplami1 olarak bulunmaktadir. Eger M = @ ve

L = @ ise bu uzunluk

d a+ .
A+B = z i Bi

U+t
i=k+1
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olarak hesaplanmaktadir.
Durum 2: ¢, # ay Ve ¢, # by icin ¢, € {1,2,3} olsun.

0, b; =cyise

_ {O, a; = ¢y ise
Vi= 1, b; # ¢ ise

1, a; #cgise 6i={

olmak Uzere A ile §oak N §ock noktas1 arasindaki en kisa uzaklik ve B ile fabk N fack

noktasi arasindaki en kisa uzaklik sirasiyla,

. = Vi 1m2—1 Vi 1 S Yi
"= i=k+1ﬁ §i=mlﬁ+'”+? i=m, N
, lzl_l 5, 1% 5, 1 l”zﬂ_l 5;
i _i=k+1ﬁ+§i=llﬁ+m+? i=1, T

olarak formiile edilmektedir. Ayrica, S, alt ticgenin (Syq, N Ssc,) (Sob;, N Soc,) dogru

1
2t+k

pargasinin uzunlugu oldugundan, A ile B arasindaki (§aak N 5ack) (fabk N fack)

1
2t+k

dogru pargasindan gegen en kisa yolun uzunlugu A + B’ + olarak bulunmaktadir.

Eger M = @ ve L = @ ise bu uzaklik,

1 - it §;
2t+k + Z 2i+t

i=k+1

olarak hesaplanmaktadir.
Durum 3: A ile B arasindaki (ggak N Sy0) (S'ka N S,o) dogru pargasindan

gecen en kisa yolun uzunlugunu hesaplamak i¢in asagidaki durumlar dikkate

alinmalidir:
i) Qg1 # Qg V€ Qyq # 0o0lSUN. @, # agyq, a, # ag, a, #0ve
0, a;=a,ise
¢ =
1, d.d.

olmak Uzere A noktas ile .§Uak N S, noktas arasindaki en kisa yolun uzunlugu

mi—1 my—1 Myy1—1
o 1 Pi gt @
21+t 2 . 21+t 27" 21+t

i=k+2 i=mq i=m,

A =

+ -

olarak hesaplanmaktadir.

i) ai+1 = 0 olsun. r = min{i|la; # 0,a; # a,, i =k + 2} ve
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0, a;=a,ise
Pi {

1, d.d.
olmak tizere
my-1 m3 -1 mr+1—1
A= L + —+ + = 2y
- 2k+t+2 21+t 2 21+t or i+t
i=k+2 i=m, i=my

olarak elde edilmektedir. Egeri = k + 2,k + 3,k + 4, ... icin
{ilaiiolaiiak, 12k+2}:®

ise ¢@; =1 olur.

i)  Bu durumda asagida verilen ii¢ farkli kosul dikkate alinmalidir:
Q) A = Apyq = Agyy = =0ag_1 Fa;+0 (s> k+ 1) olsun.
r = min{i|la; # 0,a; # ay, i > s}
olarak tanimlansin. Boylece i # s i¢in

(0, a;=a,ise
"’i_{1, d.d.

vei = sise @, = 0olur. Eger
{ila; #0,a; #ay, i >s}=0
iIsei # sigin@; = 1vei=sigin ¢, = 0 elde edilir.
b) a, = a4 = Apey = =as_1Vveas =0 (s >k + 1) olsun. Bu durumda,

i # sigin

0, a;=a,ise
<Pi={

1, d.d
vei=s Iiging, = %olarak hesaplanmaktadir. Eger
{ila; #0,a; #ay, i=2k+2}=0
isei#siging; =1vei=siging; = %Olarak hesaplanmaktadir.
C)Egera, = a1 =agyp =-=aq;=-isei=k+2,k+3,k+3,..i¢in
¢@; = 1 olmaktadir.

a, b ve ¢ durumlar igin A noktasr ile § Og, N So, noktas1 arasindaki en kisa uzaklik,
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mi—1 mz—l Mypyq1—1

" (pl 1 (pl
A 2k+t+1 + Z 21+t 2 Qi+t + +? Qi+t + o

i=k+2 i=mq i=m,

olarak hesaplanmaktadir.
Not: B noktas ile §oak N S,, noktasi arasindaki en kisa uzaklik i¢in benzer hesaplar
yapilmaktadir (BOyle bir durumda, karisiklik olmamasi igin ¢; Yyerine 6;

kullanilmalidir). Ayrica S, alt tiggeninde (.§aak N Ss0) (.S:ka N S,o)kenarmin uzunlugu

olarak hesaplanmaktadir. Bu durumda (Ssq, N Sso) (Sob, N Seo)  dogru

1
2k+t+1

parcasindan gecen A ve B noktalari arasindaki en kisa yolun uzunlugu

dq +B Yy 2t+k+1

olarak elde edilmektedir.

e a;, # 0 ve b, =0 olsun. Bu durumda A ve B noktalar1 arasindaki en kisa
uzaklik S, alt iicgenin kdse noktalarmin birinden gegmelidir. Dolayisiyla en kisa yol
S}ak nS,, veya §Gck NnS,, veya S obl, N S0 Noktalarindan birinden gegmelidir (en kisa
yollarin uzunluklart Durum 4, Durum 5 ve Durum 6°da sirasiyla formiile edilmektedir).
En kisa yolun uzunlugunun hesabi i¢in bu {i¢ durum i¢inden minimumu alinmalidir.

Durum 4: foak N S, noktasindan gegen A ve B noktalar1 arasindaki en kisa
uzaklik i¢cin A noktasinin .§0ak N S, noktasma uzaklig ile B noktasmin §Gak NS0
noktasina olan uzakligi toplanmalidir.A noktasinin faak N S, Noktasina uzaklig1 icin
Durum 3’te verilen A" degeri kullanilmahdir. B ile faak N Sy noktasi arasindaki en

kisa yolun uzunlugu ise

g, = {O, b; = a; ise
' 1, b; # ayise

olmak Uizere
1 ;-1 l -1 1 lpp1—1 )
— Z Z ﬁl + o = —B
2 21+t 2 21+t 21+t 2
i=k+1 i=l 1 lzlp

olarak hesaplanmaktadir. Boylece A ile %B toplam1 S Og, N So, noktasindan gegen A

ve B noktalar1 arasindaki en kisa yolun uzunlugunu vermektedir.
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Durum 5: (faak N fack) (Sack N S,o) dogru pargasindan gecen A ve B noktalari
arasindaki en kisa yolun uzunlugunu bulmak i¢in Oncelikle B noktasinin S~(,Ck NS,

noktasina olan en kisa yollarin uzunlugu hesaplanmalidir.

6-—{0' b; = ¢y ise
1, by #cise

ve ¢ € {1,2,3}i¢in ¢, # aiolmak iizere bu en kisa uzunluk

I1-1 lp+1_1

61 1 '
Z 21+t 2 21+t ) 2p Z 2i+t+m ZEB

i=k+1 i=l4 i=ly

olarak elde edilmektedir. Ayrica A noktas ile S'Uak N fack noktasi arasindaki en kisa

yollarin uzunlugu Durum 2 verilen A degeridir. Boylece,

1

2t+k+1 +"q +5 2 B

toplami (§Gak N fack) (Sack NS,,) dogru pargasindan gecen A ve B noktalar
arasindaki en kisa yollarin uzunlugudur.

Durum 6: (§aak N .S:ab;() (.S:Ub;c NS,,) dogru pargasindan gecen A ve B
noktalar1 arasindaki en kisa yollarin uzunlugunu bulmak i¢in 6ncelikle A noktasinin
Soa, N Sqpy noktasma olan en kisa uzakligt hesaplanmalidir. Bu uzaklik Durum 1’de
verilen A degeridir (b, yerine by, kullanilmalidir). Buna ek olarak,

ﬁ, _ {O, bi = b;( ise
i1, b; # by ise

ve by, # ay, by, # ¢, by, € {1,2,3} olmak lizere B noktasinin Sab,Q N S,, noktasina olan

en kisa yollarin uzunlugu;

my—1 mr+1—1

1 Bi
C=§ Z 21+t 2 z 21+t Z 2i+t+"'

i=k+1 i=mq i=m,

olarak hesaplanmaktadir. Boylece, (Syq, N S~O_b,'() S ool N S,0) dogru parcasindan

+ A + C olarak

gecen A ve B noktalart arasindaki en kisa yollarin uzunlugu zt e

bulunmaktadir.
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Teorem 6.1.1i=1,23,..,k—1 icin a; = b; ve a, # by, a;,b; € {0,1,2,3}
olmak iizere A ve B; § iizerinde kod temsilleri sirasiyla a,a; ... ax_1Q;Q4q - V€

bib, ...by_1byby 1 ... Olan iki nokta olsun. A ve B noktalarinin kod temsilleri arasindaki
icsel metrik;

o a,+#0ve b, #0ise

1 , .1 " "
d(A,B)zmin{a‘l+B,W+ A +B’W+ A +B}

e a,+0ve b, =0ise

. . 1 1 , 1, 1
d(A,B)zmm{c/l +§‘B,W+ A +§B,W+ Jl+€}

olarak formule edilmektedir.

6.2. Ekli Sierpinski Uggeni Uzerindeki En Az iki Jeodezikli Noktalarin Kod
Temsilleri

a, #0 ve b, #0 olsun. i =1,2,3,...,k—1i¢in a; = b; ve ay # by,a;, b; €
{0,1,2,3} olmak iizere A ve B; S iizerinde kod temsilleri sirasiyla a,a; ... Qy_QxQxiq -

Ve byb, ...by_1bybyq ...0lan farkli iki nokta olsun. ilk olarak K = @, M =@ ve L = @
olarak alinmaktadir.

Budurumdai = k + 1 igin

olmak Uzere

. 1 " " 1 ’ ’
d(A,B)zmm{c/l+B,W+c/l + B 'F-I-dq +B}
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elde edilmektedir. Bu metrigi kullanarak Boliim 6.1°de ifade edilen Durum 1, Durum 2
ve Durum 3 ikiser ikiser birbirlerine esitlenerek farkli formadaki noktalar asagida
bulunmaktadir.

1
2k+1

A+B= + A" + B Esitligi

[ee]

a; + P
A+ B= z 5

i=k+1

ve

1 P | o it 6
2k+1+‘ﬂ +B =2k+1+ 2 20
i=k+2

1
2k+1

a+p 1 ¢ +6;
20 T k+1 + 20

i=k+1 i=k+2

olmak lizere A + B = + A" + B" olsun. Boylece

esitliginden

A1+ Bir1 | O @+ B — (i +6) 1
k1 T z o = ok
i=k+2
elde edilmektedir. Bundan sonra esitlikte kisaltma olarak i >k + 2 icin a; + f; —
(p; + 6;) =T; olarak alinacaktir. Dikkat edilirse «;, 5;, ¢; ve 6;’nin durumlarindan
dolayr T; € {—2,—1,0,1,2} olmaktadir. Asagida T; nin durumlarnn detaylica
incelenmektedir.
T, =—-2ise a; + B; — (p; + 6;) = —2 olup bu durum sadece a; = B; = 0 iken

@; + 6; = 2 olmak lzere ¢; = 6; = 1 durumunda saglanmaktadir. Bundan sonraki tim

T; tablolar1 benzer yolla olusturulmaktadir.



Cizelge 6.1. T; tablosu.
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Ti - —2
a; = bk
bi = Qg
a; * a#
b; # by
Ti =-1
al=bk al—bk al—bk ai-_/:bk
bl—ak bl—ak bl-qtak bi=ak
aiia# al—aﬂ aiiaﬂ aiiau
b; = b, b; # b, b; # b, b; # b,
T, =1
aiibk al—bk aiibk aiibk
bl—ak bi¢ak bi;tak bi;tak
ai—au al=au al=aﬂ ai;tau
bi:/,t bi:/,t bi#:b,u bi:M
Ti =
a; * bk
bi * ag
a; = a#
b; = b,
T, =0
a; bk a; * bk a; * bk a; = bk a; = bk a; * bk
bizak bizak bi=ak biiak biiak biiak
ai—aﬂ aiia# aizaﬂ aizaﬂ aiiaﬂ ai;tau
bizbﬂ bizbﬂ biibﬂ biibu bizbu bi#__bﬂ
I.  ag41 + Bre1 = 00lsun. Bu durumda ay,; = byVve by, = a; olup
1
> = (6.1)
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esitligi elde edilmektedir. Bu esitligin saglanmasi i¢in asagidaki durumlardan en az biri

kullanilmalidir.

a) Ti4o = —2ise (6.1) esitligi elde edilemez.
b) Ty,, = —1ise (6.1) esitligi elde edilemez.
C) Txs2 =0 olmak Uzere i = k+ 3 i¢in T; = 2 olmalidir. Bu durumda elde
edilen noktalar asagidaki gibi olacaktir.
A = ogaybycrcrCiCy - A = oaybybycrcicy ...
B = 0b,a;,a; i CCy - veya B = 0b,a;CyCrCiCk ---
A = oaybyaiciciCy -

B = O'bkakbkaCka

So
So3
So()
5 A .
Lsal S,,-}

Sekil 6.2. Ty, = 0 i¢in kod temsilleri 12333 ... ile 211333 ... olan noktalar.

Dikkat edilirse bu noktalarin baslangic durumlart farkli oldugundan farkli

kombinasyonlarinin olamayacagi kolaylikla goriilebilir.

d) Vi = k + 2 icin T; = 1 olmalidir. Bu durumda elde edilen noktalar asagidaki
formda olacaktir.
A= O'akbkaCka A= O'akbkakakak

B = O'bkakbkbkbk veya B = O'bkakaCka
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Bu noktalarin A = oaybyaicragcy ... B = obyaycibicyby ... gibi sonsuz cesitlilikte

farkli kombinasyonlarindan elde edilebilen noktalar da g6z ardi edilmemelidir.

So
S03
§00
Sa’l B S;O’Z
A

Sekil 6.3. T; =1(i=k+2) icin kod temsilleri 1211333 ... ile 2133222 ...0lan

noktalar.

e) vn=k+2igin T, =1, Ty =0 ve Vj >n olmak Uzere T,,; = 2 veya
vn=k+2icin T,=1, T,,; =2 ve Vj>n olmak Uzere T,,; = 0 olacak sekilde

sonsuz sayida bir¢ok farkli kombinasyon yazilabilmektedir.

ZTO

i=k+3

f) Tyi, = 2 olmak lzere

olmalidir. Verilen toplama dikkat edilirse i > k + 3 i¢cin T; = 0 esitliginden ortaya
cikan noktalar agsagidaki gibidir.
A = 0a;byCCCi Cy - A = ogaybycibybyby ...
B = obyaycraragay ... V& B = gb,a;ciCrCiCk -
A = ogaibycraragay ...

B = O'bkakckbkbkbk

Verilen noktalarin A=akbkckckbkak ...,szkakckakckbk g|b| sonsuz
cesitlilikte farkli kombinasyonlarindan da elde edilebilen noktalar g6zden

kagirilmamalidir.
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e
q

Sa}

~§00

Sal ng

A

Sekil 6.4. Ty, = 2 icin kod temsilleri 1231222 ... ile 2132333 ... olan noktalar.

Bu noktalara ek olarak asagida k + 3. adimdan sonra toplamin sifir ¢iktigi
durumlardan elde edilen noktalarin birkac¢i detayli olarak incelenmistir. Ty 3 = —2
olmak tzere i = k + 4 icin T; = 2 olabilir. Bu durumda ortaya ¢ikan nokta asagidaki
gibi olacaktir:

A = oaybycibicicicCy ...
B = 0b,a;CayCrCyCx ---
Tr+3 = 2 olmak lizere i > k + 4 igin T; = —2 olabilir. Bu durumda yeni nokta
asagidaki gibi olacaktir:
A = oaybycici bbby ...
B = obyayciCrarayay ...
Ty+3 =1 olmak Uzere i >k + 4 icin T; = —1 olabilir. Bu durumda yeni noktalar

asagidaki gibi olacaktir:

A = oaybycici bbby ... A = oaybycrayrbyby by ...
B = obyaycybybybyby ... Veya B = obiaycCiCibybyDby ...
A = oaybycicragagay ... A = oaybycrararagay ...
B = obyayicybragagay ... Veya B = ob,a;CyCrraray ...

Tys3 = —1 olmak Uzere i > k + 4 icin T; = 1 olabilir. Bu durumda yeni noktalar

asagidaki gibi olacaktir:
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A = oaybycibyciciCy .. A = oaybycibraiaiay ...
B = obiayci bbby by ... veya B = obiaycibyciCrCy -
A = oaypbycraicicicy - A = oaybycraraiagay ...
B = obiayciarbybyby ... veya B = 0b,a4 €01 C Cx Cx ---

Bu noktalarin sonsuz ¢esitlilikte farkli kombinasyonlarindan ortaya ¢ikan
noktalar da g6z ardi edilmemelidir.

n=123,.. 06N Trrenr1) = =L Tee@n) = 2 Ve Trrenir) = =2, Theen) =1
olacak sekilde daha bir¢ok farkli sifiri veren sonsuz sayida farkli kombinasyonlar

yazilabilmektedir.

ii. A1+ ,Bk+1 =1 olsun. Bu durumda apy1 F bk' bk+1 =a, Veya Qayyq1 =

ka bk+1 F ag OIUp

co

Z ; —0 (6.2)

esitligi elde edilmektedir. Bu esitligin saglanmasi i¢in asagidaki durumlardan en az biri
kullanilmalidir. Dikkat edilirse ay,; = ag, bx41 = ax V€  Qgpyq = by, bryq1 = by
durumlart i¢in farkli bir formiil kullanilmalidir. Bu durum daha sonra
degerlendirilecektir.

a) Txyo = —2 ise (6.2) esitligi elde edilemez.

b) Ty, = —1ise (6.2) esitligi elde edilemez.

C)i = k + 2 icin T; = 0 olmalidir. Bu durumda noktalar asagidaki gibi olacaktir:

A = oaycybybyby ... A = oaycraia,ay ...
B = obyaybyibyby ... veya B = abiaibybyby ...
A = 0ayCrCrCKC - A = oaybraiagay ...
B = obyaybybyby ... veya B = obycraiaiay ...
A = oaybraiaiay ... A = oaybyaiagay ...
B = abycyby by by ... veya B = obyCiCiCiCx -

Bu noktalarin sonsuz sayida farkli kombinasyonlarindan ortaya ¢ikan yeni
noktalar da gdzden kagirilmamalidir. Verilen toplama dikkat edilirse i > k + 2 igin

T; =0 esitliginin  yan1 sira sifirt  veren kombinasyonlarin bazilar1 asagida
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incelenmektedir. Ty,, = 1 olmak Uzere i > k + 3 igin T; = —1 olabilir. Bu durumda
18 farkli nokta ve k + 2. bloklar1 ayni olan noktalarin sonsuz sayida farkl
kombinasyonlar1 da ortaya ¢ikmaktadir. Ty, = —1 olmak Gzere i > k+ 3 icinT; = 1
olabilir. Bu durumda yine 18 farkli nokta ve k + 2. bloklari ayn1 olan noktalarin sonsuz
sayida farklt kombinasyonlar1 ortaya cikmaktadir. Yapilan caligmalarda iki farkli
kombinasyondan elde edilen 36 nokta aslinda aymi noktalardir. ilk kombinasyonda
¢ikan noktanin diger kod temsili nedeniyle ikinci kombinasyonda farki bir nokta gibi
karsimiza ¢ikmaktadir. Bunun nedeni ortaya ¢ikan noktalarin ¢ift kodlu olmasidir.

Tx+2 = 2 0lmak Uzere i > k + 3 igin T; = —2 olabilir. Bu durumda ortaya ¢ikan
herhangi bir nokta yoktur. Boyle bir durumda ¢eliski elde ederiz. Ayni sekilde Ty, =
—2 olmak lGzere i > k + 3 icin T; = 2 durumu da g¢eliskili elde edecegimizden herhangi
bir nokta elde edilememektedir. n = 1,2,3,... i¢in Typn41) = =1, Tipen) =2 Ve
Ti+@n+1) = =2, Tkr2n) = 1 olacak sekilde daha birgok sifirt veren sonsuz sayida

farkli kombinasyonlar yazilabilmektedir.
Asagida ii’nin 6zel bir hali olan a1 = ay, bgy1 = ay Ve a1 = by, bry1 = by

durumu incelenmektedir. Bu durum icin

ak+1+.3k+1+ Z E 1

2k+1

(6.3)

|3
Il
2
il
[uny

olacak sekildeki metrik formiilii kullanilmalidir. Bu durumda i > k + 1 i¢in T; tablosu

da asagidaki gibi elde edilmektedir.



Cizelge 6.2. T; tablosu.
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T, = -2

a; = by

b; = ay

a; # a,

b; + b,

T, =—1

a; = by a; = by a; = by a; # by

b; = a; b; = a; b; + a; b; = a;

a;  a, a; = a, a; # a, a; # a,

b; = b, b; + b, b; # b, b; # b,

T, =2

a; # by

b; # ay

a; = dr

b; = b,

T; =

a; * by a; = by a; # by a; * by

b; = a; b; + a; b; + ay b; + a;

a; = a, a; = a, a; = a, a; # a,

b; = b, b; = b, b; # b, b; = b,

T; =0

a; = by a; * by a; # by a; = by a; = by a; * by
b; = a; b; = a; b; = ay b; + a; b; + a; b; + a;
a; = a, a;  a, a; = a, a;, = a, a; # a, a; # a,
b; = b, b; = b, b; # b, b; # b, b; = b, b; # b,

)Ty = —2 ise (6.3) esitligi elde edilemez.

b) Ty, = —1ise (6.3) esitligi elde edilemez.

C)Ty4+2 = 0 olmak lzere i > k + 3 icin T; = 2 olmalhdir. Bu durumda noktalar

asagidaki gibi olacaktir.




A = gaibybycicicy ... A = oaybayciCyCy ..
B = obybyciciCrCy - veya B = gbibybyciCirCy -
A =0a,0,CLCCxC - A =0a,0,0,CLCLCk -
B = obya,a,CrCrCy - veya B = gbyaybyCiCiCk -
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Bu noktalarin baglangic durumlar1 farkli oldugundan birbirileri ile degisik

kombinasyonlariin gelemeyecegi agiktir.

Sekil 6.5. T, ., = 0icin kod temsilleri 111333 ... ile 212333 ... olan noktalar.

d) i = k + 2 ic¢in T; = 1 olmalidir. Bu durumda noktalar,

A = oaybycicicy .. A = oaybycicrcy -
B = obybiaiaiay ... veya B = aby bbby by ...
A = oaybraiaiay ... A = oaiabybyby ...
B = obybycicicy ... veya B = aobyaycicicy ...
A = 0a,0,CLCKC - A =oaiaiaiaiay ...
B = abyay by by by ... veya B = aobyaycicicy ...

Yukaridaki noktalarin A = gaybycraicray ... B = abybybycray ... veya

A = oaraypbragcy ... B = abgaycicyby ... gibi sonsuz sayida farkl

kombinasyonlarindan da farkli noktalar ortaya ¢ikmaktadir. Kombinasyonlar yapilirken

@; ve 6; nin durumlar1 mutlaka goz oniine alinmalidir.
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e)vn=k+2icin T, =1, Ty =0 ve Vj >n olmak tzere T,,; = 2 veya
vn=k+2icin T,=1, T,,; =2 ve Vj>n olmak Uzere T,,; = 0 olacak sekilde

sonsuz sayida bir¢ok farkli kombinasyon yazilabilmektedir.

ETO

i=k+3

f) Ty, = 2 olmak lzere

olmalidir. Bu durumda noktalar agagidaki gibi olacaktir:

A = ogaibycraragay ... A = oaybycy by by by ...
B = abybycraiaay ... veya B = obbyCrCrCiCk -
A = ogaibycraragay ... A =00a,0;CrCCKC -
B = abybycy bbby ... veya B = obiaicraiaiay ...
A = oaiaici by by by ... A = oagaicra,a,ay ...
B = obiayici bbby ... veya B = obyaycibibyby ...

Yukaridaki noktalarin A = gaibicibraibyray ... B = abybyciCibyciby ...
veya A = gapaycipbraibray ... B = abyaycybibyby ... gibi sonsuz sayida farkli
kombinasyonlarindan da farkli noktalar ortaya ¢ikmaktadir. Kombinasyonlar yapilirken
@; Ve 8; nin durumlar1 mutlaka goz 6niine alinmalidir. Bu noktalara ek olarak T ., = 2
olmak (zere i > k+ 3 icin T; yi sifir yapan i sikkindaki sonsuz sayida farkli
kombinasyonlarin hepsi burada da gecgerli olacaktir. Asagida goriilecegi tizere bu

kombinasyonlardan ortaya ¢ikan sonsuz sayida farkli noktalar elde edilmektedir.

A= O'akbkckakbkakbk A= Uakbkckakbkbkbk

B = Ubkbkckckakckak veya B = O'bkbkckckakckck e

iii. agy1 + Bre1 = 2 olsun. Bu durumda ayyq # by, bysq1 # ai olacak sekilde 4

farkl formda baslangi¢c durumu vardir. a,, = ¢k, bxy1 = ci baslangici i¢in

i=k+2

esitligi kullanilmalidir. Bu esitligi saglayan durumlardan herhangi bir nokta
gelmemektedir. Geometrik olarak da kolayca gorilebilir. ai,; = ax, bxy1 = cx Ve

Ax+1 = Ck» bry1 = by baslangici i¢in uygun metrik formiilii kullanilacagindan
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olacaktir:

A= O'akakbkbkbk
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Bu durumda ortaya ¢ikan noktalar asagidaki gibi

A= O'akakbkbkbk

B = aobycraiaiay ... veya B = abycy by by by ...
A =oagaiaiaiay ... A = oagaiagaiay ...
B = obycy by by by ... veya B = abycycrcrcy -
A = oaycybybiby ... A = oaycraia,ay ...
B = obybraiaay ... veya B = obybraiaiay ...
A = oaicaagay ... A = 0a;CCrCiCk -
B = abybybyby by ... veya B = abybybyby by ...
A = 0a,CrCrCKCy - A = oaycybibby ...
B = aobybaiaiay ... veya B = abyb; by by by ...
Bu noktalarin A = oagayibybraiay ... B = aobycparbibycy ... ve A=
oaiCibiayaicicCy ... B = abybiaia,bybyby ... gibi  sonsuz sayida  farkli

kombinasyonlarindan sonsuz sayida farkli noktalar da ortaya ¢ikmaktadir. Bu noktalara
ek olarak i = k+ 2 icin T; yi sifir yapan i ve ii siklarindaki sonsuz sayida farkl
kombinasyonlar aynen gegerli olacaktir. Bu kombinasyonlardan ortaya cikacak olan
sonsuz sayida farkli noktalarin varlig1 da g6z ardi edilmemelidir.

i1 = Ak, b1 = by baslangici i¢in uygun metrik formiilii kullanilacagindan

(o]

T, 1
Z 20 2K+ (6.4)

i=k+2

esitligi gbz oniine alinmalidir. Bu durumda

a) Tiyo = —2ise (6.4) esitligi elde edilemez.

b) Trir = —1ise (6.4) esitligi elde edilemez.

C) Ti42 = 0o0lmak lizerei > k + 3 icin T; = 2 olmalidir. Bu durumda
A = 0a4,0;,0;C,CiC -

B = UbkbkbkaCka
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olacak sekilde bir tek nokta elde edilmektedir.
d) i = k+ 2 i¢in T; = 1 olmalidir. Bu durumda ¢ikan noktalar asagidaki gibidir:

A = oa,a,crcicy - A = oayabybyby ...
B = obybraiaiay ... veya B = obibycycicy -
A = 0a,a;crcicy - A =oapagaiaiay ...
B = oby bbby by ... veya B = obibycicicy -

Bu noktalarin A = aygagcragbybyby ... B = abybyaciCrCiCy ... gibi sonsuz
sayida farkli kombinasyonlarindan da farkli noktalar ortaya ¢ikmaktadir.

e)Ty4+2 = 2 0lmak Uzere i > k + 3 igin T; = 0 olmalidir. Bu durumda sadece T;
yi sifir yapan i ve ii siklarindaki kombinasyonlarin aynilar1 kullanilarak

A = oagaicragbybyby ... A = oayacrayCrbyby by ...

B = aobybycrcraarag ...  Veya B = obybycicraraaray ...

seklinde bircok sonsuz sayida farkli nokta elde edilmektedir.

1 ’ I 1 " . ° ow e
2—k+c/l +B = + A + B Esitligi

2k+1

1 1 7+
—+c/l’+73’=—+zyl —

2k 2k 2t
i=k+1
ve
1 . 1 ;i +06;
2k+1+°’q +B =k T Z 20
i=k+2
olmak tizere — + A’ + B' = — + A" + B" olsun.
2k 2k+1
1 < 7 +6 1 > i+ 6
_+Z%'1: +z<pl_l
2k 21 2k+1 2t
i=k+1 i=k+2
Yi+1 T Opt1 Yi+di—(p;+6) 1
2k+1 21 - 2k+1
i=k+2

elde edilmektedir. Denklemde bundan sonra kisaltma olarak i > k + 2 i¢in y; + 6; —

(@i +6;) =T, olarak alinacaktir. Dikkat edilirse y;, 8;, ¢; ve 6; nin durumlarindan
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dolay1 T/ € {—2,—1,0,1,2} olmaktadir. Asagida T; nin durumlari detaylica
incelenmektedir.

T = -2 ise y; + 6; — (p; + 6;) = —2 olup bu durum sadece y; = §; = 0 iken
@; + 0; = 2 olmak lzere ¢; = 6; = 1 durumunda saglanmaktadir. Bundan sonraki tim

T, tablolar1 benzer yolla olusturulmaktadur.

Cizelge 6.3. T/ tablosu.

T, =-2
a; = Cg
b; = ¢y
a; # a,
b; # b,

T/ =-1

a; = Cg a; = Cy a; = ¢y a; ¢

b; = ¢y b; = cy b; # ¢ b; = cy

a; # a, a; =ay, a; # a, a; # a,

b; = b, b; # b, b; # b, b; # b,
T/ =1
a; * Cy a; = cy a; # ¢ a; # ¢
b; = ¢y b; # ¢y b; # ¢y, b; # ¢
a; =a, a;, =a, a; =ay, a; # a,
b; = b, b; = b, b; # b, b; = b,
T/ =2
a; * Cy
b; # ¢y,
a;, =a,
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b; = b,
T/ =0
a; = Ck a; # Cy a; * ci a; =cy a; = ¢ a; # Ci
b; = ¢y b; = ¢y b; = ¢y b; # ¢y b; # ¢y b; #+ cy
a; =a, a; # a, a; =a, a; =a, a; #a, a; # a,
b; = b, b; = b, b; # b, b; # b, b; = b, b; # b,

. Yk41 + Oxs1 = 0 olsun. Bu durumda ay.,-ck Ve bi,1 = ¢ olup

o T 1
Z ?: T k+1

i=k+2

esitligi elde edilmektedir. Bu esitlik altinda asagidaki durumlardan en az biri gegerlidir.

a) Vi=k+2 icin T/ = —1 olmalidir. Bu durumda ortaya g¢ikan noktalar

L

asagidaki gibi olacaktir.

A = 0ay,CrCiCrC -

B = O-bkckbkbkbk veya B = UbkaCkaCk

A = oaicraragay ...

Bu noktalarin A = gaicicragcry ... B = abycibicibicy ... gibi sonsuz sayida

farkli kombinasyonlarindan da farkli noktalar ortaya ¢ikmaktadir.

S )
So3

A -§c0 B

S‘dl ga:

Sekil 6.6. Kod temsilleri 13323111 ... ve 23331222

... olan noktalar.
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b) Tz, = 0 olmak Uzere i > k + 3 igin T/ = —2 olmalidir. Bu durumda ortaya
c¢ikan noktalar asagidaki gibi olacaktir.
A = gaycpbicicrcy - A = 0a,CLCrCLCLCY -
B = oby i CrCrCiCy - veya B = by, a Cy C Cy -
A = 00a;, ¢, CCxCy -
B = abycybycrCiCy ..
C) Tpyo = —2 olmak Uzere i = k + 3 igin T/ = 0 olmalidir. Bu durumda ortaya
c¢ikan noktalar asagidaki gibi olacaktir.
A = 0ayCrCrCrCiCx - A = oaycic bbby ...
B = obycicraaray ... veya B = 0byCrCrCrCiCr ---
A = oaicrcraragay ...
B = obycycibybyby ...
Bu noktalarin A = gagcicpbicraragay ... B = obycicicragbybyby ... gibi
sonsuz sayida farkli kombinasyonlarindan da farkli noktalar ortaya ¢ikmaktadir.
Bu noktalara ek olarak Ty,, = —2 olmak Uzere i > k + 3 igin T} yi sifir yapan
sonsuz sayida farkli kombinasyonlardan ortaya c¢ikan sonsuz sayida farkli noktalarin

bazilar1 asagida gosterilmektedir:

A = gaycyCrCrbiCi by .. A = oaicicragbragby ...
B = obycicybaicyby ... Vveya B = 0by i Cr A Cr Ay -
A = gaycpcibycibycy .. A = 0a;,CrCrkCrAKC -
B = abycycybycybycy ... Veya B = 0byCyCr Ay Cr Qs Cy -

il. Yks1 + Oxsq1 = 1 olsun. Bu durumda ay,q # cx iken by, ; = ¢ V€ Qyy1 = Cx
iken by,q # ¢, olmaktadir. Dikkat edilirse asagidaki toplam altinda a;,.,; = by iken
bri1 =cx Ve agy1 =ci iken by, = a, durumu incelenmelidir. Bu incelemeden

herhangi bir nokta elde edilememektedir.

olsun. ax,q; = ay iken by, = ¢ Ve a1 = ci iken by, = by olmak tizere noktalar

bulabilmek i¢in
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esitligi kullanilmalidir.

Vi > k + 2 igin T; = —1 olmalidir. Bu durumda ortaya ¢ikan noktalar agagidaki
gibi olacaktir:

A = 0a,CrCyCiCx - A =oapacrCiCi -
B = obybyciciCy ... Ve€Ya B = abyCpCrCxCk -
A =00a,CrCrCiC - A =oapagaraiay ...
B = obybybybyby ... Veya B = by CiCiCy -
Bu noktalarin A = oaciCrCrCiCy ... B = obybycibibyby ... ve A=
0y A, AKCrCxCx - B = by CyCrCrCiCr --- gibi sonsuz sayida farkl

kombinasyonlarindan da farkli noktalar ortaya ¢ikmaktadir.
. Yg41 + Oksq1 = 2 olmasit durumda i ve ii durumlarindaki benzer bir inceleme
yapildiginda bu durumdan herhangi bir nokta elde edilememektedir.

a; # 0 ve b, # 0 olsun.

i=123,..,k—=1i¢ina; = b; ve a, # by, a;, b; € {0,1,2,3} olmak lzere A ve
B; S lzerinde kod temsilleri sirasiyla a;a; ... @y_1axQgsq - V€ byby . by_1bihpiq ...
olan farkl iki nokta olsun. Ikinci olarak m; < m, <mz <--vel; <l, <l3 < --igin
M ={m;,my,ms,..} ve L={l;,1,15 ..} olmak Uzere M #@,L+® ve K=0
olarak alinmaktadir. Bu durum degerlendirilirken sifirlarin ayni sayida ve ayni blokta
olmasma dikkat edilmektedir. Yani asagida M =L ve n € N ve n > 1 olmak Uzere
m,, = l,, durumu ayrintili olarak incelenmektedir.

Bu durumda i = k + 1 icgin

_O,Cli:bk _O,bl-=ak
ai_{l, ai;tbk’ 'Bi_{]., bl-;tak’
'_{O,al-=aﬂ 9.—{O’bi:bﬂ
(p‘_l,aiia#’ l_l,bi-'/:b,

_ (0, a; = ¢ (0, b; = ¢y
yi_{l,ai;tck' 6i_{
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olmak tizere

1 " . 1
d(A,B) = min{Jl%—B,W-ﬁfl + B ,ﬁ‘l‘cfl’ +B’}

elde edilmektedir. Bu metrikten hareketle asagida Bolim 6.1°de ifade edilen Durum 1,

Durum 2 ve Durum 3 ikiser ikiser birbirlerine esitlenerek farkli formda noktalar

bulunmaktadir.
1 144 144 . ow e
c/l+B=2k+1+c/l + B" Esitligi
ml—l ﬁ 1m2—1 ﬁ 1 m3—1 ﬂ
a; + i a; + i a; + i
ey R
+ . 2t + 2 2t + 22 2t +
i=k+1 i=my i=m,
ve
1 1 S0 10+ 8 1 g +0
" " @; +6; @; +0; @; +06;
g TATHE B =gt 21 +Ez 2 +ﬁz 2 T
i=k+2 i=mq i=m,

1

olmak tizere A + B = + A" + B olsun.

2k+1
m1—1 m2—1 m3—1
Z ai"‘_ﬁi_l_l Z aifﬁi+i Z ai"‘_ﬁi_l_
, 20 2 20 22 20
i=k+1 i=m, i=m,
1 m1—1 9 1m2—1 9 1 m3—1 9
@; +0; @; +0; @; +0;
BEE 20 +§Z 21 +?Z 2t T
i=k+2 i=m1 i=m2
mi—1 my—1
A1+ Br+1 ai+pBi—(p;+6;) 1 a; + B — (p; +6;)
2k+1 + 21’ +§ 21’
i=k+2 i=m1
1 0 1
+— Z i T Bi .((pl i) 4=
22 A 2k+1
i=m2

esitligi elde edilmektedir. Esitlikte kisaltma olarak ilk gosterimle benzer sekilde i > k +
2 icin a; + B; — (¢; + 6;) = T; olarak alinmaktadir. Dikkat edilirse a;, B;, ¢; ve 6; nin
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durumlarindan dolayr T; € {—2,—1,0,1,2} olup Tablo 6.1 T; tablosu aynmi sekilde

kullanilacaktir.

I.  Qgy1 + PBre1 = 0o0lsun. Bu durumda ayy; = byVe b1 = a olup

mi—1 my—1 msz—1
T, 1 T, 1 T, 1
D 33 2 ity ) at =

esitligi elde edilir. Vi >k + 1 icin T; =1 olmalidir. Fakat bu esitligi saglayan
durumlardan herhangi bir nokta gelmemektedir. Geometrik olarak da kolayca
gorilebilir. Ty, = 2 olmak lzere i > k + 3 i¢in T; = 0 olmalidir. Bu durumda elde

edilen noktalar asagidaki gibi olacaktir:

A = ga,byCrCrCrCx - A = oapbycraraiay ...
B = obyaycragaigay ... Veya B = obgayCibybyby ...
A = ogaibycybyby by ... A = ogabyc,000 ...
B = 0byayCCCrCy, - veya B = ob,a,c,000 ...

Bu noktalarin A = oaybyc,c,0a;b, 000 ... B = abia,cia,0b,c, 000 ... gibi
sonsuz cesitlilikte farklt kombinasyonlarindan elde edilebilen noktalar da gdzden
kacirilmamalidir. Bu noktalara ek olarak asagida k + 3. adimdan sonra toplamin sifir
ciktigi kombinasyonlar da verilmektedir. Ty,, =2 olmak Uzere n = 1,2,3,... i¢in
Tirane1) = —1Ve Tryn) =2 Veya Tryen+1) = 1Ve Try@n) = —2 olacak sekilde

birgok farkli sifir1 veren kombinasyonlar yazilabilmektedir.

ii. A+1 +ﬁk+1 =1 olsun. Bu durumda Ar+1 = bk! bk+1 * ag ve Ar4+1 *

by, br+1 = a olup

m1—1 mz—l m3—1

z Ti+1 z Tl-+ 1 z TL-+ —0
, 2002 Lu 2t 22 L2 B
i=k+2 i=my i=m,

esitligi elde edilmektedir. Dikkat edilirse a,,, = by iken by, ya by ya da cj Ve by, =
a, iken a,,, ya a; ya da c, olabilir. ay,q = ay, by+1 = ax V€ Ax4q1 = by, bry1 = by
durumlar1 i¢in farkli bir esitlik kullanilmalidir. Bu durum daha sonra
degerlendirilecektir.

arx+1 = byiken by, 1 = ¢, olmak Uzere Vi = k + 2 igin T; = 0 olmalidir. Bu durumda

c¢ikan noktalar asagidaki gibidir:
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A= aakbkakakak A= aakbkakakak

B = O'bkaakakClk veya B = abkckbkbkbk
A= aakbkakakak A= aakkaOO
B = O'bkaCkaCk veya B = O'bkaOOO

Bu noktalarin A4 = akbkakak()akakak .. B= bkckakaObkbkbkbk g|b| sonsuz

cesitlilikte farkli kombinasyonlarindan elde edilebilen noktalar da gozden

kagirilmamalidir.

Vi ; B
S 5o
4

Sekil 6.7. Kod temsilleri 12000 ... ile 23000 ... olan noktalar.

by, = ayiken ay,; = ¢, olmak Uzere Vi = k + 2 i¢in T; = 0 olmalidir. Bu durumda

¢ikan noktalar agagidaki gibidir:

A= O'akckbkbkbk A= 0apCrraray ...

B = kaakbkbkbk veya B = O'bkakbkbkbk

A= 0k CrCrCKCk ... A= O'akaOOO

B = kaakbkbkbk veya B = kaakOOO
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Bu noktalarin A = gayci by 00cray ... B = obya,b,00b; by by ... gibi sonsuz
cesitlilikte farkli kombinasyonlarindan elde edilebilen noktalar da godzden
kacirilmamalidir.

Bu kombinasyonlarin yani sira T, = 1 olmak lzere i > k + 3 i¢in T; = —2,
Try2 = —1 0lmak Uzere i = k + 3 i¢in T; = 2 ve Tj,, = 0 olmak Uzere n = 1,2,3, ...
iGin Tiyne1) = —1Ve Trion) =2 Veya Tyyner) = 1Ve Tryen) = —2 olacak
sekilde bircok sifir1 veren farkli kombinasyonlar ve bu kombinasyonlardan ortaya ¢ikan
sonsuz sayida farkli noktalar yazilabilmektedir.

Axy1 = by, byy1 = by Ve apyq = ay, byyq = a; durumlarn i¢in uygun metrik

kullanilacagindan
my—1 my—1 mz—1
T, 1 T; 1 T; 1
2. 771 0.7 L i
i=k+2 i=m1 i=m2

esitligi g6z Oniline alinmalidir.
a) i = k+ 2ic¢in T; = 1 olmalidir. Bu durumda ortaya ¢ikan noktalar agagidaki
gibi olacaktir.
A = oaybycicicy .. A = 0ay,a;CrCrCrCx -

B = O-bkbkbkbkbk veya B = Ubkakbkbkbk

A = oaybyaiagay ... A =oapa,a,aay ...
B = obybycrcicy ... veya B = gb,a,CiCyCy .-
A = ogaibycicicy ... A = ogaiaibbyby ...
B = obybaiaiay ... Ve€ya B = ob,aCyCiCk ...

Tr4+2 = 2 olmak lzere i = k + 3 i¢in T; = 0 olmalidir. Bu ortaya ¢ikan noktalar

asagidaki gibidir:

A = ogaibycibybyby ... A = 0a;,0;CrCKCCk -
B = obybycicrCiCy - veya B = ob,a;c,a;aiay ...
A = oaybycraiaiay ... A = oayaicybybyby ...
B = obybycraiaiay ... veya B = gbiaycibybyby ...
A = oaybycraiaiay ... A = oaiaicraragay ...
B = obybycybybyby ... Vveya B = obya,cibybyby ...

A = oaybyc,000 ... A = 0a,a;,c,000 ...
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B = O'bkbkaOOO veya B = Gbkakck000

Bu noktalarin sonsuz sayida farkli kombinasyonlarindan elde edilebilen noktalar
ve bu noktalarin yan1 sira Ty, = 2 olmak Gzere i > k + 3 igin T; yi sifir yapan n =
1,2,3, ... 16N Ty 2n+1) = —1Ve Tyian) = 2 VeYa Ty zne1) = 1 Ve Tiy(2n) = —2 gibi
sonsuz sayida farkli kombinasyonlarindan elde edilen farkli noktalarda gozden
kacirilmamalidir.

iii. agyq + Pre1 = 2 olsun. Budurumda ay,q # biVe by, # a; olup

mp—1 my—1 m3—1

T, 1 T, 1 T; 1
D 33 D ity 2wt =g
i=k+2 i=m1 i=m2

esitligi elde edilir. Dikkat edilirse a,; # by iSe ai,q1ax, ¢, Ve 0 olabilirken by, # a;
ise  byy1by,c, ve 0 olabilir. Bu durumda k + 1. adima bagh dokuz farkli nokta
olugsmaktadir. Bu esitligi saglayan Ty, = —2 olmak lizerei > k+ 3icinT; = 0vei >
k + 2 i¢in T; = —1 durumlarindan herhangi bir nokta elde edilemeyecegi goriilmiistiir.

Ap41 = Ay iIKeN by, 1 = ¢y Ve a1 = Ci iken by, = by, durumu igin

mq—1 my—1 mz—1
_ 2002 Lu 2t 22 L2 B
i=k+2 i=mq i=m,

esitligi kullanarak elde edilen noktalar asagidaki gibidir.

A= O'akakbkbkbk A= O'akckbkbkbk
B = Ubkckakakak veya B = O'bkbkakakak
A= 0ararardray ... A= 0QyCrCrCLCk ...

B = O-bkckbkbkbk veya B = O-bkbkbkbkbk

A =oapagaraay ... A = oaicraiagay ...
B = obycragaray ... Veya B = oabpbraiaiay ...
A =oapagaraiay ... A = oaicrcrCrCy ...
B = obyciciciC ... Veya B = abybiaiaiay ...
A = oayaybybyby ... A = agaycybybyby ...

B = O-bkckbkbkbk veya B = O'bkakbkbkbk
A= O'akakbkbkbk A= oapCrararay ...
B = O'bkaCkaCk veya B = O-bkbkbkbkbk

A= O'akakOOO A= O'akaOOO
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B = 0b,c, 000 ... veya B = ab;b, 000 ...

Bu noktalarin sonsuz sayida farkli kombinasyonlarindan ortaya g¢ikan sonsuz
sayidaki noktalar da goz ardi edilmemelidir. Yine bu noktalara ek olarak sifir1 veren
kombinasyonlar da gézden kagirilmamalidir.

ay4+1 = ai iken by, = b, durumunu incelersek

mq— 1
Z 2 Z 20 " 2 Z 20 2k+1
i=k+2 i=mq i=m,

esitligi kullanilmalidir. Bu esitligi saglayan durumlar asagida incelenmektedir.
a) Vi=>k+2icinT; = 1 olmalidir. Bu durumda noktalar

A = 00a,0;,C,CCx - A =0a;,0,CrCLCY -
B = aobybraiaay ... veya B = abybybyby by ...
A = oaygaby by by ... A = oapaiaiaay ...
B = abybycycycy .. veya B = abybycycicy ..

gibi olacaktir. Bu noktalarin sonsuz sayida farkli kombinasyonlar1 da olacaktir.
b) Tys, = 2 olmak lzere i > k + 3 icin T; = 0 elde edilir. Bu durumda noktalar
A = oagaicraiagay ... A =oaia,c,000 ..
B = obybyci by by by ... veya B = abybyc,000 ...
gibi olacaktir. Bu noktalarin sonsuz sayida farkli kombinasyonlar1 da olacaktir. Ayrica
yine sifir1 veren sonsuz sayida farkli kombinasyonlardan ortaya ¢ikan sonsuz sayida
farkli noktalar da gézden kagirilmamalidir.

ay+1 = 0 iken by, = 0 durumunun incelenmesi i¢in

mq—1
Ay 2 22 21
i=k+2 i=m,

esitligi kullanilmalidir. Vi > k + 2 igin T; = 0 olmalidir. Bu durumda ortaya g¢ikan
noktalar agagidaki gibi olacaktir:

A= O'akObkbkbk A= aakOakakak
B = O'kaakakak veya B = akaakakak

A= O'akOakakak A= UakObkbkbk
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B = UbRObkbkbk veya B = O’bk()bkbkbk
A = 6a,0000 ...
B = 65,0000 ...

Bu noktalarin sonsuz sayida farkli kombinasyonlarindan elde edilen sonsuz

sayida farkli noktalar da goz 6niinde bulundurulmalidir.

1 ! !
atA +B = k+1+cfl "+ B Esitligi

1 6 1m -1 5 1 m3z—1 6

' z:)/l+ 2:)’i+i E:Vﬁ‘i
Z_k’ +A +B + = > + ﬁ | o +

i=k+1 L=m1 i=m,
ve
1 1 my—1 0 1m2—1 0 1 mz—1 0
" " Q; + i Q; + i Q; + i
gt A +B =2k+1+_z 21 +E_z 2 T Z T
i=k+2 i=my i=m,

+ A"+ B" olsun.

olmak Uizere zik +A +B' =

2k+1
5; 1m2—1 5 1 yi+8
Vi + Z Yi t0; Z Yi t0;
Z 7 it T
i=k+1 i=mq i=m,
1 m1—1 9 1m2—1 9 1 m3—1 9
Y +6; @ +6; @ +6;
=2k+1+,z 20 +§_z 20 +?Z T
i=k+2 i=mq i=m,

Yi+1 1 Okt1 zyl+5 (<pl+9) Zn+5 (901+9)

2k+1
i=k+2 i=mq

<yt 8- (<pl +6) _ 1
T = 2k+1
i= =m,
esitligi elde edilmektedir. Esitlikte kisaltma olarak ilk durumdaki gibi i > k + 2 igin
vi+6;— (p;+6;) =T/ olarak alinmaktadir. Dikkat edilirse y;, &;, @;ve 6; nin
durumlarindan dolay1 T{ € {—2,—1,0,1,2} olmaktadir. Bu sebeple Tablo 6.2 T; tablosu
benzer sekilde kullanilacaktir.

. Vks1 + Oxsq1 = 0 olsun. Bu durumda ay; = ¢ Ve byyq1 = ci Olup
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mq— 1 - —1

T, 1 T/ 1
Z 20 EZZ_ 22221 T T gk
i=k+2 =my i=m,

esitligi kullanilmalidir.
a) Vi=k+2 i¢in T/ = —1 olmalidir. Bu durumda noktalar asagidaki gibi

olacaktir:
A= Ok CrCrCLCk .- A= oapCrararay ...
B = O'bkabkbkbk veya B = O'bkaCkaCk

Bu noktalarin 4 = OQkCrCrAkCrCLCE ... B = O'bkckbkckbkbkbk g|b| sonsuz
cesitlilikte farkli kombinasyonlarindan elde edilebilen noktalar da g6z Oninde
bulundurulmalidir.

b) Tyy, = —2 olmak Uzere i >k +3 icin T/ =0 olmalidir. Bu durumda

noktalar
A = oaycrcbibyby ... A = 0ayCCyCyCiC -
B = 0by €y CCCx Cx --- veya B = obyCiCrararay ...
A = oaicrcraragay ... A = ga;c,c, 000 ...
B = obycycybybyby ... veya B = obyc,c, 000 ...

gibi olacaktir. Bu noktalarin sonsuz sayida farkli kombinasyonlarindan da sonsuz sayida
farkli noktalarin elde edilebilecegi gdzden kagirilmamalidir. Ornek olarak A =
0aCiCrbr0cicyCy ...ve B = abycicpc0agagay ... nokta  ¢ifti  verilebilir.  Bu
noktalarin yani sira Ty,, = —2 olmak lzere i >k + 3 icin T; yi sifir yapan n =
1,2,3, ... iGN Ty ani1y = —1 V€ Tiyany = 2 VYA Ty ani1) = 1 V€ Tiy(any = —2 gibi
sonsuz sayida farkli kombinasyonlarindan elde edilen farkli noktalarin varlig1 da goz
ardi edilmemelidir.

il. Y41 + Ox4+1 = 1 olsun. Bu durumda ay,; # ci iken by,; = ¢ Ve axy1 = Ck

iken by .1 # ¢, olmaktadir. Dikkat edilirse

1
221 _Z 22221 T Tk

i=k+2 =mq i=m,
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esitligi altinda ay,q = b, iken by,; =c, Ve apyq = ¢, iken by, = a, durumu
incelenmelidir. Bu durumdan herhangi bir nokta elde edilememektedir.
Ayyq1 = Qi IKeN by = ¢y Ve ag4q1 = ci iken by, = by olmak iizere noktalari

belirleyebilmek icin

mq— 1 - —1

T, 1 T/ 1
Z 20 EZZ_ 22221 T T gk
i=k+2 =my i=m,

esitligi kullanilmalidir. Ty, = —2 olmak Uzere i > k + 3 igin T/ = 0 olmalidir. Bu
durumda ortaya ¢ikan noktalar asagidaki gibi olacaktir.
A = 00, CCrCCCk - A = ogaiaycibybyby ...
B = obybycraraiay ... Veya B = gbCrCrCrCiCi -
Bu noktalarin sonsuz sayida farkli kombinasyonlarindan gelen sonsuz sayida

farkli noktalarin varligi da gozden kacirilmamalidir.
a; # 0 ve b, = 0 olsun.

i=123,..,k—=1icin a; = b; ve ay # b, (a;, b; € {0,1,2,3}) olmak Uzere A
ve B; S lizerinde kod temsilleri sirastyla a;a; ... @y ax@xsq - V€ biby ...by_10bjyq ...
olan farkli iki nokta olsun. Ilk olarak K = @, M = @ ve L = @ olarak alinmaktadr.

Bu durumdai = k + 1 icin

_ (0, a; = a, _ (0, b; = ay
b= {1: ’ ﬁi B {1; bi * ak,

a; * a,

_ (0, a; = ¢ _ (0, b; = ¢y
Vi = {1, a; * Ck’ Si - {1, bi * Ck

. (0, b; = b,

rBi :{ ' I,(

1, b; # by,

olmak (zere
d(A,B) =min{=i+ A + €, + A’ +3B, A" +3B |
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elde edilmektedir. Bu formiilden hareketle asagida B6liim 6.1°de ifade edilen Durum 4,
Durum 5 ve Durum 6 ikiser ikiser birbirlerine esitlenerek farkli formda noktalar
bulunmaktadir.

i+ A+ € = A" + B Esitligi

2k+1

i=k+1 =k+1
ve
1 C p; 1 C Bi
t/q” _B — z _— _ Z —
+ 2 , 2! + 2 < 2t
i=k+2 i=k+1
olmak tizere k1+1 +A+C=A"+>Bolsun,
2 2

1 pi—a; 1 Bi—Bi\ @+
2k+1 i + 5 i - 2k+1

i=k+2 i=k+1
esitligi elde edilmektedir. Bundan sonra esitligi kolaylastirmak admna i >k + 2 igin
@i —a; =M;vei>k+1iginB; —B{ = K; kullanilacak olup dikkat edilirse M;, K; €
{—1,0,1} dir.
i.  ag4, = 0olsun. Bu durumda

1 S M, 1« K
7= ) atal X 3

i=k+2 i=k+1

esitligi elde edilmektedir. Bu toplam altinda asagidaki durumlardan en az biri gegerli
olacaktir.
a)axs, = by olup i = k+2 i¢in M; =0ikeni >k + 1 i¢in K; = 1 olmaldur.

Bu durumda ¢ikan nokta

A = oapbyaiagay ...

B = a0by,b, by by, ...
gibi olacaktir. Bu kombinasyona ek olarak M; ve K; i¢in sifir1 veren sonsuz sayida farkli
kombinasyondan ortaya ¢ikan sonsuz sayida farkli noktalarin varlig1 da incelenmelidir.

Omegin My,, =1, My, = —1 olmak (izere i > k + 4 igin M; = 0 veya K., = 1,
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K41 = 0 olmak Uzere i > k + 3 i¢in K; = 1 verilebilir. Bu durumda ortaya ¢ikan nokta
Sekil 6.2.7°de de goriildiigii gibi

A = agayb, b craraiay ...

B = a0by,cy by by by, ...

seklinde olacaktir.

:§00 B
So’l Sa:
A

Sekil 6.8. Kod temsilleri1223111 ... ile 023222 ... olan noktalar.

Bu durum icin genel bir formilizasyon olarak i = 1,2,3,...,n igin Mj,; = 0 olsun.

Myini1 = 1licinj =n+2,n+ 3,n+ 4, ... olmak tizere My, ; = —1 verilebilir,
So
S03
B
~§00

Scrl SO’Z
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Sekil 6.9. Kod temsilleri 1332111 ... ile 032333 ... olan noktalar.

b) axy1 = by olup i =k + 2 igin M; = 1ikeni > k + 1 i¢in K; = 0 olmaldr.
Bu durumda ¢ikan nokta
A = oaybybyby, ...
B = a0cycicy ..
gibi olacaktir. Bu kombinasyona ek olarak M; ve K; icin sifir1 veren sonsuz sayida farkli
kombinasyondan ortaya c¢ikan sonsuz sayida farkli noktalarin varligi da goézden
kacirilmamalidir. Ornegin i > k + 2 igin M; = 1 olmak lzere Ky, = 1i = k + 2 igin
K; = —1 verilebilir. Bu durumda ortaya ¢ikan nokta agsagidaki gibi olacaktir:
A = oayb b, by ...
B = a0bjaiaiay ...
ii. ax41 = 1 olsun. Bu durumda a,,; = ¢, veya a4, = ay olabilir. ai,; = a;
i¢in farkli bir toplamla noktalar daha sonra bulunacaktir. a,,,; = ¢, olsun.
1 i Mi+1<§: Ki)
2k i=k+2 22 i=k+1 2
olup bu toplami altinda i > k+ 2 icin M; =1 ve i > k+ 1 i¢in K; = 1 durumunda
herhangi bir nokta elde edilememektedir. a;..,; = a; olsun. Bu durumda formal

1 S M, 1{ <« K
= ) 3t L o

i=k+2 i=k+1

olarak kullanilmalidir. Bu durumda i > k + 2 igin M; =0ikeni > k+ 1 igin K; =1

olmalidir. Bu durumda ¢ikan noktalar

A= oarararay ... A= Uakakbkbkbk."
B = o0b;,b,b by, ... veya B = o0b;b;bb;, ...
gibi olacaktir.

1
2k+1

+ A + %B’ = A" + %B Esitligi

1 11 >y 1 o 6
gt A T8 =gt ) ity Z 2

ve
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" 1 _ N Qi 1 C ﬁi
A'+5B= ) 7*5(2 2
L

i=k+2

1
2k+1

olmak lizere + A + %B’ =A"+ %B olsun.

1 pi—vyi 1 Bi — 6; Vi+1
2k+1 20 + E 20 - 2k+1

esitligi elde edilmektedir. Bundan sonra esitligi kolaylastirmak adma i > k + 2 igin
p;i—vi=M; ve i>k+1 icin f;—36; =K; kullanilacak olup dikkat edilirse
®;, Vi, Bi, 6; nin durumlarindan dolay1 M;, K; € {—1,0,1} olmaktadir.

I.  ¥Yx+1 = 0olsun. Bu durumda a; ., = cj olup

1 S M, 1{ <« K
7= ) atal O 3

i=k+2 i=k+1

esitligi elde edilmektedir.
a) i=>k+2ic¢in M; =0 iken i >k + 1 igin K; =1 olmalidir. Bu durumda
ortaya ¢ikan nokta
A = oaicraragay ...
B = 00cycCrCrCx -
seklinde olacaktir. Burada i >k + 2 icin M; yi sifir yapan sonsuz sayida farkli
kombinasyonlardan ortaya ¢ikan sonsuz sayida farkli noktalar da goz ardi
edilmemelidir. Bahsedilen sonsuz sayida farkli kombinasyonlara bir 6rnek olarak
Mg,y =1, My,3 =—1 olmak Uzere i >k +4 igcin M; =0 ve Kyy1 =1, Ky =0
olmak Uzere i = k + 3 icin K; = 1 verilebilir. Bu durumda ortaya ¢ikan nokta
A = oagcrcbragagay ..
B = 00c; by € Ci Crc Cic Ci -
seklinde olacaktir. Bu durum igin genel bir formilizasyon olarak i = 1,2,3,...,n igin
My,; =0 olsun. My nq =1 0¢in j=n+2,n+3,n+4,.. olmak lzere My, n,; =
—1 verilebilir.
b) M,, =1 ve K,,; =0 olmak tizere i > k+ 3 icin M; =0 iken i > k+ 2
icin K; = 1 olmalidir. Bu durumda ortaya ¢ikan nokta

A =oagcrcraragay ...
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B = 00b},Cy CiCcCi Ci; -
olacaktir. Yine ek olarak i >k + 3 icin M; yi sifir yapan sonsuz sayida farkli
kombinasyonlardan ortaya ¢ikacak noktalar da goz ardi edilmemelidir.
c)i=>k+2icin M;=1iken i >k +1 igin K; = 0 olmaldir. Bu durumda
ortaya ¢ikan nokta
A = oaicrcicy -
B = o0b; b, by, ...
seklinde olacaktir. Burada i >k + 2 igin K; yi sifir yapan sonsuz sayida farkli
kombinasyonlardan ortaya ¢ikan sonsuz sayida farkli noktalar da g6zden
kagirilmamalidir. Bahsedilen sonsuz sayida farkli kombinasyonlara bir 6rnek olarak
Ki.1 = —1olmak lizere i > k + 2 i¢in K; = 1 verilebilir.
Bu durumda ortaya ¢ikan nokta
A = 0a;CCrCiC -
B = g0aycicrcy -
seklinde olacaktir. Bu durum icin genel bir formilizasyon olarak i = 1,2,3,...,n i¢in
Ky =0o0lsun. Ky ypnyg =1i¢inj=n+2,n+3,n+4,.. olmak tzere Ky p,; = —1
verilebilir.
d) n =123, ..1¢INn Mgsan+1) =0, Mkian) =1 Ve Kiyone) = 0, Kiran) =
1 olabilir. Bu durumda ortaya ¢ikan nokta
A = 0a,CLCraKCy ...
B = a0by, b, by by by, ...
seklinde olacaktir. Bu kombinasyonun da farkli c¢esitleri oldugu godzden
kacirilmamalidir.
il.  ¥x41 = 1olsun. Bu durumda ay ., # ¢ olup ay.; = by igin
1 i Mi+1<i Ki)
2 i=k+2 2t 2 i=k+1 2

esitligi kullanilmalidir. Fakat inceleme yapildiginda bu esitlik altinda herhangi bir nokta

elde edilememistir. a,, = ay icin asagidaki esitlik kullanilmalidir.

1 S M, 1« K
zi= ) aita| X o)

i=k+2 i=k+1
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i=2k+2igcinM; =01ikeni >k + 1 i¢in K; = 1 olmalidir. Bu durumda ortaya

¢ikan noktalar

A = 0a,0,CLCKC - A =oagaiaiaiay ...

B = 00cyCCxCx - Veya B = g0c,CyCCiCy -
seklinde olacaktir. Burada i >k + 2 igin M; yi sifir yapan sonsuz sayida farkli
kombinasyonlardan ortaya ¢ikan sonsuz sayida farkli noktalar da gdzden
kagirilmamalidir. Bahsedilen sonsuz sayida farkli kombinasyonlara bir 6rnek olarak
My,, =1 olmak Uzere i = k + 3 icin M; = —1 verilebilir. Dikkat edilirse i sikkinda

gecerli olan tiim kombinasyonlar bu esitlik altinda da gecerli olacaktir.
a;, # 0 ve b, = 0 olsun.

i=123,..,k—1icina; = b; ve a, # by, a;, b; € {0,1,2,3} olmak lizere A ve
B; S uzerinde kod temsilleri sirasiyla a,a, ... @y_10xQ4q .. V€ biby ..by_10bjyq ...
olan farkl1 iki nokta olsun. ikinci olarak m; < m, <mz <--vel; <l, <l3 < --igin
M = {my,my,ms,...}veL ={l;, 15,15 ...} olmak lizere M = @, L + @ ve K = @ olsun.
Bu durum degerlendirilirken k + 1. adimdan sonra sifirlarin ayni sayida ve ayni blokta
olmasina dikkat edilmistir. Yani asagida M = L ve n € N ve n > 1 olmak lzere m,, =
L,, durumu ayrintili olarak incelenmektedir.

Bu durumdai = k + 1 icin

0,a =a 0, b =a
§0i={1 l i .Bi={ l y

a; #a,’ 1, b; # a;’
r=biaza o=linze
Bl = {0, b, = b,:{
1, b; # by,
olmak lzere
d(A,B) =min{-i+ A + €,z + A’ +3B, A" +3B |
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elde edilmektedir. Bu metrikten hareketle asagida Bolim 6.1’de ifade edilen Durum 4,
Durum 5 ve Durum 6 ikiser ikiser birbirlerine esitlenerek farkli formda noktalar

bulunmaktadir.

+A' +5B = A"+ B Esitligi

2k+1
mq— 1 mz 1 mr+1—1
1 o1 Vi
2k+1+°q +ZB 2k+1+ 2 21+t 2 2 21+t+ +_ z 2i+t+m
i=k+1 i=my i=m,
1,-1 L lp+1—1 5
i
Z 21+t 2 21+t ' +2_p 2 2i+t+
i=k+1 i=l4 i=lp
ve
1 m1—1 mz -1
A +§B = Z 21+t 2 21+t
i=k+2 i=mq
1 Mypy1—1 1 l1-1 ﬁ 112—1 ﬁ
+= Dt ——+= — +

r i+t 2 ' 2i+t © 2 . i+t

i=m, i=k+1 i=l4
i
top S T

i=lp

olmak tizere ——+ A’ + = B’ =A"+ %B olsun.

mq—1 my—1 m4—1
1 Qi Vi q)l Vl —Vi, <pl Vl
2k+1 - i 5 i 22
i=k+2 i=mq i=m, i=mgs
mi—1 mz -1 m3—1
31—5 Zﬁi—&' 1 zﬁi—5i Yi+1
— _ + — - + e | =
A 22 28 2k+1
i=k+1 i=mq i=ms

elde edilmektedir. Esitlikte kisaltma olarak bundan sonra i > k + 2 i¢in ¢; —y; = M;
ve i = k+1 igin B; — §; = K olarak almacaktir. Dikkat edilirse y;, §;, ¢; ve B; nin
durumlarindan dolay1 M;, K] € {—1,0,1} olmaktadir.

I.  ¥Yk+1 = 0olsun. Bu durumda. a;,; = c; olup
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ml—l

2k+1 21 *3 2 *3 21 zi
i=k+2 =m, i=m,
mq—1 msz—1
Z Z i’ + 1 K, +
2T 20022 £, 21
i=k+1 i=mgy

esitligi elde edilir. i = k + 2 i¢in M{ = 1 iken i > k + 3 i¢in M; = 0 olmak Uzere i =
k+1icin K/ =1ikeni >k + 2 i¢in K; = 0 olmalidir. Bu durumda ortaya ¢ikan nokta

A =oaicrCraragay ...

B = a0c; by by by by, ...
gibi olacaktir. Bu noktaya ek olarak M; ve K| yi sifir yapacak sonsuz sayida farkli
kombinasyonlardan ortaya ¢ikan sonsuz sayida farkli noktalar da g6zden

kagirilmamalidir. Bu noktalara 6rnek olarak asagidaki nokta ¢iftleri verilebilir:

A = oaicrcOagagay ... A = oaicrcOcragay ...
B = 0ocyb;Obyb by, ... Vveya B = a0cib,0aia,ay ...
Se
S03
A B
Sao
S'o'l §0’2

Sekil 6.10. Kod temsilleri 1330111 ... ile 0320222 ...olan noktalar.

ii.  ¥Yr41 = 1olsun. Budurumda a,,, # ¢ olup a4, = by, olabilir. Bu durumda
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mq—1
1 I

- 27 2’” 2 S
T4 2 *3 21 T it
i=k+2 =my i=m, i=mgs

‘m1—1
AT EaY SRy e
2\ 2t 2 2t 2‘
i=k+! i=ms

elde edilir. Fakat bu esitligi saglayan herhangi bir kombinasyon olmadigindan bu esitlik

altinda herhangi bir nokta elde edilememektedir. a;,, = a; olsun. Bu durumda

m11

my—1 msz—1 my—1
1 M 1 M, 1 M|
2k+1 713 Z?WZ?*?Z?*

i=k+2 i=mq i=m, i=mgy

mi— 1 m3—1
iI 1 KI
2 2t Z T3 22 2t 2T
i=k+! i=mgs
esitligi elde edilir. Bu esitlik altinda herhangi bir nokta elde edilememektedir.

ar+1 = 0 durumunda ise ortaya ¢ikan

mq— 1 mz—l m3—1 m4—1
1 M 1~ M 1 M|
zk+z— 7t3 Z 7%2 m—zZ i
i=k+2 i=m, i=m, i=ms
m3—1
iI 1 KI
+_ Z 2 Z it P
i=k+! i=mgs

esitligi saglayan herhangi bir kombinasyon olmadigindan bu esitlik altinda herhangi bir

nokta elde edilememektedir.

+A+C=A"+= BEsltllgl

2k+1

m1—1 m2—1
L +A+C= i _|_l i
2k+1 - i+t 9 i+t
i=k+1 i=m1

mr+1—1 mi—1

1 a; 1 B,
+? Z 2i+t+m+§ 2i+t

i=m, i=k+1

my—1 Myp1—1
1 2 ﬁi 1 +1 ,Bl.
+§ E F-I-”.-I-? E F-l-

i=mq i=m,

ve
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1 ‘m1—1 1m2—1 1 mr+1—1
" (2 (7 (7
A +5B= Sty oot oy St
i=k+2 i=mq i=m;,
I,-1 I,-1 lp41—1
1 pi 1 Bi 1 Bi
+§ 2i+t E 2i+t + +2_p 21+t
i=k+1 i=ly i=lp
olmak lizete — + A +C=A"+ = B olsun. Bu durumda

k+1

my—1 my—1 msz—1 my—1

1 pi—a; 1 pi—a; 1 pi—a; 1 P —a
2k+1 Z T T 2 T Z 21
i=k+2 i=m1 i=m2 i=m3
mp—1 my—1 , m3—1 ,
ﬁl ,31 1 Bi—B 1 Bi — B; X1
t3 Z 2t Z TR BT
i=k+1 i=mq i=mgy

elde edilmektedir. Esitlikte kisaltma olarak i > k + 2 icin ¢; —a; =M; ve i >k + 1
icin 8; — ] = K/ olarak alinacaktir. Dikkat edilirse a;, 5;, @; ve B; nin durumlarindan

dolay1 M;, K] € {—1,0,1} dir.

I.  ag4, = 0olsun. Bu durumda ay,, = by olup

m1—1 , my—1 ,

1 M 1 M;
—2k+1=z Z 20 " Z ATE L T
i=k+2 i=mq i=ms

mq— 1
+ DL
2 2 2t 22 21
i= k+1 i=mq i=ms

elde edilir. Bu durumda i = k+ 2 igin M; =1, i >k + 3 icin M; = 0 olmak uzere
i=k+1icinK; =1,i>k+ 2icin K/ = 0 ortaya ¢ikan nokta

A= O'akbkbkakakak
B = O'Ob;{CkaCkaCk

seklinde olacaktir. Buna ek olarak -+ A"+ = B’ A+ %B esitliginin i sikkindaki

kombinasyonun da bu esitlik altinda gecerli oldugu g6z ardi edilmemelidir.
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il.  agyq = 1olsun. Budurumda ayg,q # by olup a1 = ay igin

mq—1 my—1 msz—1 my—1
1_ZM{+1 zM{+12M{+1 Mi’+
2k 20 2\ Lu o2t 2 Ly 2t 22 Ly 2t T
i=k+2 i=mq i=m, i=msy
mp—1 my—1 msz—1
2\ 20 2 Ly 2t 22 Ly 2
i=k+1 i=my i=ms

elde edilir. Bu durumda herhangi bir nokta bulunamamaktadar.

6.3 Ekli Sierpinski Ucgeni Uzerindeki Noktalarin Jeodeziklerine Gore
Smiflandiriimasi

Bu bolumde, ekli Sierpinski tcgeni Uzerinde jeodeziklerinin sayis1 2", 3.2" +
n(n=0,1,23,..) ve sonsuz olan noktalar oldugu gosterilmekte ve bu jeodezik
sayisina gore noktalarin kod temsilleri siniflandirilmaktadir.

Ayni seviyedeki alt ticgenlerin ayni kenar1 {izerinde bulunan noktalarin

jeodeziklerinin sayis1 bir oldugu asikardir. Ornegin,
A,B € {oa,ay 1ap42 - lax € {0,1,2,3}, a;4; € {1,2},i = 1,2,3, ...}
A, B € {oayay 1ax4, - lag € {0,1,2,3}, ax,; € {1,3},i =1,2,3,...}
A,B € {oa,ay 1ap42 - lax € {0,1,2,3}, a,4; € {2,3},i =1,2,3,...}

nokta ¢iftlerinin jeodeziklerinin sayist birdir. Ama jeodezik sayist bir olan noktalar
sadece aym1 seviyenin ayni kenarlari {izerinde bulunan noktalardan olusmazlar. Ornegin,
ayni alt tiggende bulunmayan kod temsilleri sirasiyla 011333 ... ve ¢22333 ... olan
nokta ciftlerinin de jeodezik sayisi birdir ve bu sekilde bir¢ok nokta bulunur. Simdi,
diger durumlarin varligini saglayan bazi nokta ¢iftleri arastirilacaktir.

Teorem 6.3.1 0 = aya, ...ai_q; i <k ic¢in a;, b; € {0,1,2,3}, a, cx € {1,2,3},
b, € {0,1,2,3}, ay # by, ¢, # a, Ve ¢, # b, olmak Uzere A ve B noktalarim kod
temsilleri sirasiyla ogagcicy ... Ve 0by by 41bi42 ... olsun. Eger g = k olacak sekilde bir
q igin by =0 ve q # i igin b; = by ise A ve B noktalar1 arasindaki jeodezik sayisi

20-k+1 (i,
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Ispat Ilk olarak k = q 6zel durumu ile baslansin. Yani;

A = oaycrcicy -

B = a0by,by by, ... (6.5)
olsun. (Burada by =0 oldugundan karisiklik olmamasi adma by Yyerine by,
kullanilmaktadir.) by, = 0 oldugundan Durum 4, Durum 5 ve Durum 6 hesaplanip en

kisa yollar bulunmalidir.

ve

1
2t+k+1 = 2t+k+1 + 2t+k

oldugundan dolay1 en kisa yollar Durum 4 ve Durum 5’te verilen sirayla A(S'aak N
S50) U (Spa, N S50)B yolu ve A(Syc, NSs0) U (Sse, N Sso)B yoludur. Boylece bu

noktalar arasindaki jeodezik sayist 2 dir.

503
SU ¢4 §aom~§03
S’cl Y v B‘ gcl
Se0mMSa So0dS a2

Sekil 6.11. 2 jeodezikli noktalar.

Simdi
A = 0a,CrCxCk .. C CCy -

B = O-bkbkbkbk kabk (66)
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olsun. a, # by ve a; # 0 # by oldugundan Durum 1, Durum 2 ve Durum 3’te verilen

formiiller hesaplanmali ve en kisa yol bulunmalidir. Béylece,

1
T ok+t—-1  oq+t+l+k
2 2

A+ B

, 1
Jt+k T Qk+t-1  q+t+i+k

n 1 1
t+k+1 T 9k+t-1  9q+t+k
2 2 2

elde edilmektedir. Buradan en kisa yollardan birinin S, 1n (faak N 500)(§abk N 5’00)

kenarindan gegtigi sonucu elde edilmektedir. Burada dikkat edilmesi gereken bir

hususta A noktasinin kod temsilinin A = gcia,a,ay ... olmasidir. Bu kod temsili alinip
benzer hesaplamalar yapildiginda en kisa yollardan digerinin ise S, 1n (fack N
S50)(Sob, N Ss0) kenarmdan gegmesidir. Bdylece en kisa yollarm S5, N Sy
noktasindan ge¢mesi gerektigi sonucuna varilir. §Gbk NnS,, = B; noktasinin kod
temsillerinden biri a0by by by, ... oldugundan A ile g0bybyby ... arasinda iki en kisa
yolun oldugu k = g durumundan elde edilmektedir. B; noktasinin diger bir kod temsili
obyaciCy ... dir. Simdi B; noktasinin bu kod temsilini kullanarak B; ve B arasindaki

jeodeziklerin sayis1 bulunacaktir.
By = 0b,ayCiCiCy - CkCxCi ---
B = abybybyby by ... b, 0by ...
oldugundan ob;, = o'denilirse,
B, = 0'ayCyCy o CiCicC -
B = a'bybyby ... b Ob ... (6.7)

formuna doniismektedir. (6.6) ve (6.7) ile verilen noktalarin kod temsilleri benzer
oldugundan (6.6)’daki noktalarin jeodezik sayisini hesaplamak i¢in kullanilan yontem
(6.7)’de de gegerli olacaktir. Boylece B ve B; arasindaki en kisa yol kod temsili B, =

oby0b; by by, ... noktasindan gegmeli ve B; ile B, arasindaki jeodezik sayist 2 olmalidir.
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Boylece A ile B, arasindaki jeodezik sayisi 4 olmaktadir. Bu sekilde devam edilirse
Bg_k+1 noktasmin kod temsili abybyby ... b Oby ... olmak lzere B,_; noktas1 ve B, =
B arasindaki jeodezik sayist 2 oldugundan dolay1 A ile B arasindaki jeodezik sayisi

24-k+1 glmaktadir.

Se So3
So A S8 So A S ool Ses
S'd 550 '\gal ga:) S‘g: i 5::: S‘U.
\ Sacﬂfcs )
&a'i} ’Hs'c‘x S 7 hBé X

Sekil 6.12. Sirasiyla jeodezik sayis1 4 ve 8 olan noktalar.

Sonug 6.3.1 Eger g — oo ise B noktasinin kod temsili B = aby by by, ... by ... olur.

Bu durumda A4 ile B arasindaki jeodezik sayisi
lim 29751 = o
q—)OO

olarak elde edilmektedir.

Teorem 6.3.2 0 = a,a, ...a,_,, i <k icin a; € {0,1,2,3}; ay, by, cx € {1,2,3}
ayx # by, by #cy, ap#c, olsun. A ve B noktalarmi kod temsilleri sirasiyla
0y CrCxCy .- V€ by arby by by ... ise A ve B noktalari arasinda 3 jeodezik vardir.

Ispat a, # by ve a, # 0 # b, oldugundan Durum 1, Durum 2 ve Durum 3’teki

formiiller hesaplanip en kisa yollar bulunmalidir.

1 3
+ p—

A +B 2k+t+1 T ok+t+1

= 2k+t

1 , , 1 1 1
2k+t tA+B = 2k+t +0+ 2k+t = 2k+t—1
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1 1 1 3

Dk+T+1 +A +B = DR+l + Dk+T+1 + Sk+t+l  pk+t+l

oldugundan en kisa yollar sirastyla Durum 1 ve Durum 3°te verilen S,,, N S,p,
noktasindan gecen A(gaak N gabk) U (faak N gabk)B yolu ve (faak N 500)(501,,( N
Ss0) dogru pargasindan  gecen  A(Syq, N S50) U (Ssay N So0)(Son, N Ss0) U
(fobk ﬂfoO)B yoludur. Ayrica A noktasinin diger bir kod temsili ocpaiaiay ...
oldugundan ve bu kod temsilini kullanarak A ve B noktalar1 arasindaki en kisa yol

digerlerinden farkl1 olarak (§Uck N 500)(501, L N 500) dogru parcasindan gegen uzunlugu

e olan A(Sse, N S50) U (Soc, N S60)(Sony N So0) U (Sov, N S50)B  yolu  da
eklenmelidir. Bu durumda A ile B noktalar1 arasindaki jeodezik sayisi 3 oldugu sonucu

elde edilmektedir.

Sa3

S‘_vl M -§.r: B
Sekil 6.13. 3 jeodezikli noktalar.
Teorem 6.3.3 0 = a,a, ...a;_q; i < k i¢in a; € {0,1,2,3}, a; # by, by # ¢y,

C * a, Ve ay, by, c, €{1,2,3} olsun. A ve B noktalarinin kod temsilleri sirasiyla

Oy CyC - V& Obybyqby,y ... olsun. Eger ¢ = k + 1 olacak sekilde bir q igin b, = a;



92

ve q #ii¢in b; = by m = q — k — 1 olmak Uzere A ve B noktalar arasindaki jeodezik
sayist 3.2™ + m dir.

Ispat ¢ = k + 1 durumu Teorem 6.3.1’den ispatlanmaktadir.
q = k + 2 olsun.

A = 0a,CrCCk +.. Ci CkCiCi -
B = O-bkbkbkbk bkakbkbk

olsun. ay # by ve a, # 0 # by, oldugundan Durum 1, Durum 2 ve Durum 3’teki

formiiller hesaplanarak en kisa yollar bulunmalidir.

2971 —1 1
2k+t + 2q+t—1+k + 2q+t+k

A+B=

;o1 1 1
+A+B = +0+

2k+t - 2k+t 2k+t = 2k+t—1
. " 1 1 2471 1 1
Dk+t+1 tA +B = Dkl + Dk+t+1 + <2q+t—1+k + 2q+t+k>
olup
u‘l+B=W+cﬂ + B S2k+t+‘A+B

elde edilmektedir. Yani, A ve B noktalar1 arasindaki en kisa yollar sirasiyla S'Gak N §Gbk
noktasindan veya (Syq, N S50)(Sop, N Ss0) dofru pargasindan geger. Ayrica A
noktasinin diger bir kod temsili ocipagagay ... olup bu kod temsili ile hesaplamalar
yapilirsa  diger kisa yolun (S, N S50)(Sop, N Ss0)dogru parcasindan  gegtigi
gortilmektedir. Boylece A ve B noktalar1 arasindaki en kisa yollar S5, nin A(faak n
Sop,) kenarindan veya A(Syq, N Ss0) YU (Soa, N Ss0)(Son, NSso) Yolundan veya
A(Ssc, N S50) YU (Soc, N S50)(Ssp, N Ss0) Yyolundan gegmelidir. S, N Sy = By
noktasinin kod temsillerinden biri obyayciCiCy ... dir. A ve B noktalar1 arasindaki en
kisa yolu bulmak i¢in B ve B; noktalar1 arasinda 2 jeodezik oldugu dikkate alinmalidir.

Ayrica A = .§Jak N .§abk noktasinin kod temsillerinden biri ob,a,agay ... oldugundan
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ve B nin kod temsili oby by by ... oldugundan A; ile A noktalari §Gak alt Ucgeninin bir
kenar1 lizerinde olup A, ile A arasinda tek jeodezik ve A; ile B, §Gbk alt tcgeninin bir
kenar1 lizerinde olup A; ile B arasinda tek jeodezik vardir. Sonug olarak A ve B arasinda
A = foak N §obk noktasindan gegen tek jeodezik olur.

Simdi B; ile B arasindaki en kisa yollar bulunacaktir. ¢’ = ob;, olmak Uzere,
B; = a'aycicy ... CkCiCi -
B = O'Ibkbkbk ...bkakbk

oldugu i¢in benzer durumlar burada da gegerlidir. Yani B, ile B noktalar1 arasindaki en
kisa yollar bulunacaktir. A, = (§U'ak N §U'bk) veya (S~G'ak N 50'0)(50'19’( N 5(,'0) dogru
pargasindan veya (.§ NS 6'0)(.? o'by N S a’o) dogru parcasindan geger. Boylece B, =

o'ck
Sarbk nS,, olmak izere B; ve B arasinda B, den gegen en kisa 2 yol ve B; ve B
arasinda A, den gegen en kisa 1 yol vardir. Eger g = k + 2 ise Teorem 6.3.2°den dolay:
B; ve B arasinda tam olarak 3 jeodezik olur. A ile B, arasinda 2 tane jeodezik
oldugundan A ile B arasinda B, den gecen 3.2 tane jeodezik elde edilmektedir. Ayrica A
ile B arasinda A, den gegen tek bir jeodezik oldugundang =k +2(m=1)ise 3.2+ 1
tane jeodezik vardir. Eger ¢ > k + 2 ise benzer durumlar gecerlidir. Boylece A ile B

arasindaki jeodezik sayisi 3.2™ + m olarak elde edilmektedir.
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Sekil 6.14. 7 jeodezikli noktalar.

Sekil 6.15. 14 jeodezikli noktalar.
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7. SONUC VE ONERILER

Literaturde Sierpinski Uggeni uzerinde igsel metrik formilleri farkli yoldan
tamimlanmaktadir. Bu tezde, Sierpinski (cgeni tizerindeki noktalarin kod temsilleri
kullanilarak elde edilen i¢sel metrik formiiliiniin insas1 model alinmaktadir. Benzer bir
yontem kullanilarak, zayif kendine benzer kiime modelleri olan Sierpinski iicgeni ve
komsu Sierpinski iiggeni iizerinde i¢sel metrik formiilii insa edilmistir. Son olarak
bliziilme doniistimleri katsayisi farkli kuvvetli kendine benzer kiime modeli olan ekli
Sierpinski ti¢ggeninde (Sen, 2020) tanimlanan ig¢sel metrik formiili kullanilarak
jeodeziklerin sayilarinin bazilari elde edilmekte ve bu jeodeziklerinin sayisina gore bazi
noktalarin kod temsilleri verilmektedir.

Sierpinski Ucgeninde 1,2,3,4 ve en fazla 5 olan jeodeziklerin sayisi ekli
Sierpinski tiggeninde de vardir. Ama jeodezik sayist 5 olan nokta ¢iftlerinin var olup

olmadig1 ayr1 bir arastirma konusu olabilir.
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