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OZET
YOGUNLUKLU MiINKOWSKI UZAYINDA LIGHTLIKE DONME EKSENLI
DONEL YUZEYLER
Bu calisma dért boliimden olusmustur. Birinci boliimde giris kismia yer verilmistir. ikinci
boliimde 3-boyutlu Oklid uzayr ve Minkowski uzaylarinda temel kavramlar verilmis ve
yiizeyler tanitilmistir.
Ucgiincii boliimde 3-boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda dénel yiizeyler ve yogunluklu
yiizeyler tanitildi. Ayrica 3- boyutlu Minkowski uzayinda donel yiizeyler eksen tiplerine gore
incelenmistir.
Dérdiincii boliim ise bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu béliimde yogunluklu
3-boyutlu Minkowski uzayinda lightlike donme eksenli donel yiizeyler incelenmistir. Donel
yiizeylerin agirlikli ortalama egriligi ve agirlikli Gauss egriligi hesaplanmistir. Agirlikli Gauss
egriliginden hareketle donel yiizey elde edilmistir. Son olarak agirliklt Gauss egriligi belli olan
donel ylizeylere ait 6rnekler verilmistir.
Anahtar Kelimeler: Oklid Uzayi, Minkowski Uzay1, Dénel Yiizey, Agirlikli Gauss Egrilik,
Agirliklh Ortalama Egrilik.



ABSTRACT
SURFACES OF REVOLUTION WITH LIGHTLIKE AXIS IN MINKOWSKI SPACE
WITH DENSITY

This study consists of four chapters. The first chapter is included the introduction part. In the
second chapter, basic concepts in 3-dimensional Euclidean and Minkowski are given and
surfaces are introduced.

In the third chapter, surfaces of revolution and revolution of surfaces with density are
introduced in 3-dimensional Euclidean and Minkowski space. Moreover, surfaces of revolution
are examined according to axis types in 3-dimensional Minkowski space.
The fourth chapter is the original part of this study. In this chapter, surfaces of revolution with
lightlike axis are examined in Minkowski space with density. The surfaces of revolution
weighted mean curvature and weighted Gaussian curvature are calculated. By using weighted
Gauss curvature, surface of revolution is obtained. Finally, examples surfaces of revolution

with weighted Gaussian curvature are given.

Keywords: Euclidean Space, Minkowski Space, Surface of Revolution, Weighted Gaussian

Curvature, Weighted Mean Curvature.
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1.GIRIS

Yiizey teori, hem teorik olarak hem de fizik ve miithendislikte uygulamalarinin ¢ok fazla
calisilmasindan dolayr diferansiyel geometrinin 6nemli bir konusudur. Yiizey teorinin iginde
yer alan konulardan bir tanesi de donel ylizeylerdir. Donel yiizeyler, helikoidal yiizeylerin 6zel
bir halidir. Donel yiizey, bir eksen etrafinda bir egri dondiirtilerek olusturulan bir yilizeydir.
Dénel yiizeyler bu zamana kadar R® uzayinda ve farkli uzaylarda, farkli kosullar altinda

calisilmistir. Ilk olarak, Delaunay R® uzayinda sifirdan farkli sabit ortalama egriligi olan dénel
yiizeyleri incelenmistir (Delaunay, 1841: 309-314). Daha sonra Kenmotsu, ortalama egriligi
belli olan donel yiizeyleri incelenmistir (Kenmotsu, 1980: 147-153). Hsiang ve arkadaslari
Delaunay’in verdigi teoremi genellestirmislerdir (Hsiang, 1981: 161-177). Beneki ve
arkadaslar1 3 boyutlu Minkowski uzayinda R} donel yiizeyleri ¢alismiglardir (Beneki, 2002:

586-614).

Son zamanlarda yeni bir caligma alani olan yogunluklu manifoldlar da yapilan
calismalarin sayis1 oldukga artmistir. Yogunluklu yiizeyler ile ilgili ilk ¢alismalar F. Morgan
tarafindan yapilmistir. F. Morgan; bir Riemann manifoldundaki yogunlugu hem hacmi hem de
yiizey alanini agirliklandiran pozitif bir fonksiyon olarak tanimlamistir (Morgan, 2005: 853-
858). Daha sonra F. Morgan yogunluklu manifoldlarin ortalama ve Gauss egriliklerini
tanimlamig, Poincare hipotezini, Perelman ispatin1 incelemis ve Myers teoremini yogunluklu
Riemann manifoldlarina genellestirmistir (Morgan, 2006: 455-461). Bu calismalardan
yararlanilarak yogunluklu yiizeyler ile ilgili ¢esitli galismalar yapilmistir. C. Rosales, I. Corwin
gibi isimler bunlardan bazilaridir. Siirekli yogunluga sahip Oklid uzayinin izoperimetrik
problemini inceleyen C. Rosales bir boyutta tek bigimli yogunluk i¢in izoperimetrik bolgeleri
karakterize etmistir (Rosales, 2008: 27-46). 1. Corwin, yogunluklu manifoldlarin Gauss Bonnet

teoremi ve formiiliinii, geodezik ve sabit yiizey egriligini tanimlamistir (Corwin, 2006: 1-15).

Yogunluk fonksiyonu minimal ylizeyler iizerinde de oldukg¢a fazla calisilmis bir
konudur. L. Belarbi, Oklid uzayimda lineer yogunluklu minimal yiizeyler ile ilgili esitlikleri
ifade etmis ve bazi minimal grafiklerin esitliklerin ¢6ziimlerini karakterize etmistir. Buna ek
olarak radyal yogunluklu yilizeylerde yogunluklu Gauss ve Ortalama egriligini incelemistir

(Belarbi, 2012: 34-48).



Bu calismada, e % yogunluklu 3 boyutlu Minkowski uzayinda donel yiizeyler
incelenmistir. Agirlikli Gauss egriligi yardimu ile bir donel yiizey insa edilmis ve elde edilen

yiizeyle ilgili grafikler ¢izilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzayinda Egriler ve Yiizeyler
Tamm 2.1.1. A bostan farkli bir kiime ve V , K cismi iistiinde taniml1 bir vektor uzay olsun.

Asagidaki sartlar1 saglayan bir f:AxA—V fonksiyonu var ise A kiimesine V ile
birlestirilmis bir afin uzay denir.

i. VB,R,,R,eAigin f(R,R)+f(R,R)=1f(R,R),

ii. VB eAve VaeV igin f(P,P,)=a olacak bi¢gimde bir tek P, € A noktas: vardir
(Hacisalihoglu, 2000: 1).
Tamm 2.1.2. A bir reel afin uzay ve A ile birlesen bir vektdr uzayr V olsun. V vektor

uzayinda

(Y:R" > R"

(uv) > ) =3y {3 (Ut

= (Vyye V)

olacak sekilde bir i¢ carpim fonksiyonu tanimli ise A ya Oklid uzay1 denir ve E" ile gosterilir

(Hacisalihoglu, 2000: 4).

I¢ carpim fonksiyonu yardimiyla uzaklik ve ac1 gibi metrik kavramlar tanimlanabilir.

Tamim 2.1.3. veV olmak {izere vV nin normu
= v
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).

Tanim 2.1.4. R® reel vektor uzayinda V = (vl,vz,vs) ve w=(W,W,,w,) vektorleri verilsin. v
ve W vektdrlerinin vektdrel carpimi
e 6 &
VXW=[V, V, V,
W W, W
bi¢imindedir (Hacisalihoglu, 2006: 58).
Tamm 2.1.5. E" Oklid uzayinda
d:E"xE" >R
(P.Q)—d(P.Q)=lIP-QII=I PQIl
seklinde tanimlanan d fonksiyonuna Oklid metrigi denir (Sabuncuoglu, 2014: 1).

Tamim 2.1.6. E" bir Oklid uzay1 ve 7/ — R bir acik aralik olmak iizere



a.l —>E"
s—>a(s)
bi¢iminde tanimlanan fonksiyon diferansiyellenebilir ise « ya E" de egri denir

(Hacisalihoglu, 2000: 139).

Tanim 2.1.7. E", n-boyutlu Oklid uzayinda alman bir a egrisinin

d
a, | ——
S(dxkj

vektoriine o egrisinin «(S) noktasindaki hiz vektorii denir ve «'(s) ile gdsterilir
(Sabuncuoglu, 2014: 46).
Tanim 2.1.8. «: 7 — E" egrisi verilsin. Vse/ ve a'(s);t 0 saglantyor ise yani « egrisinin

hiz vektori her noktada sifirdan farkli ise egriye regiiler egri ad1 verilir (Hacisalihoglu, 2000:
150).

Tanim 2.1.9. / R iizerinde tanimli bir o egrisi ve J agik araligi {izerinde h:J — E"

diferansiyellenebilir fonksiyon olmak {izere
p=ach:J >E"
seklinde tanimlanan fonksiyon diferansiyellenebilir egri olup S ya « mnmn h ile yeniden

parametrizasyonu denir (Hacisalihoglu, 2000: 142).
Tanmim 2.1.10. Vs e/ igin;

e’ (s)] =1
ise « egrisine birim hizli egri ve se/ parametresine de yay parametresi adi verilir
(Hacisalihoglu, 2000: 149).
Tamm 2.1.11. M, R® uzayinda irtibatli bir alt kiime olmak iizere, VS e M noktasinin bir V
komsulugunda, U — R? agik alt kiimesi olmak {izere

X:UcR?>—>R®

(u,v) > X (u,v)

seklindeki doniisiim asagidaki 6zellikleri sagliyor ise M ye ylizey adi verilir.

i. X (U )=V M ve X:U—->VNM bir homeomorfizmadur.

ii. VteU noktasinda (JX )t Jacobien matrisinin ranki 2 dir.



Burada tanimlanan X doniisiimii M yiizeyinin bir parametrizasyonu ya da diger bir ifadeyle

yerel koordinat sistemi olarak adlandirilir. Ayrica R® uzaymda Vs e M noktasi icin V M

alt kiimesine ise koordinat komsulugu denir (Bar, 2010: 81).

Tanim 2.1.12. R® uzayinda bir M yiizeyi verilsin. M nin her bir p noktasina

1T, (M)xT,(M)>R, Ip(up,vp):<up,vp>
fonksiyonunu karsilik getiren I fonksiyonuna, M iistiinde birinci temel form denir.
Ayrica M nin her bir p noktasina

T, (M)xT, (M) >R, 11, (u,.v,)=(S(u,).v,)
fonksiyonuna karsilik getiren Il fonksiyonuna, M iistiinde ikinci temel form denir.
T, (Rs) uzayimda i¢ ¢arpim fonksiyonu simetrik oldugundan VpeM igin I, fonksiyonu
simetriktir. Ayrica S, donligiimii 6zeslenik oldugundan

I (Vp'up)=<s(vp)’up> =(vp,S(up)>:<S(up),vp>= I (up’vp)
olur.
Parametrizasyonu ¢(u,v)=(¢; (U,v),9,(u,v),¢;(u,v)) seklinde olan bir M yiizeyinin I .

temel formu ve Il . temel formu, sirasiyla,

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv? 2.1)
Il =edu?® + 2 fdudv + gdv®
seklindedir. | . ve Il . temel formun katsayilar1 sirasiyla
E=(p, o), F=(0,,0), G=(p,9), (2.2)
ve
e=(g,,N), T =(9,,N), g=(o,,N) (2.3)

seklindedir, burada

__Pux9,
o, o, |l

yiizeyin birim normal vektor alanidir (Sabuncuoglu, 2014: 217).
Teorem 2.1.13. Parametrizasyonu ¢(u,v)=(g (u,v),@,(u,v),@,(u,v)) seklinde olan bir M

ylizeyi verilsin. (2.2) ve (2.3) esitliklerinden yararlanilarak bu M yiizeyinin ortalama ve Gauss

egrilikleri sirasiyla,



_ Ge-2Ff +Eg
B 2(EG-F?)
ve

_eg-—f?
EG-F?

seklinde hesaplanir.

Ayrica ek olarak ylizeyin asli egrilikleri de sirasiyla
&:H+ﬁ?jg
k,=H-+vH2-K

olarak hesaplanir (O’Neill, 2006: 226).

Tamm 2.1.14. V reel bir vektor uzayi olsun. V iizerinde tanimli

g:VxV >R
dontistimii bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V iizerinde bir skalar ¢arpim, V' vektor
uzayina da bir skalar ¢arpim uzay1 denir (O’Neill, 1983: 47).

Tanmm 2.1.15. g, V vektdr uzay1 iizerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu durumda

i. YueV, u=0 olarak alindiginda ¢ (u,u) >0 oluyorsa pozitif tanimli,
ii. YueV, u=0 olarak alindiginda ¢ (u,u) <0 oluyorsa negatif tanimli,
iii. vueV, u=0 olarak alindiginda g(u,u)>0 oluyorsa yari pozitif tanimls,

iv. YueV, u#0 olarak alindiginda g (u,u) <0 oluyorsa yari negatif tanimlidir denir.
Ayrica

V. YweV ve g(u,w):O iken u=0 ise g bilineer formuna nondejenere aksi durumda
dejenere denir (O’Neill, 1983: 46).

Tanmm 2.1.16. V bir skalar ¢arpim uzayr ve W negatif tanimli bir skalar c¢arpim
tanimlanabilecek V nin en biiyiikk boyutlu alt uzayr olsun. W nimn boyutuna g skalar
carpiminin indeksi denir. g skalar garpiminin indeksi vV olmak tizere 0 <v <boyV seklindedir
(O’Neill, 1983: 47).

Tanmmm 2.1.17. V skalar bir ¢arpim uzay1 olmak iizere v, V nin indeksi olsun. v=1 ve

boyV >2 seklinde ise V skalar ¢garpim uzayina Lorentz uzay1 denir (O’Neill, 1983: 140).
Tanim 2.1.18. V bir Lorentz uzayi ve VeV olmak iizere;

i. g(v,v)>0 yada v=0 oldugunda Vv ye spacelike vektdr,



i. g (V,V) <0 oldugunda Vv ye timelike vektor,
iii. v=0 iken g(v,v)=0 oldugunda v ye lightlike (null) vektdr denir. Ayrica
s

||V|| = ‘g (V,V reel sayisina da v vektoriiniin normu denir (O’Neill, 1983: 56).
Tamim 2.1.19. V bir Lorentz uzay1 olmak {izere V nin bir alt uzayr W olsun.
I. g|, pozitif taniml1 ise W ya spacelike alt uzay,
il. g|, nondejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike alt uzay,
iii. g|, dejenere ise W ya lightlike alt uzay
denir (O’Neill, 1983: 141).

Tamm?2.1.20. R", n-boyutlu standart reel vektdr uzayinda u = (u,...,U,), V=(V,...,.v,) e R"

ve 1< p <n olmak tizere
n-p n
u,vy = ZUiVi - Z UV
i=1 i=n—p+1

esitliginde p - indeksli metrik tensérle birlikte elde edilen uzaya yari- Oklidyen uzay denir ve

R" ile gosterilir (O’Neill, 1983: 55).

p
Tanim 2.1.21. R% yar1- Oklidyen uzaymda p=1ve n>2 ise R}, yari- Oklidyen uzayina
Minkowski n - uzay denir (O’Neill, 1983: 55).

Tamm 2.1.22. M bir topolojik uzay olsun. M topolojik uzay1 asagidaki sartlar1 sagliyorsa
M ye n-boyutlu topolojik manifold (topolojik n-manifoldu) denir.

i. M bir Hausdorff uzayidir.

ii. M nin herbir agik altclimlesi E" in bir agik altciimlesine homeomorftur.

iii. M sayilabilir coklukta agik climlelerle ortiilebilir.

(Hacisalihoglu, 2000: 15).

Tamim 2.1.23. M manifoldunun her bir p noktasina T (M) uzay: lizerinde g, i¢ carpimini
karsilik getiren g doniisiimiine M iizerinde bir metrik tensor ad1 verilir. Ayrica M manifoldu

tizerinde bir metri tensor varsa bu metrik tensoriiyle birlikte bu manifolda Riemann manifoldu
denir (Sabuncuoglu, 2014: 469).

Tamim 2.1.24. M diferansiyellenebilir bir manifold ve bu manifold iizerinde tanimlanan sabit

indeksli bir metrik tensér g olmak {izere (M : g) siral1 ikilisine bir yari- Riemann manifoldu

denir (O’Neill, 1983: 55).



Tamm 2.1.25. (R”, g) bir yari- Riemann manifoldu olsun. Bu yari- Riemann manifoldunun

indeksi 1 ve boyM > 2 ise M ye bir Lorentz manifoldu denir. Bu ifadeye gore bir M Lorentz

manifoldu i¢in

n—.

1
g(u,v)=>uv,—uyv,

i1
seklindedir (O’Neill, 1983: 55).
Tamim 2.1.26. RS Minkowski uzayinda bir & — R? egrisi verilsin. Se | yay parametresi ve
{T (s),N(s), B(S)} , a(s) noktasindaki Frenet iigyiizliisii olsun.

k:I—->R

s—x(s)=lIT'(s)ll

olarak tammlanan x fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu ve x(s) de sel i¢in
egrisinin a(s) noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu, 2014: 74).
Tamim 2.1.27. R} Minkowski uzayinda bir & — R? egrisi verilsin. Se | yay parametresi ve
{T (s),N(s), B(S)} , a(s) noktasindaki Frenet iigyiizliisii olsun.

7. lcR->R

s—>17(s)=—B"N)

olarak tanimlanan 7 fonksiyonuna a egrisinin burulma fonksiyonu ve T(S) de sel igin, &

egrisinin & (s) noktasindaki burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2014: 76).

Tamm 2.1.28. o, R} Minkowski uzayinda bir egri ve T(S), a egrisinin birim teget vektor
alan1 olmak {izere

T(s,s) >0 oldugunda « egrisi spacelike egri,

T(s,s) <0 oldugunda « egrisi timelike egri,

T(s,s)=0 ve s#0 oldugunda ise « egrisine lightlike(null) egri denir.
Bu tanimdan hareketle egrinin 6zel bir hali olan dogruyu ele aldigimizda her dogru dogrultman
vektoriine gore isimlendirilir. Alinan dogrunun dogrultman vektorii spacelike ise spacelike

dogru, dogrultman vektorii timelike ise timelike dogru ve dogrultman vektor null ise dogru null

dogru olarak ifade edilebilir (O’Neill, 1983: 56).



Tamim 2.1.29. n - boyutlu bir yari- Riemann manifoldun da alinan ve boyutu (n —1) olan bir
M yari-Riemann altmanifolduna M nin bir yari- Riemann hiperyiizeyi denir (O’Neill, 1983:
106).
Tamm 2.1.30. v=(V,,V,,V;) ve W=(W,,W,,w,) vektorleri, R}, Minkowski uzayinda alinan
iki vektor olmak tizere

(V3W2 — VoW, Vi W, — VoW, VW, _Vzwl)
vektoriine V ve W nin vektorel ¢carpimi denir ve vxw ya da VAW bi¢iminde gosterilir.

1, i=]j
€ =(5i1’5i2’5i3) 4 5ij :{0 i J

olmak lzere

€& & &
vaw=—det|v, Vv, v,
wW,oow, W,
veya
—€ € &

olarak hesapanabilir. Burada saat yoniiniin tersi pozitif yon olarak kabul edildiginde
e, A€, =6, &, A6 =—€, €; A€ =—6, seklinde olup buna karsin saat yonii negatif yon kabul
edildiginde ise ifade e A€, =—€,, e, A€, =€, &, A€ =€, seklini alir (Turgut, 1995: 2-18).

Tanmm 2.1.31. M, R?, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey olsun. M yiizeyi lizerine

indirgenmis metrik pozitif tanimi ise M yiizeyine spacelike yiizey denir (Beem ve Ehrlich,
1981; Turgut, 1995: 2-18).
Teorem 2.1.32. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda go(u,v) parametrizasyonu ile verilen bir
p:UcR?> >R}
(uv) > e(uv)=(a (uv) 0, (uv), o (u.v))
yiizeyinin normali bir timelike vektor alan1 oldugunda yiizey spacelike yiizeydir. Yani N

yiizeyin normal vektor alant i¢in

(N,N)<0

ise M spacelike yiizeydir (Beem ve Ehrlich, 1981; Turgut, 1995: 2-18).



Tammm 2.1.33. M, R?, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey olsun. M yiizeyi iizerine
indirgenmis Lorentz metrigi negatif tamimli ise M yiizeyine timelike yiizey denir (Beem ve
Ehrlich, 1981; Turgut, 1995: 2-18).
Teorem 2.1.34. R? 3- boyutlu Minkowski uzaymdaki M yiizeyinin normali bir spacelike
vektor alani oldugunda yiizey timelike ylizeydir. Yani N yilizeyin normal vektor alan1 olmak
uzere

(N,N)>0
ise M timelike yiizeydir (Beem ve Ehrlich, 1981; Turgut, 1995: 2-18).
Tamm 2.1.35. M , R? 3- boyutlu Minkowski uzayinda (p(u,v) parametresiyle verilmis bir
yiizey olsun. N yiizeyin birim normali vektor alan1 olmak {izere

E=(p, 0., F={0,,0) ve G=(0,.,9,),

e=(0..N), f=(g,.N) ve g=(g,,N),
E, F, G birincive e, f, g ikinci temel formlarin katsayilari olmak {izere ortalama ve Gauss

egrilikleri, sirasiyla
_ Ge-2Ff +Eg
2(EG-F?)
_eg-f?
EG-F?
esitlikleri ile bulunur (O’Neill, 2006, Turgut, 1995: 2-18).
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3. DONEL YUZEYLER
3-boyutlu Oklidyen uzaymda 0x, 0y ve 0z eksen dogrulari olmak iizere, iic tiir donel yiizey

bulunur. Calismanim bu béliimde bu yiizeyler tanitilacaktir. Ayrica burada, X' transpozu

X= (Xl, X, , X3) vektoriiyle 6zdes olarak alinmustir.

Tamm 3.1.1. TT, R? de bir diizlem olmak iizere R® de diizlemsel biregri y: 1 c R -1 < R®
ve ( de y egrisini kesmeyen bir dogru olsun. y egrisinin { dogrusu etrafinda déonmesi ile
olusan ylizeye donel yiizey denir. Olusan bu donel yiizeyin donel ylizey ekseni ( , lireteg egrisi
de y egrisi olarak adlandirilir. Bir bagka ifadeyle, diizlem de alinan bir egrinin, egriyi

kesmeyen bir dogru (donme ekseni) etrafinda kaymadan donmesi ile olusan yiizeye donel

yiizey denir (Ikawa, 2000: 173-180).

3.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Dénel Yiizeyler
Dogrultman vektorleri (1, 0,0), (0,1,0) ve (0, 0,1) seklinde olan ve Ox, Oy ve 0z dogrularini

invaryant birakan ortogonal dénme matrisleri,

1 0 0 cosv 0 -sinv cosv -sinv O
A=|0 cosv -sinv|, A=l 0 1 0 |, A=[sinv cosv O
0 sinv cosv sinv 0 cosv 0 0 1
olup ters hareket igin ortogonal donme matrisleri, sirasiyla,
1 0 0 cosv 0 sinv cosv sinv O
A,=|0 cosv sinv|,A= 0 1 0 |, A=|-sinv cosv O
0 -sinv cosv —sinv 0 cosv 0 0 1

seklindedir. Ayrica burada AA' =1, ve det A =+1 (i=12,3,4,5,6) dir.
3-boyutlu Oklid uzayinda, { donme ekseni (1,0,0) yani Ox, dénme diizlemi z=0 ve / cR
acik aralig1 iizerinde f ve ¢ fonksiyonlari C? smifindan olmak iizere, iirete¢ egrisi

y(u)= (g (u), f (u),O) olsun. Buradan elde edilen donel yiizeyin parametrizasyonu

1 0 0 Yg(u) g(u)
r(uv)={0 cosv —sinv | f(u)|=| f(u)cosv
0 sinv cosv 0 f (u)sinv

ve r(u,v)z(g(u), f (u)cosv, f (u)sinv) dir. y=0 olarak alman dénme diizleminde ise,
tirete¢ egrisinin parametrik ifadesi }/(u) = (g (u) ,0, f (u)) seklinde olsun. Burada elde edilen

donel yiizeyin parametrizasyonu
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1 0 0 \(g(u) g(u)
r(uv)=l0 cosv sinv| 0 |=| f(u)sinv
0 —sinv cosv { f(u) f (u)cosv

ve r(u,v)=(g(u), f (u)sinv, f (u)cosv) dir. Yukarida verilen ifadelere benzer sekilde, (
donme ekseninin 0y yani (0,1,0) olmasi halinde, dénme diizlemi z =0 olmak iizere iireteg
egrisinin  parametrik ifadesi y(u)=(f(u),g(u),0) seklinde olup, dénel yiizeyin
parametrizasyonu ise;

r(u,v)=(f(u)cosv,g(u), f (u)sinv)
dir. Yine donme diizlemi x=0 alindiginda, iireteg egrisinin parametrik ifadesi
y(u)=(0,9(u), f (u)) seklinde olup, donel yiizeyin parametrizasyonu ise;

r(u,v)=(-f (u)sinv,g(u), f (u)cosv)
dir. Son olarak, ¢ dénme ekseni 0z yani (0,0,1) alindiginda, dénme diizlemi y =0 olarak
alindiginda, tireteg egrisinin parametrik ifadesi 7 (u)=(f (u),0,g(u)) seklinde olup, dénel
ylizeyin parametrizasyonu ise

r(u,v)=(f(u)cosv, f (u)sinv,g(u))
seklinde elde edilir. Donme diizlemi X=0 oldugunda, iirete¢ egrisinin parametrik ifadesi

y(u)= (O, f(u).g (u)) seklinde olup, dénel yiizeyin parametrizasyonu ise

r(u,v)=(—f (u)sinv, f (u)cosv,g(u))
dir. Burada, 0<v <27 seklindedir (Ikawa, 2000: 173-180).

3.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Donel Yiizeyler
3-boyutlu Minkowski uzayinda donel yiizeyler Oklid uzayi ile kiyaslandiginda oldukga zengin

ozelliklere sahiptirler. Diger uzaylarda verilen tiim donel yiizey tanimlar1t Minkowski uzayinda
da gecerlidir ve ayrica son zamanlarda bu yiizeyler lizerinde yapilan caligmalar 6nemli oranda
artmistir. Yapr ve ozellikleri bakimindan yiizeyler farkliliklar gosterirler bundan dolay:
siniflandirma yapilirken bu farkliliklar g6z 6niin de bulundurulur. Calismanin bu kisminda 3-
boyutlu Minkowski uzayinda farkli eksen tiplerine gore donel ylizeylere yer verilmistir.

Eksen tiplerine gore 3 boyutlu Minkowski uzayindaki donel yiizeyler; spacelike, timelike ve

lightlike olmak tizere {i¢ kisimda incelenir.
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3.2.1. Spacelike Eksenli Donel Yiizeyler

3-boyutlu Minkowski uzayinda dogrultman vektorleri (1,0,0) ve (0,1,0) olan spacelike

dogrularini invaryant birakan semi-ortogonal donme matrisleri sirasiyla,

1 0 0 coshv 0 sinhv
S,=|0 coshv sinhv |, S,=| 0 1 0 |,
0 sinhv coshv sinhv 0 coshv

dir. Burada S¢S, =¢, ¢=diag(11,-1) ve detS, =+1 (i=12) dir. 3-boyutlu Minkowski
uzayinda dogrultmani (1,0,0) olan spacelike dénme ekseni ¢, dénme diizlemi z=0 ve f,
geC*(1,R) olmak iizere y(u) =(g (u), f (u),O) iiretec egrisi spaceliketir. Boylece elde

edilen donel yiizeyin parametrizasyonu VU € R, 0<v <27 olmak iizere sirasiyla,

1 0 0 g(u) g(u)
r(uv)=|0 coshv sinhv || f(u)|=| f(u)coshv
0 sinhv coshv 0 f (u)sinhv

yani r(u,v)=(g(u), f (u)coshv, f (u)sinhv) dir. Eger dénme diizleminde y=0 olarak
belirlenirse, iireteg egrisi  spacelike veya timelike olup, parametrik ifadesi
y(u)=(g(u),0, f (u)) olur. Elde edilen donel yiizeyin parametrizasyonu VueR, 0<v<2z
olmak iizere sirastyla,
r(u,v):(g(u), f (u)sinhv, f (u)coshv)
dir. Son olarak, ¢ dénme ekseni spacelike yani dogrultmani (0,1,0) vektorii ve donme
diizlemleri sirasiyla z=0 ve x=0 olarak alinmasi halinde, iiretec egrileri sirasyla,
y(u)=(f(u),g(u),0)spacelike egriile y(u)=(0,g(u), f (u)) spacelike veya timelike egri
olur. Buradan elde edilen donel yiizeyler Yu e R, 0<v <27 olmak lizere sirasiyla,
r(u,v)z(f (u)coshv, g (u), f (u)sinhv),
ve
r(u,v)=(f(u)sinhv,g(u), f (u)coshv)
dir (Ikawa, 2001: 377-394).
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3.2.2. Timelike Eksenli Donel Yiizeyler

3-boyutlu Minkowski uzayinda dogrultmani vektori (0,0,1) olan timelike dogrularini

invaryant birakan semi-ortogonal donme matrisi ile ters hareketi olusturan semi ortogonal

donme matrisi sirasiyla,

cosv -sinv O cosv sinv 0
T,=|sinv cosv 0|, T,=|-sinv cosv O |,
0 0 1 0 0 1

dir. Burada T,"¢T, =¢, ¢=diag(1,1,—1) ve detT, =+1 (i=1,2) dir. 3-boyutlu Minkowski
uzayinda dogrultmani (0,0,1) olan timelike donme ekseni ¢, donme diizlemi y=0 ve f,
g € C*(Z,R) smifindan olmak iizere 7(u) = (g (u) 0, f (u)) liretec egrisi timeliketir. Boylece
elde edilen donel yiizeyin parametrizasyonu VYU € R, 0<v <27 olmak iizere sirasiyla,
cosv —sinv 0)( f (u) f (u)cosv
r(uv)=|sinv cosv 0| 0 |=| f(u)sinv
0 0 1)(g(u) g(u)
yani r(u,v)=(f(u)cosv, f (u)sinv,g(u)) dir. Eger dénme diizleminde x=0 olarak
belirlenirse, tireteg egrisi spacelike veya timelike olup, parametrik ifadesi olur. Elde edilen

7/(U) = (0, f (u ), g (u)) donel yiizeyin parametrizasyonu YU e R, 0<v <27 olmak iizere,

r(u,v)=(f(u)sinv, f (u)cosv,g(u))
dir (Ikawa, 2001: 377-394).
3.2.3. Lightlike Eksenli Donel Yiizeyler

3-boyutlu Minkowski uzayinda dogrultmam vektérii (0,1,1), (1,0,1), (0,1,-1) ve (1,0,-1)

olan lightlike dogrularini invaryant birakan semi-ortogonal dénme matrisi ile ters hareketi

olusturan semi ortogonal donme matrisi sirastyla,

2 2

1 —v v -y, v
V2 V2 2 2

L=|v I-— — ||L=| -v 1 Voo,
2 2 ?

) , V2 V2

v v -— v 1+—

\Y —? l+? 2 2

ve
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2 2

1 -V -V 1_V_ Vv v

¥ ¥ 2 2
L=|v 1-—— —— | L= v 1 - |
2 2 , ,

2 2 \ v

v v -—— v 1+—

Vo7 My 2 2

dir. Burada Liel,=¢, e=diag(11-1) ve detlL, =+1 (i=1234) dir. 3-boyutlu
Minkowski uzaymnda dogrultmam (0,1,1) olan lightlike dénme ekseni ¢, dénme diizlemi
x=0ve f, geC*(/,R) olup f(u)=g(u)+u, g(u)=¢(u)-u olmak iizere iireteg egrisi
spacelike yada timelike olup parametrik ifadesi »(u)=(0,¢(u)+Vv,@(u)-u) olur. Bdylece

elde edilen donel ylizeyin parametrizasyonu VYV e R, 0<u <27 olmak iizere sirastyla,

1 —v \
0 —2uv
vV )
r(uv)=|v 1—? 0 @+U|=| p+u—uv
.2 , lo—u @—Uu—uv?
Vo o—— 14—
2

ve r(uv)= (—2uv, P+u—uv’,p—u+ uv2) dir. Dénme ekseni lightlike yani dogrultmani

(O,l, —1) vektorii, donme diizleminde X =0 olarak alindiginda elde edilen donel yiizey,
r(u,v)= (—ZV(p,(p+u —V’p,p—Uu +V2(p)

dir. Benzer olarak, donme ekseni lightlike yani dogrultmani sirasiyla (1, 0,1) ve (1, 0, —1)

vektorler, donme diizlemi y =0 olarak alindiginda, iireteg egrisi spacelike veya timelike olup

parametrik ifadesi, 7(u) = (go(u)+u,0,(p(u)—u) dur. Buradan elde edilen donel ylizeylerin

parametrik ifadeleri,
r(u,v)=(p+u-uw?,-2uv,p-u—-u?)

ve
r(u,v) =(¢>+u —V2p,—-2Vp, p—U +V2(p)

dir. Elde edilen bu donel yiizeylerdeki iireteg egrileri igin,
n'n) =0 ) =49

olur. ¢'# 0 olsun. Bu durumda,

i. '>0= 7, Ve y, spacelike iirete¢ olup (L,S)- tipi durumu olusur.
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ii. p'<0=y, ve y, timelike iirete¢ olup (L,T)- tipi durumu olusur.
Burada, (L,S)-tipi’nin anlami; yiizey, lightlike eksenli ve spacelike iirete¢ egrili demektir

(Ikawa, 2001: 377-394),
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3.3. Yogunluklu Yiizeyler
Fiziksel yogunluklar1 farkli olan yiizeyler ya da boélgeler dikkate alindiginda; fizikte

yogunluklu manifoldlar ortaya ¢ikar. Yogunlugu olan iki boyutlu yiizey 6rnegi olarak Gauss
diizlemi verilebilir. Gauss diizlemi, r orijinden alinan uzaklik olmak iizere; (27[)71 e/

tarafindan agirliklandirilan hacim ve uzunluklu Oklid diizlemidir. Hacim, ¢evre ve alan igin
kullanilan e’ pozitif yogunluklu bir diferansiyellenebilir manifold i¢in Riemann hacmi dV ,

¢evre uzunlugu dP ve alan dA olmak tizere, yogunluklu hacim, ¢evre uzunlugu ve alan,

sirasiyla;
dv, =e’.dv
dP, =e’.dP
dA, =e’.dA

bi¢imindedir (Corwin, 2006: 1-15).
Bir egrinin egriligini veya bir yiizeyin ortalama egriligini, yogunlugu olan manifoldlara
genelleyebiliriz. Genellemeler, manifoldlarin standart egrilik kavramina uyacak bigimde

tanimlanmistir (Corwin, 2006: 1-15).

Olasilik ve istatistik alaninda sik¢a goriilen e Gauss yogunluklu Oklid uzay1, yogunluklu
manifoldun ilk 6rneklerinden biridir. Bu tiir manifoldlar i¢in farkli 6rnekler asagidaki gibi
verilebilir:

Ornek 3.3.1. Kapali Oklid yar1 diizlemi iizerinde (X ekseni iizerinde smirli) simirl bir egri ile
bu egrinin X ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugsan donel yiizeyi goz Oniine alalim. Boylece
yiizey iizerindeki alanlar ve yay uzunluklari, 27y agirligina sahip yari diizlem iizerindeki alan
ve yay uzunluklarina karsilik gelir (Corwin, 2006: 1-15).

Ornek 3.3.2. Fizikte, bir nesne farkl i¢ yogunluklara sahip olabilir. Boylece nesnenin kiitlesini
belirlemek i¢in, yogunluklu agirlastirilmis hacmi integre etmek gerekir (Corwin, 2006: 1-15).
Tanim 3.3.1. 2-boyutlu yogunluklu Riemann manifoldu i¢in N birim normal vektorii, x

Riemann egriligi olmak iizere, x, yogunluklu Riemann egriligi,

K,=K~— d¢
dN
bigimindedir (Corwin, 2006: 1-15).

d¢

¢ egriliginin formiiliinden N nin minimal yilizeyler i¢in geometrik yorumu asagida

verilmistir.
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Gauss uzayinda g—z , yiizey tlizerindeki bir noktanin tanjant hiperdiizlemine orijinden olan

uzakligidir. G® Gauss uzayinda;

a. Diizlemler sabit ortalama egriligine sahiptir ve orijin boyunca gecen diizlem minimaldir.

b. Orijindeki kiireler sabit ortalama egrilige sahiptir ve = yarigaplt olan kiireler minimaldir.

2
c. Eksenleri orijinden gecen dairesel silindir sabit ortalama egrilige sahiptir ve 1 yaricapli olan
dairesel silindir minimaldir (Hieu, 2009: 277-285).
Tamm 3.3.2. ¢’ yogunluklu n-boyutlu bir Riemann manifoldu iizerinde, H Riemann ortalama
egriligi, N birim normal vektor olmak tizere, bir hiperyiizeyin H, yogunluklu ortalama
egriligi;

gL 90
n—1dN

seklindedir (Hieu, 2009: 277-285).
Ayrica e’ yogunluklu E® Oklid uzayinda bir yiizeyin ortalama egriligi;
1dp

Hy=H-2
2 dN

bigimindedir (Hieu, 2009: 277-285).

Burada, H ortalama egrilik ve N ylizeyin normal vektor alamidir. H, ortalama egriligine, ¢
ortalama egriligi yada agirlikli ortalama egrilik denir (Corwin, 2006: 1-15).

Tamim 3.3.3. €’ yogunluklu n-boyutlu bir Riemann manifoldu iizerinde K, Gauss egriligi

olmak tizere, K, agirhikli Gauss egriligi,
Ky, =K-A¢
seklindedir (Corwin, 2006: 1-15).
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4. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA YOGUNLUKLU DONEL YUZEYLER
UZERINE

Bu bdliimde e yogunluklu 3-boyutlu Minkowski uzaymda lightlike dénme eksenli donel
yiizeyin agirlikli ortalama egriligi ve Gauss egriligi hesaplanacaktir. Agirlikli Gauss egriligi

yardimi ile bir donel yiizey insa edilip elde edilen ylizeyle ilgili grafikler ¢izilecektir.

7(u):(0,u,g(u)), C? sintfindan Xy -diizleminde yatan bir egri olsun, burada ue/ ve

I c R-{0} dir. }/(u) egrisi lightlike eksen etrafinda dondiirildiigiinde M donel yiizeyi

1 -v v
viooV? 0
r(uv)=|v 1—3 0 u
V2 V2 g(u)
Vo—— 14—
2 2 4.1)

seklinde elde edilir. Yiizeyin parametrik denklemi ise

r(u,v)=[(9(u)—U)v,[1—§]u+§g(u),—§u+(1+gg(u)} (4.2)

seklindedir. Burada

. Vi) v V2 v,
r, =(—v+vg (u),[l—;}+?g (U),—?J{“?Jg (u)}

r,=(-u+g(u),~vu+vg(u),~vu-+vg(u))
seklindedir. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilar E, F ve G olmak iizere;

E=(r,r)

2.2 2

=v<-v .g'(u)—vz.g'(u)+v g (u)+1-v

V4 V2 v4 V2 5 V2 V4 2 4
-[—-—9’(U)-—9‘(U)-79'(U)+9' (u)+=-
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F={(r,r)

(o (1) Lo 1 o)

(—u+g(u),~vu-+vg(u)—vu+vg(u))

_w—vg(u)-wg'(u)+ g (u)g '(u)—vu+vg(u)+v—;u—§g(u)—§ug '(u)+v—;g(u)g ()
(G- 0w ) g (e)- e )+ o e
=0
G=(r,r)

=((-u+g(u),~vu+vg(u)—vu+vg(u))(-u+g(u),~vu+vg(u)-vu+vg(u))
=u?-2ug (u)+g° (u)+vu® —2viug (u)+v?g® (u)—(viu® —2vlug (u) +vg’ (u))
=(u-g(u))’

dir.

Yiizeyin birim normali

r xXr
N:U Vv

r xr
u Vv

olmak Uzere

rxr, = (v(u —g(u))(-1+g (u))%(u —g (u))(—v2 +(-2+v*)g (u))%(u —g(u))(-2-v*+v’g (u))j
e, x| =<[v(u -g(u))(-1+g (u))%(u -g (U))(—v2 +(—2+V2)g (u))%(u -g (u))(—z_V2 +V7g (u)))
(V(U—Q(U))(—Hg'(U))é(u—g(U))(—Vz+(—2+V2)9'(U)),%(U—Q(U))(—Z—VZ+V29'(U))j>

=J(u—g(U))2(—1+9'(U)Z)

(v((u —g(u))(-1+g (u)))%(u —g(u))(—v2 +(—2+v2)g (u))%(u -g (u))(—Z—v2 +Vvig (u)))
Ju-9 ) (-1+9'(v)’)

seklinde elde edilir. Yiizeyin ikinci temel formunun katsayilar1 e, f, g olmak iizere;

N:

2

) ) 10 ot
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rUV

(—1+g'(u),~v+vg'(u),~v+vg'(u))

r, =(0,~u+g(u),~u+g(u))
(v((u -g(u))(-1+g (u)))%(u -g (u))(—v2 +(-2+v*)g (u))%(u —g(u))(-2-v*+v’g (u))j
Ju=g () (-L+9'(uy’)

N =
olmak lizere
e=(N,r,)
(V((U—Q(U))(—lw'(U))),;(U—Q(U))(—Vz+(—2+V2)9'(U)),;(u—Q(U))(—Z—V”vzg‘(U))j
Ju-g() (-1+g'(u)) |
w07 20w (1 Jow)

0"(u)(u-g(w)
Ju-g)) (-1+g1wr)

e=(

f=(N.r,)
f _iv((u—g( ))(=1+g'(u))) ;(u—g(u))(—vz+(—2+v2)g‘(u)),(u—g(u))(—Z—v2+vzg'(u))j
Y=o (g )
((-1+9'(u),~v+vg'(u),~v+vg'(u))
=0
g=(N.r,)

(V((u ~g(0))(-2+0'(1))) 5 (u=g () (v + (25 (u). 5 (4= (1)) (-2-v" +v'g '(U))J
Ju-9 () (-1+g(y)

g=¢
(0,—u+g(u),~u+g(u))

Ju-g () (-1+g°(uy)

1+9'(u)

dir.

Yiizeyin ortalama egriligi H ve K Gauss egriligi olmak {izere;
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_ Ge-2Ff +Eg
B 2(EG-F?)
ve

_eg-—f?
" EG-F?

formiilleri yardimiyla

bt Ju o) (-rawy)|
\/(u—g( )) ( 1+g'( 1+g'(u)
B (1 g'( 2)(u g(u )2—02
Koo g"(u)
(u=g(u))(1+g'(w)(1-g'(u)’)
seklinde elde edilir.

Yiizeyin ortalama egriligi H , Gauss egriligi K ve birim normali N sirasiyla asagidaki gibi

elde edilir:
(u=g(u)*)(-1+9'(w)) (1+'(w))+ (-u+ g (u))g"(v)
2((u-g(u)) (-1+g(w))”

Koo g"(u)

(u-g(u)(2+g'(W)(1-g'(u))

H=
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N =ﬁ(V((U—g(u))(—l+g'(u)))é(u—g(u))(—v2+(_z+v2)g -(u))%(u_g(u))(_z_vzwzg.(u))j
Burada (u-g(u)’)(-1+g'(u)’)>0 ve w=(u-g(u))'(-1+g'(u)’) dir. Kabul edelim ki

M e yogunluklu 3 boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey olsun. Yogunluklu

fonksiyonu goz 6niinde bulundurulursa M yiizeyinin agirlikli ortalama egriligi H , ve agirlikl

Gauss egriligi K asagidaki gibi elde edilir.

1 [(u=g@) ((-2+9°(u)) (1 g'(u)))+2(u-g(u))(-L+g'(u)’)

P (4.3)
2w | ((1+v?) g (u)+v* (u=g(u))g'(u)~u(v’ +g'(u))+(-u+g(u))g"(u)
—4- 9"(u)
A (u=g(u))(-1+9'(u))(2+g'(u)) (4.4)

Teorem: e > yogunluklu R?® uzaymnda 7(u):(0,u,g(u)) profil egrili donel yiizey

r(u,v):((g(u)—u)v,(l—gJu+§g(u),§u+(l+§]g(u)j ve K, (u) agrlikli Gauss

egrilik olsun. h belirli ise (4.4) diferansiyel denkleminin bazi 6zel ¢oztiimleri yardimiyla
lightlike eksenli donel ylizey elde edilir.

Onerme: (4.4) denklemini ele alalim. (4.4) de g(u) yerine h(u)+u yazilirsa

< _ 4hh'(2+h")’ +h"

! hh'(2+h')’ 31)
denklemi elde edilir. Bu denklem ikinci dereceden non-lineer diferansiyel denklemdir. Bu
denklemin analitik ¢ézlimiiniin elde edilmesi zordur. Bu yiizden 6zel fonksiyonlar yardimiyla
yaklasmaya ¢alisacagiz.

Birinci durum:

Kabul edelim ki K, (u)=0 olsun, bu durumda (3.1) denkleminden
4hh'(2+h")’ +h"=0 (3.2)
elde edilir. (3.2) denkleminin ¢6ziimii

C

¢ |1+2ch
8

1-2ch

In

h
>t +u+c, =0, [2ch|<0 ve ¢, ¢, eR,

dir. h(u) yerine g(u)—u yazarsak
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1+2c(g(u)—u)|
1—2cl(g(u)—u)‘

elde edilir. Eger ¢, =0 alirsak g(u)=2c,—u seklinde elde edilir. Bdylece yiizey parametrik

g(u)

-u
+&In
2 8

+v+¢c,=0

denklemi agagidaki gibi elde edilir.
2 2 2 2
r(u,v)= [(Zc2 —u)v, (1—\%)u +V?(2C2 —u),V?u +1+ V?)(Zcz —u)]

Ayrica

O<u<?20
-5<v<5

icin yiizeyin grafigi;

30

30

0
Sekil 1. K Degiskenine Bagli Yiizey Grafigi

seklinde elde edilir.

Ikinci durum:

Kabul edelim ki K (u)=4 olsun. Bu durumda g(u)=(c,+1)u+c, olarak elde edilir.

Yiizeyin parametrik denklemi

V2 V2 V2 V2
r(u,v)= [(clu +C, —u)v,(l——}u +—(cu+c,),—u +(1+—j(clu +c2)j
2 2 2 2
seklinde elde edilir.

K,=4- 9"(u)
’ (u—cu®—cu—c,)(-1+2cu+c,)(1+2cu+c,)’

olarak alinirsa g(u)=cu’+(c, +1)u+c,; ¢, C,, ¢, € R seklinde elde edilir.

Buradan yiizeyin parametrik denklemi
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V2 V2 V2
r(u,v):[(clu2 +(c, —1)u+03—u)v,[l—;ju+fg(u),?u+

bi¢iminde elde edilir. ¢, =c, =c, =1 ve

-3<u<3
—2<V<2

i¢in yiizeyin grafigi

seklinde elde edilir.

Sekil 2. K Degiskenine Bagl Yiizey Grafigi
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