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OZET

Bu ¢alismada, Lorentz anlamda tanimli matris ( L -matris) ¢arpimi kullanilarak,
3-boyutlu Lorentz uzayinda, Cayley formiili ve donme ekseni spacelike ve timelike
vektor olan L - ortogonal matrisin Euler parametreleri elde edilmistir. Cayley formiild,
verilen bir eksen etrafinda donmeye karsilik gelen ortogonal matrisi bulmanmn bir
yontemidir. Split kuaterniyon ¢arpiminin L -matris formunun kullanilmas1 bir kolaylik
saglayacagindan, L -ortogonal matrisin Euler parametreleri bir split kuaterniyon icinde

kullanilarak, L - donme, split kuaterniyon denklemi ile verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Lorentz uzay; Lorentz matris ¢carpimi; Cayley formiili;

Donmeler; Vida hareketi; Split kuaterniyon



ABSTRACT

In this study, Lorentzian matrix ( L -matrices) using the product of 3-
dimensional Lorentz space, Cayley formula and the rotation axis spacelike and timelike
vector L -ortogonal matrix Euler parameters were obtained. The Cayley formula is a
method of finding the orthogonal matrix corresponding to a rotation about a given axis.
Since the use of the split quaternion multiplication-matrix form is a convenience, L -the
Euler parameters of the orthogonal matrix are used in a split quaternion, the L -version
is given by the split quaternion equation.

Keywords: Lorentzian space; Lorentzian matrix multiplication; Rotation; Cayley
Formula; Screw Movement; Split Quaternions.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

3-Boyutlu Reel Vektor Uzayi
Dual Birim

Dual Sayilar Climlesi

Reel i¢ Carpim
Lorentz Matris Carpim
Lorentz I¢ Carpim

3-Boyutlu Lorentz Uzay1
Lorent Vektorel Carpim

Norm Fonksiyonu

Norm Fonksiyonunun Mutlak Degeri

Reel Sayilar Climlesi
Split Kuaterniyonlarda Carpma Islemi
Split Kuaterniyonlarda Toplama Islemi

Reel Vektorel Carpim



GIRIS

Hukuk fizerinde caligmaya baslayan Arthur Cayley, iiniversitedeki statii
degisikliginden sonra Cambridge Universitesi’nde soyut matematik iizerine profesor
olmustur. Yiksek boyutlu uzaylar iizerinde de c¢alismalar yapmistir. Bunun iizerine
bir¢ok kisi Cayley’in ¢aligmalarii ele almistir. Biz de Lorentz uzayda Cayley formiilii
iizerine yapilan arastirmalar1 bu tezde tekrardan ele almis bulunmaktayiz.

Euler-Rodrigues formiilii ilk olarak, 1775 yilinda Leonhard Euler tarafindan
yayimnlanan ¢aligmada hareketin  Newton-Euler denklemleri olarak bilinen
denklemlerden ele alinmistir. Daha sonra Euler-Rodrigues formiilii 1840 yilinda donme
ekseninin koordinatlarina karsilik gelen Rodrigues parametreleri ile birlikte Olinde
Rodrigues tarafindan yeniden incelenmistir. Formiiliin vektorel ifadesi Oene Bottema
ve Bernard Roth tarafindan diizlemsel ve uzaysal hareketlerde Rodrigues formiiliiniin
ifadesi caligmalarinda incelenmistir ve hareket matrislerinin formlar1 sunulmustur.
Hasan Hilmi Hacisalihoglu, reel ve dual kuaterniyonlar1 ve onlarin 6zellikleri vermis,
kuaterniyonlar yardimiyla donme operatorlerini ifade etmistir. (Hacisalihoglu, 1983)

3-boyutlu Lorentz uzayinda donme ekseni spacelike, timelike ya da lightlike
olabilir. Bu sebeple Euler-Rodrigues formiiliiniin matrisle ifadesi eksene bagli olarak
farklilik gosterir. Inoguchi, 3-boyutlu Lorentz uzayinda split kuaterniyonlari
tamimlamistir (Inoguchi, 1998). (Kula, vd. 2006) 3-boyutlu dual Lorentz uzaymda dual
split kuaterniyonlar1 kullanarak 3-boyutlu Lorentz uzaymda sonlu vida hareketlerini
elde etmiglerdir. 3-boyutlu Lorentz uzaymmda matris ¢arpimimi kullanarak Cayley
formiiliinii ve Lorentz donme matrisinin Euler parametrelerini elde etmislerdir(Ozkalds,
2010).

Bu alandaki ¢esitli ¢calismalardan sonra, Jian S. Dai, donmenin bir eksen ve ag1
ile temsilinde Euler-Rodrigues formiiliinii ve onun gesitlerini yeniden ele almistir (Dali,
2015).  Vektorler, kuaterniyonlar ve Lie gruplart yardimiyla formiilin farkli
matematiksel formlarin1 ve onlarmn iligkilerini ifade etmistir. Bu baglamda Jian’in
calismast Euler-Rodrigues formiilii, bu formiiliin gosterim cesitleri ve bu goésterim
cesitlerinin iligkileri; formiiliin kinematik, dinamatik ve bilgisayar grafiklerinde
kullanimi i¢in zengin bir referans saglar.

Bu tez ¢alismasinda Lorentz matris ¢arpimi kullanilarak, 3-boyutlu Lorentz

uzayda, Cayley formiilii ve donme ekseni spacelike ve timelike vektor olan L -ortogonal



matrisin Euler parametreleri elde edilmistir. Cayley formiilii, verilen bir eksen etrafinda
donmeye karsilik gelen ortogonal matrisi bulmanin bir yontemidir. Split kuaterniyon
carpiminin L -matris formunun kullanilmasi bir kolaylik saglayacagindan, L -ortogonal
matrisin Euler parametreleri bir split kuaterniyon iginde kullanilarak, L -dénme, split

kuaterniyon denklemi ile verilmistir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Lorentz Uzay1

Tamim 1.1 V bir reel vektor uzayi olsun. V {izerinde tanimli
<,> VxV—>R
fonksiyonu asagidaki aksiyomlari sagliyorsa, (,) fonksiyonuna V vektdr uzayr iizerinde

simetrik bilineer form denir.

i. Bilineerlik Aksiyomu: Va,be R ve VX,y,z€V igin
(ax+by,z) =a(x,z)+b(y,z)
(x,ay+bz) =a(x,y)+b(x,z)
ii. Simetri Aksiyomu: Vx,y eV i¢in

(xy)=(y.%)
(O’Neill, 1983).

Tanim. 1.2 () 'V xV——R fonksiyonu simetrik bilineer form olsun.

i) VxeV ve x=0 igin (X,X) >0 ise simetrik bilineer forma pozitif taniml,
ii)vxeV ve x#0 i¢in (X,X) <0 ise simetrik bilineer forma negatif taniml,

iii) VxeV ve x=0 igin <X, X> >0 ise simetrik bilineer forma yari-pozitif tanimli,
iv) VxeV ve x#0i¢in <X, X> <0 ise simetrik bilineer forma yari-negatif tanimli,

v) VxeV ve x=0igin (x, y>=0:> y =0 ise simetrik bilineer forma non-dejeneredir

denir (O’Neill, 1983).

Tanim 1.3 V bir vektor uzayi ve
<,> VxV—R
bir simetrik bilineer form olsun.

()], T WxwW —R



negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W altuzayinm boyutuna (,) simetrik

bilineer formunun indeksi denir v ile gosterilir. Vv, (,) nin indeksi olmak tzere

0<v<hoyV dir (O’Neill, 1983).

Tamm 1.4 Bir V vektor uzayi iizerinde non-dejenere simetrik bilineer forma V vektor

uzay1 lizerinde bir skalar ¢arpim fonksiyonu denir. V iizerindeki bir skalar carpim

<,> ise (V<>) ikilisine skalar ¢arpim uzay denir (O’Neill, 1983).

Tamm 1.5 V bir skalar ¢carpim uzay1 olsun. V nin indeksi v olmak iizere v=1 ve

boyV >2 ise V skalar ¢arpim uzayma bir Lorentz Uzayi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 1.6 R® iizerinde X = (X, X,,%;) Ve Y=(Y,,Y,,Y,) vektorler olmak iizere
()RR — R
(X, Y)——XX V)L ==X Y + XY, + X3Y3

seklinde tanimlanan fonksiyona Lorentz i¢ carpim denir. Bu i¢ ¢arpim ile birlikte R®

vektdr uzaymna Lorentz uzayr denir. Kisaca (R®,(,) ) ikilisine 3-boyutlu Lorentz

uzay1 denir ve L ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamim 1.7 X =(X,X,,X,) € L olsun. Eger

i) (x,x), >0 veya x=0 ise x vektoriine spacelike vektdr,

i) (X,X)_ <0 ise x vektdriine timelike vektor,

i) (X,X), =0, x=0 ise x vektoriine lightlike veya null vektor

denir (O’Neill, 1983).

Tamm 1.9 Bir x € L® vektériiniin normu

[ X1[= X %),



olarak tanimlanan karmasik sayidir. Burada || X || hormu, ya pozitif ya sifir ya da pozitif
imajinerdir. Eger || x|| pozitif imajiner ise, bu durumda || x || yerine [|x || notasyonu

kullanilir (Ratcriffe, 1994).

Tamm 1.10 X,y € L® olmak {izere
X,y =0

ise x ile y vektorleri diktir denir ve x Ly ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tanim 1.11 L* de iki vektor X = (X, X,,%;) Ve y=(Y,,Y,,Y,) vektdrleri olmak iizere ve

-1 00
J={0 1 0
0 01

olsun. x ve y vektorlerinin Lorentz vektorel carpimi

XALY=J(XAY)

olarak tanimlanir. Burada "A" R® teki vektorel carpimdir. Bu tamm R3teki vektorel

carpimin ifadesine benzer olarak

—€ € &
XNY=1X% X X
Yi Y. ¥

= (%Y, = % Ya: X Y1 = X, Y3, %, Y, =X, ;)
seklinde tanimlanabilir (O’Neill, 1983).

Tanm 1.12 x,y € L® timelike vektorleri igin,

Y = =i x| i ylifcoshe |

XAy I [yl sinhg

dir. Burada ¢, X ile y vektorleri arasindaki timelike agidir (Ratcliffe, 1994)

Tamm 1.13 x e L° spacelike vektor ve y € L* pozitif timelike vektorleri igin,



K%, vy | =1x11 [Ny 1l sinhg,

XA YI=1xIITY lljcosh
dir. Burada ¢, x ile y vektorleri arasindaki timelike agidir (Ratcliffe, 1994)

Tamim 1.14 x, y € L° space-like vektorleri igin,
K, | =111 [Ty 1] cosh o,

XAyl =1 Il y lljsinh g
dir. Burada ¢, x ile y vektorleri arasindaki timelike agidir (Ratcliffe, 1994).

Tamm 1.15 A=[aij]e]R': ve B =[bjk] e R olmak iizere

Lorentzian matris (veya kisaca L —matris) carpim - ile gosterilir ve

A B= |:_ai1b1k +Zaijbjk}
j=2

olarak tanimlanir. A-_ B bir mx p tipinden bir matristir. R} vektor uzayr L—matris

carpimiyla birlikte L olarak tanimlanir (Giindogan, 2006).

Tanim 1.16 L —matris carpimina gore, nxn — tipinden L —ézdeslik matrisi | ile

gosterilir ve

-1 0 0
0 1 0
|, = :
0 0 1

nxn

olarak tanimlanir (Giindogan, 2006).

Tamim 1.17 nxn —tipinden A ve B matrisleri

A B=B. A=I



bagmtilarin1 sagliyorsa B matrisine A matrisinin L —inversi denir ve B matrisi A™

ile gosterilir (Glindogan, 2006).

Tanm 118 A = | a; |e L} matrisinin transpozu

AT:[aji]e L5,

olarak tanimlanir ve A’ ile gosterilir (Giindogan, 2006).

Tamm 1.19 A €L, matrisi
A—l = AT

bagntisini sagliyorsa A matrisine L —ortogonal matris denir (Giindogan, 2006).

Tanim 1.20 A= [aij ] e R matrisinin L — determinant1 det A ile gosterilir ve

det A= 3 8(0)8,1p8, ()02

o(n)n
oes,

ile tanimlanir. Burada S, , {1,2,...,n} ciimlesinin biitiin permiitasyonlarinin ciimlesi ve

S(o) da o permiitasyonlarmnin isaretidir (O’Neill, 1983).
Tamm 1.21 VA, B e L} i¢in det(A B)=—det AdetB dir (Giindogan, 2006).

Tamm 1.22 Determinant1 sifir olmayan, yani tersi bulunan matrislere regiiler matris ,

determinant1 sifir olan matrislere de singiiler matris denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 1.23 Bir split kuaterniyon, sirali dort saymin 1, j,k gibi dort birime eslik

etmesiyle tanimlanabilir. Burada, i, j,k birimleri

+2

ic=-1 ij=—ji=k

jP=+1 jk=—kj=—i
k? =+1 ki =—ik = ]

ozelliklerine sahiptir. Boylece, bir split kuaterniyon

g=d+ai+bj+ck



olarak ifade edilebilir. Buradaki a,b,c,d reel sayilarma q split kuaterniyonunun

bilesenleri denir (Rosenfeld, 1997).

Tamim 1.24 a,b,c,d € R olmak iizere q=d +ai+bj+ck split kuaterniyonunun
eslenigi ;

g=d—ai—bj—ck
dir (Rosenfeld, 1997).

Tammm 1.25 a,b,c,d e R olmak iizere q=d+ai+bj+ck split kuaterniyonunun

normu;

N@=ya-a =Ja-q

olarak tanimlanir. Dikkat edilirse

N(q) =Vd?+a’>—b>—c? dir
(Rosenfeld, 1997).

Tamim 1.26 a,b,c,d € R olmak iizere q=d +ai+Dbj+ck split kuaterniyonunun skalar
kismu,

S, =d

q
ve vektorel kismi,
V, =ai+bj+ck
olarak tanimlanir. Béylece g kuaterniyonu,
q=3,+V,

bigiminde yazilabilir (Rosenfeld, 1997).

Tamim.1.27 gve p split kuaterniyonlar ve H split kuaterniyonlarin ciimlesi olmak

lzere,

H {izerinde toplama islemi ve skalarla ¢carpma islemi sirasiyla,

@:HxH—>H

(9,p)—q®p= Sep +V,

+P



ve

O:RxH——>H
(4,0)—>10q=4S,+ AV,
olarak tanimlanir. Buna gore herhangi bir g =S, +V, split kuaterniyonunun eslenigi,
q=S,-V,

seklinde tanimlanir (Rosenfeld, 1997).

Tamim 1.28 R reel sayilar cismi olmak {izere,
D :{(a,a*) ‘a,a’ e R}

climlesi lizerinde sirasiyla,

1) Toplama:
®:DxD——>D

(AB)——>A®B=(a,a")®(bb")=(a+b,a"+b")

2) Carpma:
©:DxD——>D

(AB)—>AOB=(a,a")o(b,b")=(ab,ab”+a'’b)
3) Esitlik: A=(a,a’),B=(b,b")eD icin,

A=B<a=bvea =b
seklinde tanimlanan islemlerle birlikte D ciimlesine dual sayilar sistemi ve D

ciimlesinin her bir elemanina da bir dual say1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm.1.29 (1,0) =1 dual sayisma D deki reel birim ve (O,l)zg dual sayisina da D

deki dual birim ad1 verilir.

Sonug olarak goriildiigii iizere &” =(0,0) ancak & #(0,0) dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.1 BirA=(a,a")eD dual sayisi



A=a+eca
seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).

10
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2. LORENTZ UZAYDA CAYLEY FORMULU

Orijin etrafinda bir donme hareketi A - x= X ile bellidir. Burada A bir 3x3

L — ortogonal matris ve x € L® tiir. Harekette cismin noktalar1 arasimdaki uzaklik sabit
kalacagindan,

XX = (X, X)),
yazilabilir. Buradan

(X =x, X +x) =(X,X)_+(X,x)_ —=(xX)_+(xX),

=0
dir. Burada f = X —x ve g =X +x denirse
(f.9) =0
olur. Buna gore,
f=(A-1)- x,
g=(A+1)- x

dir.
A, 3x3 L-— ortogonal matrisinin karakteristik degerlerinden birisinin —1 olma

durumu yani A - X=-x durumu hari¢ tutulursa o zaman (A+1) matrisi regiilerdir ve

x=(A+1)". g dir. Buna gore
f= (A_I)'L (A+I)71.L g

dir. Burada B= (A—1)-_ (A+1)"denirse,
f=B- g
yazilabilir. B matrisinin bir antisimetrik matris oldugunu gosterelim.
(f,9),=(B.9,9), =0

g
b11 b12 bln gl
Bog=|i & .||

bnl bnz - b

nn

9,
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b,g, +b,9, +...+b, g,

bnlgl +bn292 +"'+bnngn

(B.9,9), =(B.9) . g=0

9
[bllgl +blzg2 +"'+b1ngn"'bnlgl +bn292 +"'+bnngn] ‘L :
9,

0

b,0,0, +b,9,0, +..-+b,,9,9, +---+b, 0,9, +b,,9,9, +...+b,,9,9, =0
;(bu' +b; )aig; +§b.,—9i9,- =0
olur. Buradaki esitlik her g i¢in dogru oldugundan
i#j=b+b; =0
i=j=b;=0=b, =-b;,b; =0
olmalidir.

Bu durumda B' =—B oldugundan B bir antisimetrik matristir.

Simdi B=(A-1)- (A+1)™" denkleminden L* de A matrisini elde edelim.

(A1) (A+1)"

B.(A+1)=(A=1). (A+1)" . (A+])

B

B, (A+1)=(A-1)
B,A+B=(A-1)
(1+B)=A-B, A

(1+B)=(1-B)..(A) (2.1)
(2.1) esitliginde bulunan (I —B) matrisinin bir regiiler matris oldugunu gosterelim.
B matrisi bir antisimetrik matris oldugundan detB>0 dir. Ayrica antisimetrik olan

matrislerin tiim karakteristik degerleri imajinerdir. Gergekten,

B matrisine karsilik gelen bir antisimetrik doniisiim belirleyelim.
B:R"——>R"

k—>B(K) = Ak
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olsun.

(BO.K), =2k, = (k.K),

(k,B0), =(k,2K), =Z(k.K),

dir. Burada 4, A nin eslenigidir. Belirledigimiz B antisimetrik bir doniisiim

oldugundan
<B(k),k>L :—<k, B(k)>L
dir.

olur. Buradan
A+A=0
2Re(1)=0
Burada A nin reel kisminin sifir oldugunu gériiyoruz. Oyle ise A sadece imajinere ya

da sifira esittir. Ozel olarak A =1 i¢in det(Al —B)=0 olacagindan (I —B) regiilerdir.

O halde (2.1) denkleminde (1-B) matrisinin regiiler bir matris oldugundan
yararlanilirsa
(I +B):(I —B).LA
(1-B) . (1+B)=(1-B) " (1-B). A
A=(1-B)" . (1+B),
elde ederiz. Buna denk olan bir diger formiil ise,
B=(A-1). (A+I1)"
denkleminden yararlanilarak
B (A+1)=(A=1). (A+1)" . (A+])
B, A+B=(A-1)
A-B,A=(1+B)

A (1-B)=(1+B)
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A (1-B)., (1-B) ' =(1+B). (1-B)"

A=(1+B). (1-B)

formiilii elde edilir. Bu formiile, L* uzaymnda L—Cayley formiilii denir (Ozkalds,
2010).
Simdi her B antisimetrik matrisinin, L — Cayley formiilii yardimiyla bir

L — ortogonal matris tanimladigin1 gosterelim.

A=(1-B)* (I +B)

olmak iizere
AT =(1+B) (1 —B)’l)T
AT =(1+B7)((1 —|3)T)71
A =(1-B) ((1+8B))"

A =(1-B) (1+B)*

dir. Buna gore

1

A A=(1-B). (1+B)" . (1-B) " (1+B)=I
A A =(1-B)" . (1+B)., (1-B). (1+B) =1
AL A=A A =]

oldugundan A bir L —ortogonal matristir.
2.1.1° Uzaymda 3x 3 Tipinden Antisimetrik Matrisler

B y=ba y

esitligini saglayan B matrisini belirleyelim:

b, b, b,
B= b21 bzz b23 , y=(y1,y2,y3) ) b:(b11b2|b3) olsun.
b31 b32 b33
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B y=ba_y

esitliginden

b11 b12 b13 Y1 —€ € &
b21 b22 b23 v Y |= bl b2 ba
by by, by | [Va] LY V2 Vsl

__b11y1+b12y2+b13y3 _b2y3+b3y2_
_b21yl + b22 Y, + b23 Y |[= _b1y3 + bs Y1
__bsl it b32 Y, + b33 Y3 b1y2 - bz Y1 i

elde edilir. Matrislerde esitlik tanimidan

b, =0, b, =bs, b, =-b,
b,y =—bs , b, =0, by, =y
by, =b, , b, =b, , b, =0,
olur. Buna gore
0 b, -b,
B=|-b, 0 -Db
b, b 0

matrisi, bir antisimetrik matris olarak elde edilir. Buna goére3x3-tipinden bir

antisimetrik matris ile L* uzayindaki vektorler arasinda 1-1 bir esleme vardir. 3x3-

tipinden matrislerin cimlesi M ile gosterilirse bu esleme

f:M—L3

0 b, -b,
B=|-b, 0 —b|—f(B)=(b,b,b)
b, b 0

ile verilebilir.

Simdi L -Cayley formiilii kullanarak, B antisimetrik matristen A, L -ortogonal

matrisini elde edelim. Eger b spacelike bir vektor ise |b|=-b’+b; +b; =1 olarak

kabul edelim.
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A=(1-B)™ (1+B)

-1 —b, b [-1 b -b,

w

=lb, 1 Db . |-b 1 -b
b, -b, 1 b, b 1
S
b? —bZ —b? +1
_(blz + b22 + b32 +1) 2(b3 - blbz) _Z(bz + blbs)
“2(b,+bb,) (07 +b;—bi-1)  -2(b +byb)
2(b, ~bjb,) 2(b-bb,) (o) b, +by-1)
Ustelik A b=b dir. Gergekten,
1
Abs——FF——
T bl -bl-bi+1
_(b12 + b22 + b32 +1) 2(b3 - blbz) _2(b2 + blbs) bl
=| -2(b,+bb)  ~(B7+bi-b7-1)  -2(Bb+bb) |, |b,
2(b, ~hb,) 2(b-bb)  ~(i-bi+bi-1)| |b,
bl
= b2
b3

0 b 0
Ornek 3.1: b, # +1 olmak {izere B=|-b, 0 0] olsun,
0 0 O

L — Cayley formiiliinii kullanarak B den bir L —ortogonal matris elde edelim:

b?+1 —2b, 0
A=(1-B)*- (I +B):ﬁ 2b, -b?-1 0
: 0 0 b-1
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— 2 —
Burada ch@ = b, 11 denirse shé@ = o2 b31 olur. Bu durumda dénme matrisi

2

3 3

—chd shé 0
A=|-shd® ché 0
0 0 1

olarak bulunur. Buna gore, A L—ortogonal matrisi, Oxyz—koordinat sistemindeki
Lorentz diizleminde z-spacelike eksen etrafindaki @ hiperbolik agilik donmeye karsilik

gelir.
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3.3 UZAYINDA DONMELER

3.1. L —Dénmeler icin Rodrigues Denklemi

A bir L—ortogonal matris olsun. A - X=X olmak iizere L — Cayley formiiliinden

X—-x=B- (X+X)

bagintis1 yazilabilir. Antisimetrik matrisler ve Lorentzian vektdrel ¢arpim arasindaki

iligki kullanilirsa,

X—=x=ba (X+X)

denklemi elde edilir. Bu denkleme, L—donmeler i¢in L— Rodrigues denklemi ve b
vektoriine de L — Rodrigues vektorii denir (Ozkald, 2010).

Teorem:3.1.1 A matrisi timelike vektorleri timelike vektorlere, spacelike vektorleri

spacelike vektorlere. null vektorleri null vektorlere doniistiirtir.

Ispat:3.1.1 x = (X, X,,X,) € L* olsun.

A‘L X = ;
b} —bZ —bZ +1
—(b? +bZ +b +1) 2(b, —bb,) —2(b, +bb,) X,
_Z(bs + blbz) _(b12 + bzz - bsz _1) _Z(bl + bzbs) R
z(bz - ble) 2(b1 - bzba) _(b12 - bz2 + b; _1) X3
1

b7 b —b2+1

Xl(b12 +b22 +b§ +1)+2X2(b3 —blbz)—2X3(b2 +blbs)
2X1(b3 +b1b2)—X2(b12 +b22 _b§ _1)_2X3(b1+b2b3)
2X1(b2 —b1b3)+2X2(b1 _bzbs)_xs(b12 _b22 +b§ _1)

ve
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(AL ALX) ==X +X5 +X5 = (X X),

Simdi b donme eksenin non-null yani spacelike ya da timelike olmasina gore

donme matrislerini ele alalm. {lk olarak, L -Rodrigues denkleminde b vektdriinii
spacelike vektor, x, vektoriinii timelike vektor ve <b, X>:O olacak sekilde alalim.
Teorem 3.1.1. den X bir timelike vektordiir.
[ o = (X, %), 2l X]|chg+ (x5, <0
oldugundan X +x bir timelike vektordiir ve X +Xx vektorii de b spacelike vektoriine
diktir. b ile X +x vektorleri arasindaki a¢1 ¢ olsun.
X—=x=ba (X+X)
oldugundan
[X =x]=[o AL (X +x)]=[p][IX +x]|che
dir. Boylece shg =0, ¢ =0 ve chg =1 dir. Bundan dolay1
I = X[ = lo[.] X +x]

yazilabilir.

Diger taraftan;

IX +x||:1/<X +x,X+x>L

[ X =06 X+ 06 x), -+ 06X, +(x,%),

[ X = 06 X+ 20X %), + (% %),

[ x|= (%), ” = 2] X [ ch g+ (x.x),

(X, X>L =(x, x>L =—k?denirse,

|X + x| = —k? —2k? ch ¢ — k>

|X +x| = /-2k*~2k?* ch ¢

X + x| = —-2k* @1+ ch ¢)
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N )

X +x] = _4k2ch2[gj

X + ]| =2kch (?j
2

elde edilir. Benzer sekilde

[IX = X[ = (X, Xy = 20X, Xy, +(%, X},

X = x| = y—k* +2k?ch ¢ —k?
=2k sh ¢
2
elde edilir. Bulunan bu degerler
[ == bl % +x|

denkleminde yerine yazilirsa

2ksh? = | 2keh £
2 2

Ib] = tanh £
2

elde edilir.

b spacelike vektorii yoniindeki birim vektére s=(s,,sS,,S,) denirse, b spacelike

x1Vy1Yz

vektoriiniin veya buna karsilik gelen B antisimetrik matrisinin bilesenleri:

b = (tanh g) S, ,

¢
b, =[tanh Ej S,
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b, = [tanh QJ S,
2

dir. Buradaki s,,s,,s, sabitlerine spacelike Lorentz Rodrigues veya kisaca spacelike

L — Rodrigues parametreleri denir (Ozkald, 2010).

3.2 Spacelike Lorentzian Euler Parametreleri

A, L-ortogonal matris igin L—Cayley formiilii, ¢ hiperbolik dénme agisi ve

B= (tanh gjs ile belirli olan s birim vektoriine gore

A=(1-B)".(1+B)
A= ((ch gj I —[sh g}sjl L (ch %j I +(sh gjs (3.2.1)

olarak yazilabilir. Burada
C :(ch Qj I +(shéj8
2 2

denirse, C matrisindeki

sabitlerine A nin spacelike Lorentz Euler veya kisaca spacelike L—Euler
parametreleri denir (Ozkald1, 2010).
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(3.2.1) esitliginde X =(ch gjl —(sh gjs ve g=9 denirse,

—ch@ -s,sh& s sho
X =| s,sh@ ch@ s ;shé
—-s,sh@ -s,shoé cho

dir. X matrisi X in L— inversi olmak tizere,

2 2 2 B
—s? o _ chg — —s,s, e, s,sh@  -s,s, o _ s,shé
chg chg chg
2 2 2
Xt=|-ss, ST}—: -s,sh0  —s; ST}; +chg  —s.s, o _ s,sh@
c c
2 2 2
-S.S, sh'o, s,sh0  —ss, o, s,shg  —s? sh'o, chg
-1 00 0 s, —s, " 1-s;-si  -ss, -S S,
=ch#| 0 1 0|+shd|-s, 0 -s, Sche -s,s, —l-si+si  -sgs,
0 01 s, s, O —S S, —S, S, —1-s; +s;

1 sh® @
X7z (cho)1 +(sh0)S +=— (s-1)

elde edilir. Buna gére A=X": C

sh? @
choé

A:((che)l +(sh6)S +

(s*-1 )J.L(che)l +(sh)s

h?e
A=1+(sh26)S +(-1+ch20)s?+2 Y (s3_s
+(sh20)S +(-1+ch 20) +ch9( )

elde edilir. S matrisinin karakteristik polinomu —A°+ 4 oldugundan —S*+S =0 dr.

¢

Buna gére S° =S esitligi ve 5 =0 oldugu go6z 6niine alinirsa,
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A=1+(shg)S+(-1+chg)S’ (3.2)
olarak bulunur.
3.3° Uzayinda Spacelike Vektor ile Donmeler

L — Euler parametreleri c,,c,,c,,c, olmak iizere, L° uzayinda dsnmeler
q=C,+Ci+C,J+CK
split kuaterniyonu ile ifade edilebilir. ¢ hiperbolik donme agis1 ve s =(S S,,S ) donme

x?VyrYz

eksenine gore =C, +Cji+C,]+C;K split kuaterniyonunun yazilisi,
q:cosh£+sX sinhﬁ iI+s sinhg J+s, sinhé K
2 2 Y 2 2

dir. Burada N(q) =1 oldugundan q bir birim split kuaterniyondur.
L® uzayinda verilen bir X =(x,y,z) vektoriinii,
X =xi+yj+2zk
olarak split kuaterniyonun bir elemaniyla 6zdeslestirelim. L° uzaymnda donmeler
X'=0Xq ,
split kuaterniyon denklemiyle verilebilir. Burada g , g nun eslenigi olup
azc0 —ci—C,j—Ck dir. Simdi X'=0gXq split kuaterniyon denklemini matris formu
ile ele alalim. Bunun i¢in bir Z=Z,+Zji+Z,j+Zk split kuaterniyonunu
2=(2,,2,,2,,2,) vektoriyle 6zdeslestirelim.
W =W, +W,i+W, j +W,k olmak iizere W ve Z iki split kuaterniyonunun ¢arpimi olan

WZ vektori,

WZ =W*., Z
veya

WZ=2Z - W
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matris ¢arpimiyla verilebilir. Burada W* ve Z~ matrisleri sirasiyla su sekilde

tanimlanmigtir: W™ matrisinin her bir siitunu, W split kuaterniyonunun {—i, J, k,l} baz
vektorleriyle sagdan carpimiyla, Z~ matrisinin her bir siitunu ise Z split
kuaterniyonunun {—i, j,k,1} baz vektérleriyle soldan ¢arpimiyla elde edilmistir. Buna
gore,
Z=2,+Zi+Z,]+7Z,k
W =W, +Wi +W, j +W,k
olmak iizere
(W)

(W

(W) (_i) = (W4 +W1i +W2j +W3k)-(_i) = —W4i +W, +W2k —W3j
(5)= (W, +W,i W, j + Wk ). () =W, j +WiK +W, +W,i
)

(k) = (W, + Wi +W, j +W;K ). (K) =W,k =W, j —W,i +W,

(W).(1) = (W, +Wii +W, j +W;K ). (1) =W, +W,i + W, j +W,k

Buradan,
-W, W, -W, W,
W* = _Ws W4 _Wl Wz
- W2 Wl W4 W3
Wl WZ W3 W4
ve

N
N
Il

()(Z,+Zji+Z,j+ZK)==Z,i+Z, - Z Kk +Z,]
Z):(j)'(ZA +Zji+Z,] +Zsk):Z4j -Zk+Z, _Zgi

(K).(Z,+Zj+Z,j+ZK)=Z,k+Z,j+Z,i+Z,

N
~
Il

()(2)=(1)(Z,+Zji+Z,j+ZK)=Z,+Zji+Z,j+Zk
-z, -2, Z, Z,
Zi— Z3 Z4 Zl ZZ
-z, -7, Z, Z,
z, z, Z, Z,
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elde edilir.

Dolayisiyla = (SX sh g 'Sy sh g S, sh g ,ch g) ve X =(x,v¥,z,0) olmak iizere,

X'=0gXq

denkleminin matris formu

olarak diisiiniilebilir. Burada

—chﬁ szshf -S shé sshﬁ
2 2 2 2

—s, sh 4 ch 4 —s, sh 4 s, sh 4
2 2 2

sysh2 sshg chg szshﬂ
2 2 2

sxsh2 sshé szshé chg
L 2 72 2 2

ve

—chﬁ S, shg -S shﬁ -S, shg

2 2 2 2

-S, shg chg —sxshé =S, shg

ﬁ _ 2 2 2 2
S, sh2 S, shg chf —S, shé

2 2 2 2

—s, sh ¢ —s, sh ¢ —s, sh ¢ ch ¢

L 2 2 2 2 |

dir. Buna gore

X'=q (@) X
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2 2 2
p -1 0 O 0 s, —s, p S, —S, —S, —25,S, 28,8,
ch>=| 0 1 O|+shgd|-s, 0 -s |+sh®’=| -2ss ~s2 —s’+s’ -S S
2 y y z y-z
2 2 2
0 01 s, s, O —28, S, AN =S, +S, =S,

0 0
:[chZEJI +(sh 0)S+sh2§(282 -1)

=1 +(sh¢)S + (-1+ch ¢)S?

dir. Bu, ¢ donme agisina ve S donme eksenine gore tanimlanan ve (3.1) esitligi ile

verilen A=1+(sh¢)S+(-1+ch¢)S? donme matrisidir. Bu durumda

yazilabilir. Burada 0, 3-boyutlu uzayinda sifir vektoridiir.

3.4. |® Uzaymnda Timelike Vektor ile Donmeler

X —x=bA, (X+x) L-Rodrigues denkleminde, b vektoriinii timelike vektor, x

vektoriinii L* uzaymda herhangi bir vektor olarak alalm. x” ve X~ vektorleri sirastyla

b vektoriine dik olan diizlemde X ve X vektorlerinin dik izdiisiim vektorleri olsun. Bu
durumda x=x +A1b olacak sekildle AeR vardr. X vektori b vektoriine dik,
A b=Db ve (x,b), =(Ax, Ab) , oldugundan
0=(x",by,

=(X—A1b,b),

=(X,0) —Ab,b),

=(AXx, Ab), — A(b,b),

=(X,b) —Ab,b),

=(X —-Ab,b), .

elde edilir.
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Boylece aym1 AR degeri igin X = X" +4b yazabiliriz. Ustelik X" ve X"
vektorleri spacelike altuzayda bulunan spacelike vektdrlerdir. Ayrica b vektdrii X —x

ve X" +x vektodrlerine de diktir. Buna gore,

A X =A (x—Ab)
A X =A x-1A.b
A X =X-1b

A X =X"
yazilabilir. X ve x vektérleri arasindaki iliski, X~ ve x* vektorleri arasinda da
gecerlidir.
L — Rodrigues denkleminden,
X" =x"=bA (X +X)

yazabiliriz. Bu durumda

Burada ¢, , b timelike vektorii ile X+ X" spacelike vektorii arasindaki timelike agidir.

X*—x*H:Hb/\L (X*+x*)

=[Ibll[x"+x

che;

(b, X"+ x*)L =0 oldugundan

(o, +x°) = ol

X" +x*Hsh¢l

=0
elde edilir. Boylece shg =0, ¢ =0 ve chg =1 elde edilir. Buna gore

[ =] = [l X" +x

olarak bulunur.

Diger taraftan;

X" x| = (XX =206 4+ ),

- o X0 2[R oosd 0,

(X", X7y =X, Xy =k* (k>0) denirse,

X" —X*H = \/kz —2k*cos g+ k?



=2ksin f
2
elde edilir. Benzer sekilde,
HX* + X*H =2k cosé
2

dir.

HX*_X*

= H|b|” : HX* + X*H oldugundan
oksin? - [lof| 2k cos?

2 2
I = tan 2

olarak bulunur.

b timelike vektorii yoniindeki birim vektdre s =(s,,s,,s,) denirse, b timelike

vektoriiniin veya buna karsilik gelen B antisimetrik matrisinin bilesenleri:

28

dir. Buradaki s,,s,,s, sabitlerine timelike Lorentz Rodrigues veya kisaca timelike

X1 Oy

L — Rodrigues parametreleri denir (Ozkaldi, 2010).

3.5 Lorentz Timelike Euler Parametreleri
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A, L-ortogonal matris i¢gin L—Cayley formiili, ¢ donme agis1 ve
B =(tan QJS ile belirli s birim timelike vektoriine gore

A=(1-B)".(1+B)

el fond)e] o)

olarak yazilabilir. Burada
C= [cosﬁj | +(sin QJS
2 2

denirse, C matrisindeki

C, =C0S

C, :(sin ﬁ}sx
2

c, =(sin st
2 y

C, = (sin éjsz :
2

sabitlerine A matrisinin timelike Lorentz Euler veya kisaca timelike L—Euler

[CERSE

parametreleri denir (S. Ozkaldi-H. Giindogan).

(3.2)esitliginden X =(cosgjl —[singjs ve §= 6 denirse,

—cos¢ -s,sind s sind
X =| s,sin@  cosd s siné
—s,sin@ —s,sin@  cosod
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dir. X matrisi X matrisinin L —inversi olmak {iizere,

B P02 ) i2 ]
sin® @ sin® @ . sin“ @ .
—s? —-cosf  -s,5,———+s,5IN0 -S.S, —-s,sind
cos & cosd cosd
HY H Y HY4
_ sin® @ . sin® @ sin® @ .
X?t=|-ss,——=s,sin0 s, +c0sf  —S.s, —s,sing
cos@ cos@ cosd
HY HY )
sin® @ . sin® @ . sin® @
-S,S, +s,8IN60  —s.5, +s,8in@  —s? +Cc0sé
i Cos cos® cos® 1
-1 00 0 s, =s,| _, |-1-s;-s -s5, - S,
. sin“ @4 2 2
=cosf| 0 1 O|+sind|-s, 0 -—s, P -S,S, 1-s; +5; =S, S,
Ccos 5
0 01 s, s, O —S, S, -s,5, l-s,+s,
sin* @
=(cos @)1 +(sind)S + (1+5%)
cosd
dir. Buna gére A= X - C olmak iizere,
sin* @

A= ((cos&) | +(sin@)S + (1+ sz)].L (cos@)1+(sind)S

cosé@

=3
A=1+(sin20)S +(1 —cos20)52+ MO (52 1 g
+(sin26)S +(1 —cos 20) +c059( +)

elde edilir.

S matrisinin karakteristik polinomu A%+ oldugundan S®+S=0 dir. Buna

¢

gore S®=-S esitligi ve 5 =0 oldugu go6z oniine almirsa,

A=1+(sing)S +(1-cosg¢)S? (3.3)

elde edilir.

3.6 ° Uzayinda Timelike Euler Parametreleri ile Donmeler

L — Euler parametreleri c,,c,,c,,C, olmak iizere, L° uzaymda donmeler

q=C,+Ci+C,j+CKk
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split kuaterniyonu ile ifade edilebilir. ¢ donme agis1 ve s=(s S,,S ) timelike donme

x?VyrYz

eksenine gore =C, +Cji+C,]+C;K split kuaterniyonunun yazilisi,

q :cos£+sX (singjnsy (sinﬁj J+s, (singjk
2 2 2 2

dir. Burada N(q) =1 oldugundan q bir birim split kuaterniyondur.
L® uzaymdaki bir X =(x,y,z) vektori,
X =xi+yj+2zk
olarak split kuaterniyonun bir elemaniyla 6zdeslestirilip, L® uzayinda donmeler
X'=0Xq ,
split kuaterniyon denklemiyle verilebileceginden X'=qXq split kuaterniyon

denklemini matris formu,

q= sxsingsysiné,sZ siné,cosg ve X =(X,Y,2,0) olmak iizere
2 2 2 2
X'=q" (@) X
olarak diisiiniilebilir. Burada

—cosé S, sinf -S siné sxsinﬁ

2 2 b2 2

—szsin2 cosﬁ —sxsing S siné

q = 2 2 2 72

sysing sxsing cosﬁ szsiné

2 2 2 2

sxsin2 S sinﬁ S, sin2 cosé
L 2 72 2 _

ve



—cosé S, sinﬁ -S siné
2 2 )
—s, sing cosg —sxsinﬂ
m: 2 2 2
sysinf sxsinf cosﬁ
2 2 2
—sxsinﬁ -S sinﬁ -, sinﬁ
L 2 T2 2
dir. Buna gore
X'=q"- (@) X
-1 0 0 0
—cos??] 0 1 0l+sing s,
0 01 S,
—s;—S;—S. =25,
.y
+sin®Z| 255 —S; —S. +5.
—28, S, —2s5,

_ 29 . Y
—(cos 2jl+(sm¢)8+sm 5

s, sin—
-s, sin=
—s, sin—

COS—

—28, S,
—2s 5,
—S; +5; —s2

(1+25%)

=1 +(sin®)S + (1—cos ¢)S?
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dir. Bu, ¢ donme acisina ve S donme eksenine gore tanimlanan ve (3.3) esitligi ile

verilen A=1+ (sin ¢) S+ (1— oS ¢) S? donme matrisidir. Bu durumda

yazilabilir. Burada 0, 3-boyutlu uzayda sifir vektoriidiir.



33

4. KATI DONUSUMLER

4.1 Koordinat Doniisiim

Kinematik, noktalarin hareketlerinin geometrik 6zelliklerini inceler. Bu hareket
ardigik otelemeler, donmeler yardimiyla yapilir. Eger bir cisim kati cisim ise cisimdeki
iki nokta arasindaki uzaklik korunur. Matematikte cebir, geometri, ... dallarina ait bazi
kavramlar kinematik agidan ele alindiginda bazen degisik isimlendirmeye ugrarlar.
Ornegin cebirsel olarak bir

f:R"—R"
doniistimii
d(x,y)=d(f(x), f(y)
Ozelligine sahip ise f ye bir izometri denir.

Kinematik agidan bu f doniisimii yer degistirme olarak adlandirilir. Bu yer
degistirmeyi D = (A,d) seklinde gosterecegiz.

R" Oklid uzayinda bir cismin yer degistirmesinden cisimdeki biitiin noktalarm
bir D ile belirtilen konumu anlasilacaktir. Bu yer degistirme gézlemenin matematiksel
acidan 6dnemi; cisme yerlestirilen cisimle baglantili bir catinin hangi konuma tasindigini
gostermektedir.

Bu c¢atilarin ilk konumdakine sabit, ikinci konumdakine hareketli ¢at1 denir.ve
sirasiyla F ve M ile gosterilir. Yer degistirme,

D:F—M

X =A_x+d
seklinde taniml1 uzakligi koruyan doniisiim olarak ele almir. Burada x , F de 6lgiilen
bir noktanin koordinat vektorii, X ise aymi noktanin M de Olgiilen koordinat
vektoridiir. Eger hareketli cisim n-boyutlu ise 0 zaman A bir nxn -tipinde matris, d
ise bir n-boyutlu vektordiir. Bu doniisiim kat1 bir doniisiim oldugunda A nxn-tipinde
bir L - ortogonal matristir.
Teorem 4.1 : n-boyutlu Lorentz uzayinda yer degistirmelerin ciimlesi bir cebirsel
gruptur.
Ispat4.1:i) D,:M,——M

D,:F——>M,
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yer degistirmeleri i¢in bileske yer degistirme D =D,D,dir. D, ve D, swrasiyla (A,d,)

ve (A,,d,) ile verilirse, D, i¢cin X =A. x+d;, D, icin X =A,. x+d, dir.
DD,(x)=D,. (A. x+d,)=A. (A. x+d,)+d,
=A. A X+A. d,+d,
elde edilir. Boylece D=D,D, : F——>M bileske yer degistirmesi
D =D,D,=(A,d))(A,d,)
= (ALA A D, +d)

olarak tanimlanmustir.

i) D,=(A.,d,) , D,=(A,,d,) ve D,=(A;,d,) yer degistirme olsun.

D, (D, 01)((A,d,) (A ds))

0 ) (A Ay A g +d,)
A ALALA LA dy+d,) +d,)
AAAA LA A D, +d,)
AL A AL, +d) (A )

2))(A3’d3)

O
—_ —_~ o~ ~ /—\
Y,
A
~ O~ ~— ~— v \_/
I
= — — / A /-\

iii) 1=(1,,0) ve D=(A,d) yer degistirmeleri verilsin. D i¢in X = A, x+d,

I igin X =1, x=Xx dir.

DI (x)=D(x)=A_x+d dir.

Ayni sekilde DI (x)=D(x) oldugundan 1=(l,,0) yer degistirmesi 6zdeslik

yer degistirmedir.

iv) Her bir D=(A,d) yer degistirmesi i¢cin X = A Xx+d dir.
X=AXx+d <A x=X-d
S AL A=A (X-d)

ol x=A X-A".d



ox=A, X-A".d
elde edilir.
D':M—>F
X ——D?*(X)=x=A", X-A". d
dir. O halde;
D*=(A",-A". d)

35
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5. 3-BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA YER DEGISTIRMELER

3-boyutlu Lorentz uzayinda iki kat1 cismin birbirine bagli konumu, M hareketli

¢atidaki X =(X,Y,Z) koordinatlarmi, F sabit gatisindaki x=(X,y,z) koordinatlari

cinsinden belirleyen bir doniisiimle tanimlanir. Doniisiim

X =A_x+d
ile verilmistir. Burada A, 3x3-tipinden bir L— dénme matrisidir ve d =(d,,d,,d;) bir
Oteleme vektoriidiir. Bu doniisiim, M ’deki noktalar arasindaki uzaklik o6lgiimiini
koruyan bir kat1 doniisiimdiir. Bu doniisiime 3-boyutlu L —uzayda yer degistirme denir.
5.1 L Uzayinda Bir Yer Degistirmenin Vida Ekseni

Bir Lorentzian uzaysal yer degistirme etkisi L° uzayda sabit kalan, hareketli bir
cisimdeki noktalar1 ele alacagiz. Bu ¢ noktalari, yer degistirmenin dncesi ve sonrasi
ayni koordinatlara sahiptir. Buna gore bu noktalar,

c=A,_c+d,
veya

(1-A). c=d
denklemini saglamalidir. Bu denklemin ¢6ziimii

c=—(A-1)"d

gibi goriilmektedir. Ancak 3x3 -tipinden biitiin donme matrisinin karakteristik
degerlerinden biri 1 oldugundan dolay1 (A—1) matrisi singiilerdir. Sonug olarak L* de
sabit kalan noktalar1 yoktur.

L® de uzaysal yer degistirmelerin sabit noktas1 olmadig1 halde sabit bir dogrusu
vardir. Bu dogru yer degistirme Oncesi ve sonrast Lorentz uzayda ayni konuma
sahiptir. Sabit dogru lizerindeki her bir nokta, dogru boyunca hareket etmistir. Bu
dogru Lorentz vida ekseni denir.

Bu dogrunun dogrultmani Rodrigues vektorii olarak bilinen A matrisinin donme
eksenidir. Bu dogrunun konumunu belirleyelim:

d”, d Steleme vektoriiniin normali b vektorii olan diizleme dik izdiisiimii olsun.
(1-A). c=d
denklemi, normali b vektori olan diizlemde otelenen ve b vektoru etrafinda donen

diizlem yer degistirmesinin C pol noktasini tanimlar. Aranan dogru
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|=c+th dir.

Bu yer degistirme, bu dogru etrafinda bir sirf donmeye ve dogru boyunca ds=d—d”
miktar1 6telemeye indirgenir. Bu denkleme Lorentz vida hareketi veya kisaca L -vida
hareketi denir (Ozkald1, 2010).
5.2 Lorentz Uzaysal Yer Degistirme I¢cin Rodrigues Denklemi

Bu bolimde Lorentzian donmeler i¢in verilen Rodrigues denklemi, |=c+ts
vida ekseni kullanilarak uzaysal yer degistirme kolayca genellestirilebilir. Burada s, b
vektorii dogrultusundaki birim vektordiir. ¢, L -vida ekseni lizerinde bir nokta olsun.
X ve X vyerine sirasiyla Xx—Cc ve X —(ds+c) vektorleri kullanilarak L -Rodrigues
denklemi

X —(ds+c)—x+c=bAa (X—-(ds+c)+x—-c) ,
X—-x—ds=bAa (X+x-2c—ds) ,
X —x—ds=bA_(X+x-2c)+ba (—ds)
X —=x=bA (X +x-2c)+ds

olarak elde edilir. Bu formiil genel Lorentz uzaysal yer degistirme i¢in L -Rodrigues
denklemi olarak adlandirilir (Ozkald1, 2011).
5.3 3-Boyutlu L -Vida Matrisi

Su ana kadar L -uzayda verilen bir D=(A,d) yer degistirmesi i¢in L -vida
ekseni, bu eksen boyunca 6teleme ve bu eksen etrafinda L -donmesi tanimlanmustir.
Simdi, verilen L -vida eksenine gore D yer degistirmesi ve | boyunca d mesafeli, &
acili L -vida yer degistirmesi belirleyecegiz.
F sabit agisinda, L-vida ekseni |=c+ts ile verilsin. s vektorii birim vektor ve
(c,s), =0 oldugunu kabul edelim.
Eger L -vida ekseni F nin orijinden gegiyorsa bu durumda ¢ =0 dir. Oteleme miktari,

c=A.c+d

0=A0+d"

olacagmdan

ds=d olur. Boylece yer degistirme
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D'=(A,ds)
dir.
Eger L -vida ekseni F nin orijinden ge¢miyorsa ¢ # 0 dir. Bu durumda bir F’
sabit catisi,
T.:F—>F' , T=(l,c)
Otelemesi ile cnoktasinda L -vida ekseni lizerine yerlestirilebilir.
D’'=(A ds) yer degistirmesi referans catmin degisiminden ve T =(l,—C)
olmak tuzere,
D=TDT " =(l,c)(Ads)(l,—¢) = (A —Ac+ds +c)
olur. Boylece d oteleme vektort
d=ds+(I-A)..c,
olarak bulunur. Verilen yer degistirme i¢in elde edilen 4x4 -tipinde (A,d) matrisine,

L -vida matrisi denir (Ozkaldi, 2011).
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T = (A d)yer degistirmesi, §=q+&q° dual split kuaterniyonu ile temsil edilir.

G=q+&q° dual kuaterniyonun reel kismi olan q=q, +q,i+0,j+0g,Kk ,A dénmesinin

L -Euler parametreleriyle tanimlanmustr. ° dual kismu ise

1
q°=§Dq

ile verilmistir. Burada D=d,i+d,j+d,k , d =(d,,d,,d,) 6teleme vektdrlerinden elde

edilen bir split kuaterniyondur.

d oteleme vektorii d =ds+c— A, ¢ L-vida yer degistirmesinin parametrelerine

gore yazilsin. Bu vektorlerinin her birinin kuaterniyon formunda yazilisiyla,
D=dS+C-qCq

dir. Buna gére, § =g+ ¢q° dual kuaterniyon dual kismi olan

1 _
q°=§(dS+C—qu)q

q° =%(d8q +Cq—0C)
olur. Bu ifade matris denklemi kullanilarak
0 1 - +
q ZE(q 'L(ds +C)_q 'LC)

olarak elde edilir.

Durum 1: b spacelike vektor ise,
—ché szshﬁ S shg S shg
2 2 2 2

szshg chg sshﬁ s,sh—

q .. (dS+C)=

-S shﬁ —sxshﬁ ch2 s,sh—
2 2 2 2 0

sxshé ssh2 ssh2 ché
2 T2 2 2

ve

¢ | | OGS, +dsS, +dss,)s, +C

2 S T —d,s, + dzsy + dssz)sy +C,
‘L

1/ —d;s, +dzsy +d,s,)s, +¢,
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—ché szshﬁ -S shg sxshé
2 2 72 2
c
—szshé chg —sxshg syshg '
q.C= 2 2 2 2| |G
L ‘L
syshé s.xsh2 ch2 szshﬁ X
2 2 2 2 0
sxshé S sh2 szsh2 ché
L 2 72 2 2 |
Ceon? ¢ ¢ |
clch5+czszsh§—c33ysh§
czché+clszsh£—c3sxsh£
_ 2 2 2
¢ ¢ ¢
cschz—clsyshEJrcstsh—
¢ ¢ ¢
_czsysha—clsxsh5+c3szshz
olur ve
1
0__
a 2
- . ¢ ¢
-2¢,5,sh=+2c,s sh=
—dlsfchg+dzsxsychg+dssxszch% 2 T 83
¢ ¢
—2¢,8,sh=+2c,s,sh—
_dlsxsychg+dzs§chg+d3syszch§ ! My TEESAT
2 ¢ ¢
-2¢,s,sh—=—2c,s,sh—
—dlsxszchg+d23yszchg+d333chg YT T2
¢
I 0 | (shz (—d,s, +d,s, +dgs, )(=s] +57 +57)

dir. d =(d,s), =—d;s, +d,s, +d;s, oldugu gz Sniine alnirsa ve s =(s,,s,,5,) =CA S

denirse,
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dchésX + Zshés’;
2 2
dchgsy + ZShgs;

dchésZ + Zshgsz
2 2

dshg
2

d ¢ -
=—chXts +shts
ql 2 X 2 X

as :gchgsershgs; :

N

as =9ch£sZ +sh£s§ ,
2 2 2

o _d_ ¢
=—sh=
a, 55
olarak elde edilir.

§=s+¢s” dual vektorii L -vida eksenini temsil etsin ve ¢ =¢+ed , § boyunca

oteleme ve § ekseni etrafindaki donmeyi tanimlayan dual hiperbolik a¢1 olsun. O
Zaman,

q:ch£+sx(sh£ji+s [shgjﬁs{shéjk

2 2 y 2 2

+& 9shé+(gchésx+shés:]i+(gchés +sh£s*)j+(9ch£sz+sh£s:jk
2 2 2 2 2 2 27 27 2 2 2

s (ch£+ggsh£j+sx(sh£+39chgji+gsh£s:i
2 2 2 2 2 2 2

+sy(shg+g%chgjj+gshgs’y’j

+s, sh£+gﬂch£ k+gsh£s:k
2 2 2 2

¢

é= 5 +¢&d olmak lizere
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q:ché+§x(shéji+§ (shé]j+§Z [shé]k
2 2 U2 2

olarak elde ederiz. Boylece bir dual kuaterniyonun bilesenleri, uzaysal yerdegistirmenin
dual spacelike L-Euler parametreleri olarak bilinen dual uyarlamalariyla L -Euler
parametreleri yerine konularak elde edilmistir. Dual spacelike L -Euler parametreleri

kullanilarak dual L -ortogonal matrisini, donme matrisi olan
A=1 +(shg5)§+(—1+ch¢3)§2
esitliginin bir dual uyarlamasiyla,
A=1+(shg)S +(-1+chg)s?

olarak ifade edilebilir.

Durum 2: b timelike vektor ise,

—cosé -, sing S siné sxsing
2 2 V2 2
—d;s, +d,s, +d,8,)s, +C
s, sin?  cos? sxsiné sysing —dls +dzsy+d33 " +c1
q .. (dS+C)= 2 2 2 . 19x T M2y T390y TR
-s, sing _sting cosé stmg —d,s, +dzsygd3sz)sZ +C,
sxsing S sin2 S, sing cosé
L 2 72 2 2 |
ve
—COSQ S, Siné -S sin2 sxsinﬁ
2 2 ) 2
C
—szsing cosﬁ —sxsiné s sinf !
+ _ 2 2 2 7 2 c,
TeT ¢ ¢ $ 1" c
s,sin— s sin— cos—  s,Sin— 3
Y2 2 2 2 0
SxSinQ 5. sin? s, sin?  cos?
L 2 72 2 2 |
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¢ P 4]
clcos§+czszsmz—c3sysm§
clszsin£+c2 cosg—c3sxsin£
_ 2 2 2
—clsysiné+czsxsin£+cscos£
2 2 2
—clsxsinngczsysiné+c3sZ sinﬁ
L 2 2 2]
olur ve
1
0__
a 2
_ _— @ @ |
—2C,S, Sin=+2¢C,s, sin =
—d,s? cosg+dzsxsy cos§+dssxsZ cosg T Y2
9 9
—2C;S, sin =+ 2¢,S, sin—
-ds,s, cos§+dzsj cos§+d3sysZ cosg . et T
2 P 9
—2C;S, Sin—=—2¢,s, sin =
—d,s, s, cos§+dzsysZ cosg+d3sz2 cosg VT2 T2
i ¢ 2 2 2
I 0 | (smi (d,s, —dys, +d;s, )(—s; +5; +57)

dir. d =(d,s),_ =—d;s, +d,s, +d;s, oldugu giz dniine alinirsa ve s=(s,,S,,5,) =CA S
denirse,

¢ ¢

dcos=s, +2sin=s,
2 2
d cosgsy +25ings’;
¢ ¢

d cosis +2sints’

z 2 z

¢

—dsin&
2

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

O d - d - * - d - * - d - *
=——_siN—+| ~COS_S, +Sin=S, |i+| -COS—s +sin—s |j+| —cos=s, +sin—s, K
2 2 \2 2 2 2 2 2 2 2 2

q

olarak elde edilir.
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§=s+&s  dual vektorii timelike L -vida eksenini temsil etsin ve g=g+ed , §
boyunca 6teleme ve § ekseni etrafindaki donmeyi tanimlayan dual hiperbolik a¢1 olsun.

O zaman,

q:cos£+sX (singjnsy (sinﬂj J+s, (sinéjk
2 2 2 2

+& —gsiné{gcosésx+sin£s§)i+(9cos£s +sinés*jj+(9cos£sz+sin£sj)k
2 2 \2 2 2 2 27 2" 2 2 2

¢ ¢ g, d ¢ ¢

4= cos——ggsin— +s,| sinZ+&—cos= |i+&sin=s,i
2 2 2 2 2 2 2

g, d_ ¢ ¢

+s. | sin=+&£—cos= | j+e&sin=s. j

y( 2 "2 2)’ 2>

+s, siné+89cos£ k+gsin£s:k
2 2 2 2

¢

¢ == +ed olmak iizere

2
<j:cosé+§X [sinéji+§ (siné]jJr§Z (sinéJk
2 2 ’ 2 2

olarak elde edilir.

Boylece bir dual kuaterniyonun bilesenleri, uzaysal yer degistirmenin dual
timelike L -Euler parametreleri olarak bilinen dual uyarlamalariyla L -Euler
parametreleri yerine konularak elde edilmistir. Dual timelike L -Euler parametreleri

kullanilarak dual L -ortogonal matrisini, donme matrisi olan
A=1+(sing)S +(-1+cosg)S’
esitliginin bir dual uyarlamasiyla,
A=1+(sing)S +(1-cos¢)S’

olarak ifade edilebilir.
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