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OZET

DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARDA LAPLACE-BESSEL OPERATORE
BAGLI MAKSIMAL OPERATORLERIN KOMUTATORLERI

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci boliimde,
caligmamuz i¢in gerekli olan temel tanim ve teoremler verilmis, Lebesgue ve degisken iislii Le-
besgue uzaylar1 takdim edilmistir. Ayrica bu boliimde, genellestirilmis 6teleme operatorii tak-
dim edilerek B-maksimal operatorler ve bu operatorlerin komiitatorleri hatirlatilmistir. Uciincii
boliim tezin orijinal sonuglarini iceren boliim olup B-maksimal operatoriiniin komiitatoriiniin,
B-maksimal komiitatoriin ve sharp B-maksimal operatoriin komiitatoriiniin degisken iislii Le-
besgue uzaylarda sinirlilif1 ispatlanmistir. Son boliimde, elde edilen 6zgiin bulgular degerlen-
dirilmis ve calismanin literatiire olan katkis1 belirtilmistir.

Anahtar Kelimeler: BM O uzayi, degisken iislii Lebesgue uzayi, komiitator, maksimal operator.
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ABSTRACT

COMMUTATORS OF MAXIMAL OPERATORS ASSOCIATED WITH
LAPLACE-BESSEL OPERATOR ON VARIABLE EXPONENT LEBESGUE SPACES

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction. The second
chapter presents the fundamental definitions and theorems that we would need in our study, and
introduces Lebesgue spaces and variable exponent Lebesgue spaces. In addition, this chapter
addresses the generalized translation operator and recalls a review of B-maximal operators and
their commutators. The third chapter contains the original results of the thesis, in which the
boundedness of the commutator of B-maximal operator, the B-maximal commutator, and the
commutator of sharp B-maximal operator on variable exponent Lebesgue spaces is proved. The
final chapter evaluates the obtained original findings and outlines the contribution of the study
to the literature.

Keywords: BM O space, commutator, maximal operator, variable exponent Lebesgue space.
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1. GIRIS

Degisken iislii fonksiyon uzaylarinin ortaya ¢ikisi, klasik Lebesgue uzaylari L, ve Sobo-
lev uzaylariin W , genellestirilmesi diigiincesinden tiiretilmigtir. Bu yaklagimin tarihsel temel-
leri 1931 yilinda Orlicz tarafindan tanitilan Orlicz uzaylarina dayanmaktadir. Orlicz uzaylari,
sabit bir iis yerine daha genel bir Young fonksiyonu ile tanimlanarak, norm kavraminin ge-
nellestirilmesini saglamistir (Orlicz, 1931). Degisken iislii fonksiyon uzaylari, bir 6lcii uzay:
tizerinde tanimlanan ve integrasyon mertebesi noktadan noktaya degisen fonksiyonlar1 kapsa-
yan uzaylardir. Bu uzaylarda iis fonksiyonu genellikle p : Q C R" — [1,0) seklindedir. Buna
gore, fonksiyonun degisken iislii L,y sinifina ait olmasi sarti klasik L, taniminin degigken iislii

versiyonu olarak yazilir:

Py = [ 1FOI"du(@) <

Degisken iislii fonksiyon uzaylari, klasik Lebesgue uzaylarinin birgok temel 6zelligini korurken,
issiin noktadan noktaya degismesine olanak tanir. Bu 6zellik, sabit integrasyon mertebesi var-
sayiminin gegerli olmadigi fiziksel, biyolojik ve miihendislik sistemlerinde bu uzaylar1 6zellikle
uygun bir arag haline getirir. Ayrica, klasik operatorlerin incelenmesinde yeni analitik zorluklar
karsimiza ¢ikmakta olup degisken iislii uzaylar, hem teorik hem de uygulamali problemlerde
daha esnek ve kapsamli bir ¢erceve sunar. Boylece, lokal degiskenlik 6zelliginin 6nemli oldugu

ortamlarda fonksiyonlarin davranisini dogru sekilde modellemek miimkiin olur.

Degisken iislii fonksiyon uzaylar 6zellikle 1990 I yillardan itibaren yogun ilgi gormiis-
tir. Bu baglamda, Zhikov (1987, 1997) degisken iislii uzaylarin, mikroskobik heterojenlikleri
olan ortamlarin makroskopik davraniglarini inceleyen karigsim teorisi ve eliptik operatorlerdeki
uygulamalarini ortaya koymustur. Diening, Harjulehto, Hésto ve RuZicka ise "Lebesgue and So-
bolev Spaces with Variable Exponents" adl1 eserlerinde konuyu sistematik bicimde ele almigtir
(Diening vd., 2011). Fan ve Zhao (Fan ve Zhao, 2001) degisken iislii Sobolev uzaylarinin temel
ozelliklerini incelemis, RuZicka (Ruzicka, 2000) ise "Electrorheological Fluids: Modeling and
Mathematical Theory" adli ¢alismasinda bu uzaylarin uygulama yonlerini vurgulamistir. Degis-
ken iislii fonksiyon uzaylarinin baglica uygulama alanlar1 arasinda, degisken ortam kosullarina
sahip eliptik ve parabolik kismi diferensiyel denklemler, elektroreolojik ve manyetoreolojik
akigkanlarin modellenmesi, goriintii isleme alaninda, farkli bolgelerde giiriiltiiyli azaltirken ke-
narlar1 korumay1 saglayan adaptif filtreleme yontemleri, mekanik 6zellikleri konuma gore degi-
sen malzemelerin analizi ile harmonik analiz kapsaminda maksimal operatorlerin sinirliligi ve
interpolasyon teorisi yer almaktadir. Dolayisiyla, degisken {iislii fonksiyon uzaylari; analiz, PDE

teorisi, harmonik analiz ve matematiksel modelleme agisindan zengin bir alan olusturmaktadir.

Degisken iislii Lebesgue uzaylar, klasik L, uzaylarinin kavramsal olarak dogal bir ge-
nellemesini olusturmaktadir. Bu uzaylar ilk olarak Orlicz ve Nakano tarafindan kavramsal te-

melleriyle tantmlanmis olup Zhikov’dan sonra PDE lerdeki uygulamalariyla matematiksel ola-
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rak gelitirilmistir (Orlicz, 1931), (Nakano, 1950), (Zhikov, 1987). L, (£2) uzay,

L,)(Q)= {f 1 Q — R" dlgiilebilir : p,) = /Q FOPYdu() < oo}

seklinde tanimlanir. Bu uzayda norm, genellikle Luxemburg normu olarak adlandirilan

ile tanimlanir. Ozel olarak, p(x) = p sabit oldugunda klasik L,, uzaylarina indirgenir.

Zhikov (1987), p(x)-Laplasyen operatorleriyle iligkili temel analitik sonuglari gelistir-
migtir. Takip eden ¢aligmalarda, Kovacik ve Réakosnik L, ve Wy j(,) uzaylarmin temel 6zel-
liklerini sistematik bicimde tanimlamig, Diening ise maksimal operatorlerin sinirliligi, inter-
polasyon ve Hardy-Littlewood teorilerini degisken iislii uzaylarda genellestirmistir (Kovacik
ve Rdkosnik, 1991), (Diening, 2002, 2004, 2005), (Diening vd., 2011). Daha yakin dénemde,
Cruz-Uribe ve Fiorenza, "Variable Lebesgue Spaces" adli kitabinda degisken {iislii uzaylar i¢in

modern ve kapsamli bir yaklagim getirmistir (Cruz-Uribe ve Fiorenza, 2013).

Degisken iislii Lebesgue uzaylari, ¢ok cesitli uygulama alanlarinda 6nemli bir rol oyna-
maktadir. Degisken katsayili kismi diferensiyel denklemlerde, 6zellikle p(x)-Laplasyen tipin-
deki eliptik ve parabolik denklemlerin analizinde kullanilir. Elektroreolojik akigskanlarin ma-
tematiksel modellemesinde, bu uzaylar viskozitenin elektrik alanina baglh oldugu durumlarda
uygun bir cerceve saglar. Goriintii isleme alaninda, degisken {iislii diizgiinlestirme yontemleri ile
giiriiltii azaltma ve kenar koruma problemlerinde etkin bicimde uygulanir. Fonksiyonel analiz
baglaminda, gdmme teoremleri, dualite, konvekslik ve operator teorisi konularinda da 6nemli
araclar sunar. Ayrica, olasilik ve istatistik alaninda, konuma baglh yogunluk fonksiyonlarinin

incelenmesinde L,y uzaylari kullanilr.

Harmonik analizde onemli rol oynayan operatorler arasinda maksimal operatorler ve
bu operatorlerin komiitatorleri kapsamli bir sekilde arastirilmigtir. Diger taraftan, klasik Lap-
lace operatore radyal bir agirlik ekleyerek genellestirilen Laplace-Bessel diferensiyel operatorii,
radyal fonksiyonlarin ve ilgili problemlerin analizinde giiclii bir ara¢ olmugtur. Ancak, degis-
ken iislii Lebesgue uzaylarda maksimal operatorle iligkili komiitatorlerin Laplace-Bessel ope-
ratoriine bagh sinirhilik 6zellikleri nispeten ¢alisilmamistir. Bu tezde, bu tiir komiitatorler i¢in
stnirlilik sonuclarini belirleyerek literatiirdeki bu boglugu doldurmayi ve degisken iislii fonk-
siyon uzaylarinda operator teorisinin daha genis bir sekilde anlasilmasina katkida bulunmay1

amachyoruz.

Komiitator kavrami, harmonik analiz ve operator teorisinde dogal olarak ortaya cikar ve
genellikle bir carpma operatorii ile baska bir lineer operatoriin neden komiitatdr olamadiginin

bir Olciisii olarak kullanilir. Lokal integrallenebilir bir b fonksiyonu ve bir 7' lineer operatorii



verildiginde, [b, T| komiitatorii

b, T](f)(x) = b()T (f)(x) = T(bf)(x),

ifadesi ile tanimlanmaktadir, burada b € BM O dur. Komiitatorler, operatorlerin diizgiinliik 6zel-
liklerini, sinirlilik sartlarini ve fonksiyon uzaylar tizerindeki davranislarini incelemek i¢in giiglii
bir yontem sunar. Ozellikle Calderén—Zygmund tipi singiiler integrallere bagl olarak tanim-
lanan komiitatorler, harmonik analiz ve PDE teorisinde onemli bir rol oynar. Harmonik ana-
lizde komiitator kavrami, cesitli uygulamali alanlarda onemli bir yere sahiptir. Sinyal isleme
ve goriintli analizinde maksimal operatorler, filtreleme siirecleri ile kenar tespiti gibi temel
islemlerde etkin bicimde kullanilmaktadir. Veri bilimi ve istatistiksel analiz baglaminda ise
Hardy-Littlewood maksimal operatorler, sinyallerin yerel ortalama biiyiikliiklerini kontrol ede-
rek piiriizsiizlestirme, giiriiltii azaltma ve aykir1 degerlerin belirlenmesi gibi gorevlerde giiclii
analitik araclar sunar. Matematiksel fizikte komiitatorler, 6zellikle Heisenberg belirsizlik ilkesi
cercevesinde, kuantum mekaniginin yapisal temellerinden birini olusturarak olciilebilir fiziksel
biiyiikliikler arasindaki etkilesimlerin matematiksel olarak anlasilmasina katki saglar. Komiita-
torler ilk olarak singiiler integral operatorler baglaminda incelenmis ve daha sonra maksimal
operatorlere genisletilmistir. Klasik maksimal operatorlerin ve bu operatorlerin komiitatorleri-
nin hem klasik hem de degisken {islii fonksiyon uzaylarindaki sinirliligina odaklanan onemli
sayida calisma bulunmaktadir. Ozellikle Zhang ve Wu (Zhang ve Wu, 2014), L, (R") uzay-
lar1 tizerindeki Hardy-Littlewood maksimal operatoriin komiitatorleri i¢in sinirlilik kriterlerini
belirleyerek, sonraki calismalar i¢in temel sonuglar sunmustur. Bu sonuglar, kismi diferensiyel
denklemlerin ¢6ztimlerinin diizgiinliigiinii ve degisken iislii uzaylardaki fonksiyonlarin 6zellik-

lerini incelemek icin temel araclar saglar.

Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin komiitatorleri iizerine yapilan ¢alismalar, li-
neer olmayan bir operatoriin salinim ve diizgiinliik 6zelliklerini ¢alismanin bir sonucu olarak,
klasik Calderén-Zygmund komiitatér kavramindan belirgin 6lciide ayrilan bir metodoloji gelis-
tirmigtir. Bu ¢caligmalarin temel ¢ikis noktalarindan biri, maksimal komiitatoriin BM O uzayi ile
baglantisim gosteren sonuglardir. Bu yaklasim daha sonra Banach fonksiyon uzaylarina genisle-
tilmis ve 6zellikle Agcayazi ile Zhang (Agcayazi ve Zhang, 2023) tarafindan yapilan ¢alismalar,
komiitator sinirliliginin BM O uzayinin gesitli fonksiyonel karakterizasyonlariyla esdeger oldu-
gunu ortaya koymustur. Lokal maksimal operatoriin komiitatorii tizerine Liu, Xue ve Yabuta
(Liu vd., 2022), Sobolev uzaylarinda tiirevsel diizenliligin komiitator davranisina etkisini ay-
rintih olarak ortaya koymustur. Tki-agirlikli uzayda Bloom tipi iki-agirlik kriterleri, maksimal
operator komiitatoriiniin agirlikli BM O uzayinin yapisal 6zellikleriyle dogrudan iligkili oldugu
gosterilmis ve boylece komiitator teorisini agirlikli uzaylar ile birlestiren hassas karakterizasyon
ortaya ¢cikmistir (Zhang ve Fan, 2025). Degisken iislii Lebesgue uzaylarda, maksimal komiita-
toriin sinirhiliginin sadece BM O uzayinin 6zelliklerine degil, ayn1 zamanda degigken iislii fonk-

siyonun log-Holder siirekliligine de bagh oldugu gosterilmistir (Zhang ve Wu, 2014). Morrey
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ve Zygmund-Morrey uzaylarinda, Agcayazi, Gogatishvili ve Mustafayev (Agcayazi vd., 2018)
tarafindan elde edilen zayif tip sinirlilik sonuclari ise, komiitatoriin lokal ve global salinim ara-
sinda nasil koprii kurdugunu gosteren derin esitsizliklere dayanir. Daha ileri genellestirmelerde,
multilineer kesirli maksimal komiitatorler tizerine yapilan ¢aligmalar komiitator kavramini mul-
tilineer operatorlere uyarlayarak BM O uzayinin multilineer genellestirmelerini dogal bicimde
ortaya ¢cikarmistir (Chen ve Liu, 2022). Tiim bu gelismeler, maksimal komiitatorlerin diizgiin-
liigiinii 6lcen bir arag olarak klasik BMO, agirlikli BMO, Lipschitz siniflari, Morrey uzaylari,
Triebel-Lizorkin, degisken iislii fonksiyon uzaylar1 ve BMO uzaylari ile derin baglantilar kur-
dugunu, ayrica iki-agirlikli esitsizlikler, non-doubling Olciiler ve multilineer genislemeler sa-
yesinde modern harmonik analizde aktif ve giderek genisleyen bir arastirma alani olusturdu-
gunu gostermektedir. Bu gelismelere ragmen, klasik olmayan maksimal operatorlerle, 6zellikle
de spektral teori ile kismi diferensiyel denklemlerde énemli bir rol oynayan Laplace-Bessel
operatorii gibi diferensiyel operatorlerle baglantili olan komiitatorlere sinirli ilgi gosterilmistir.
Laplace-Bessel operator ile iligkili olan ve B-maksimal operator olarak adlandirilan maksimal
operatoriin komiitatorii degisken iislii uzaylarda daha az kapsamli olarak incelenmistir. Bu ca-
lismada, B-maksimal operatoriiniin komiitatorii ile birlikte B-maksimal komiitatoriin ve sharp
B-maksimal operatoriin komiitatoriiniin de sinirliligini degisken {iislii Lebesgue uzaylarda ince-
leyerek literatiirdeki boslugu doldurmayi arastirmanin temel amaci olarak konumlandirtyoruz.
Sonuglarimiz, klasik komiitator teorisini daha genel bir ¢erceveye genisletmekte ve degisken

tislii uzaylarda harmonik analiz operatorlerinin davranisina yeni bakis agilar1 kazandirmaktadir.



2. TEMEL BILGILER VE SONUCLAR

Bu kisimda tez boyunca ihtiya¢ duyulacak tanim, kavramlar ve iyi bilinen teoremler

hatirlatilacaktir.

2.1. Temel Kavramlar ve Ana Teoremler

Bir Q kiimesi verilsin. Bu kiimenin alt kiimelerinin bir X sinift i¢in
. Qek,
ii. Hor Ec XicinEL = Q\E€ X,

iii. VaeNiginE, e Z= [ JE, €X

n=1

ozellikleri saglaniyorsa X ya Q iizerinde o-cebirdir denir. (2, X) ikilisine ol¢iilebilir uzay denir.
Ayrica, X daki her kiime 6l¢iilebilir kiime olarak adlandirilir. (2, X) dl¢iilebilir uzayi ve p : X —
R fonksiyonu verilsin. y fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa bu fonksiyona €2 iizerinde

Olcii denir:

ii. HerE€ X igin 0 < pu(X) < oo,

iii. Her ayrik (E,) dizisi icin (U Eq) = ¥, t(En).
1

n=

(Q,X, n) igliisiine ise ol¢ii uzay: adi verilir. (Q,X) dlgiilebilir uzay, ¢ reel degerli fonksiyon

olmak tizere

¢ (B, +)={xeQ:p(x)>p}eX, VBER,

ise @ fonksiyonuna oOlg¢iilebilir fonksiyon denir.

Tanmm 2.1.1. V vektor uzayt verilsin. Her x,y € V ve 1 € IF skaleri icin

i. |[x][>0velx]|=0<x=086,

i [nx] = |n||lx

>

i [lx 4yl < Jlxfl + Iyl

ozellikleri saglaniyorsa, || - || : V. — Ry U{0} fonksiyonuna V iizerinde norm, (V, || -||) ikilisine

ise normlu uzay denir.



Tanmim 2.1.2. V ve U iki vektor uzay ve S : V — U operatérii verilsin. Her x,y € Vven,{ € F

icin S(Mx+ Cy) = nS(x) + £ S(y) esitligini saglyorsa S ye lineer operatér denir.

Tanim 2.1.3. 'V ve U normlu uzaylar ve S : V — U lineer operator verilsin. Her x € V i¢in

||Sx|| < A||x|| esitsizligini saglayan bir A sabiti mevcutsa S ye sinirlt lineer operator denir.

Tanmm 2.1.4. V ve U iki normlu uzay, S : V — U lineer operator ve xy € V olsun. Her € > (
sayisina karsilik || x —xo|| < 0 egitsizligini saglayan her x € V icin ||Sx — Sxo|| < € olacak gekilde

bir 6 > 0 sayist bulunabiliyorsa S, xo noktasinda siireklidir denir.

Teorem 2.1.1. V ve U normlu uzaylar ve S : V. — U lineer operator verilsin. S nin siirekli

olmasi icin gerek ve yeter sart S nin stmirli olmasidir (Kreyszig, 1989).

2.2. Genellestirilmis Oteleme Operatorii

1951 yilinda, Ry = (0,00) iist yar1 uzayinda R 6teleme olarak adlandirilan 6zel bir 6te-
lemenin varlig1 Levitan tarafindan gosterilmistir. Ardindan Bessel diferensiyel operatorleriyle
olan iligkisini inceleyerek, sz konusu 6telemenin (0,o0) araligindaki noktalari yine ayni aralik

icerisinde bir noktaya doniistiirdiigiinii gostermistir (Levitan, 1951, 1967, 1973).

1967 yilinda, R’ n-boyutlu yar1 uzayda genellestirilmis teleme Kipriyanov tarafindan
tanimlanmistir (Kipriyanov, 1967). Ele alinan ¢aligmada, bu 6teleme (n — 1) degiskene gore
adi, n. degiskene gore R, oOteleme olarak incelenmistir. Simdi, sirasiyla R, Ry, R} ve Rf |

otelemeleri takdim edelim:

Tanm 2.2.1. 7:R = R, 7,0(x) = ¢(x+y) ile tanumlanan oteleme

) 2 ) = o)

denkleminin ¢oziimiine tekabiil eder ve adi oteleme olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.2. B, Bessel operatér olmak iizere R dteleme, Byu = Byu, u(x,0) = @(x), uy(x,0) =

0 baslangi¢c deger probleminin yani,

0°u  ydu B 8_2u Yy du

et a2 Tyay —

denkleminin, u‘y:() = @(x) ve % !y:() = 0 ifadelerini saglayan bir ¢oziimiine tekabiil eder ve

r
u(x,y) =T @(x) = ——2 ))/(p(\/x2 —2xycos o +y2)sin’ ' ad ot



ile tammlamir: Burada T @(x) = @(x) oldugu kolaylikla elde edilebilir. Bununla birlikte, ¢(x),

stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon ise,

dJ
500, =0 (22)

dir ve @ fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli tiireve sahipse T; ¢ (x), denkleminin ¢ozii-

miine tekabiil eder ve elde edilebilir. x,y € R", x = (X', x,), X' = (x1,%2, ..., Xu—1), y =

(y/ayn)’ yl = ()’17)’2a ce 7}’n71> ve

ya

X, 0X,

Z(?x

Laplace-Bessel diferensiyel operator olmak iizere,

denkleminin yukarida belirtilen baslangi¢ sartlarina gore ¢oziimii

F(M

/(4
1 2 / (P(xl—yl’\/x%_zxnyﬂcosa%—y%)siny*lada
m2I°(%) /0

TYo(x) =

IR

dir. Bu operator genellestirilmis oteleme operatorii olarak adlandirilmaktadir (Levitan, 1973).

Bununla birlikte, x = (x',x"), X' = (x1,...,x%) € RE, ¥ = (xpp1,...,x,) € R" K ye
n k Y
Ap=Y 2+ V17 y<k<n
5 Za; )3 ox T

k no o2
Y; du “ }/, du
28_)612 ;xl ox; 121 y,2 i=1Yi ayl

denkleminin aym sekilde yukaridaki baslangi¢ sartlarina gore ¢oziimii

T7@(x) :=

k
/ / (X105 (o) o =] [ [ sin” " ewdoy
i=1

Z
2

ile tamimlanir, burada (x;,yi)o, = (xl2 — 2x;y;COS Oc,-—l—y%)%, 1<i<k 1<k<ny=,---,T)



Nn>0,...,%>0,
1951).

YI=n+...+%vel(y)= / e~ *xY"Ydx dir (Klyuchantsev, 1970; Levitan
0

2.3. Lebesgue Uzaylar

(Q,X, 1) olgii uzayr ve 0 < p < oo olmak iizere

LP(Q):{(pEJ//(Q,E):/Q|(p|pdu<oo}

kiimesine Lebesgue uzay1 denir. L, uzayinda norm

1/p
(/ \ﬁvl”du> , 1<p<eo
oz, ) = Q

esssuplp(x)| . p=oo
xe

seklinde tamimlanir. ¢ Lebesgue ol¢iilebilir bir fonksiyon ve K C €2 herhangi bir kompakt kiime

olmak tizere

/ lpldu < oo
K

ise ¢ fonksiyonu Q da lokal integrallenebilir bir fonksiyondur ve ¢ € LllOC () seklinde goste-

rilir.

Teorem 2.3.1. (Q2,X.u) ve u(Q) =1 olsun. Her x € Q i¢in a < y(x) < b olmak iizere y,
L1(Q, ) de reel bir fonksiyon ve @, (a,b) araliginda konveks ise

¢ < / y/du) < / @owdu  (Jensen Esitsizlisi)
Q0 Q0

olur (Diening vd., 2011).

Tamm 2.3.1. @ integrallenebilir fonksiyon ve y > 0 verilsin. Ly y(R ) uzayt |||z, my ) <e°

ozelligini saglayan olgiilebilir fonksiyonlar kiimesidir, burada

y

esssuplo(¥)] . p=es

n
xeRk7+

1/p
|<P(X)!”(X')YdX> , 1<p<eo
”(PHLP,,,(RZ#) =

n
k,+

ile tamimlanur.



1 1
Teorem 2.3.2. 1 < p < oo, 1 < p' <oeove —+ — = 1 olmak iizere ¢ € L, y(R} ) ve y €
P P ’

Ly y(RY ) ise oy € Ly (R} , ) yani
lewlle,, <l Wi, (Holder Esitsizligi)

olur.

Teorem 2.3.3. 1 < p < oo olmak iizere her ¢,y € L, (R} +) icin

o+ l//HLm < ||‘PHLN + || II/HLP,}/ (Minkowski Esitsizligi)
olur.

2.4. Agirhikh Lebesgue Uzaylari

R} . uzayinda negatif olmayan lokal integrallenebilir @ fonksiyonu agirlik fonksiyonu

olarak adlandirilmaktadir (Muckenhoupt, 1972). ¢ € R} | dl¢iilebilir fonksiyon olmak iizere

Lp,w,y<Rz,+)={<p: L |<p<x>|f’w<x><x’>wx<oo}

k+

kiimesine Ly, o y(IR} |, ) agirlikli Lebesgue uzayi denir ve norm

9, 0o = ( L.

K+

1/p
|<P(X)|”w(X)(X')YdX> , 1<p<eo

ile tanmmlanir ve @ = 1igin L, ¢ y(RY | ) uzay1 L, (R} . ) ve [|o]|, normu || ‘PHL,,_Y(R

p,w-,Y(RZ,+) Z,+)

ile gosterilir.
Tanim 2.4.1. 1 < p <o ve @ € R" agirlik fonksiyonu olmak iizere eger
p—1
1 1 1
(@] o7, := sup —/a)(x)dx /a)(x) r=Tdx < oo
D

D] D]
D D

ise @, <7, Muckenhoupt sinifina aittir denir. p = 1 igin,

1
H/ o(x)dx < A ess inf o(x)
D

xeD



esitsizligini saglayan bir A > 0 sabiti varsa ® € 2 dir ve [0, seklinde gosterilir (Mucken-
houpt, 1972).

Tanmim 2.4.2. Eger 1 < p < oo icin

p—1
sw (1260 [ onoay) (1260l [ o Fmee) <o
XGRZ&( 4 D(x,r) 4 D(x,r)
r>0

ise @ fonksiyonu %J(Rg ) suifina aittir denir ve x € R;& L ver>0icin

1

26l [, 0 00y <A essinf ol

esitsizligini saglayacak sekilde bir A > 0 sabiti varsa @ € <71 y(R}, ) olur (Guliyev, 2005).

%,Y(RZ, ) smifi 6zellikleri bakimindan Muckenhoupt sinifina benzerdir. Ozellikle, @ €
py(Ry ) ise, yeterince kiigiik € > 0 i¢in @ € &p_¢ (R} ) ve p1 > p icin @ € &), »(RY)
olur. Ozellikle vurgulanmalidir ki, 1 < p < oo icin |x|P € py(Ry ) olmast i¢in gerek ve yeter
sart —Q < B < Q(p— 1) olmasidir. Benzer sekilde,
sart —Q < 3 < 0 olmasidir (Guliyev, 2005).

x|P e A y(R} ;) olmast igin gerek ve yeter

2.5. Degisken Uslii Lebesgue Uzaylar Ly y(RYL)

Bu kisimda, degisken iislii Lebesgue uzaylar1 ve 6zellikleri takdim edilecektir.

P (R} ;). tum olgiilebilir p(-) : Rf | — [1,o0] fonksiyonlarmnin kiimesini gdstermek
lizere Q(RZ ) nin elemanlarina degisken iis fonksiyonlari ad verilir. Degisken iis fonksiyon-
lart p(-) ile gosterilmektedir. R, uzayinda, tis fonksiyonlarna 1 < p < e i¢in p(x) = p ya
da p(x) = sinx+ 5 ornek olarak verilebilir. Bununla birlikte iis fonksiyonlarimin sinirh ya da
sinirsiz olabilecegini belirtelim. Ornegin, 2 = (0, ) iizerinde tanimli p(x) = cosx + 2 fonksi-
yonu sinirl iis fonksiyonu iken Q = (1,0) araliginda tanimli p(x) = x+ 2 iis fonksiyonu ise
sinirsiz Us fonksiyonudur. Bu ornekler, iis fonksiyonlarinin niteliklerini ayirt etmede olduk¢a
agiklayicidir. p(-) € Z(Ry ) ve

n

po(R].)=p_=ess inf p(x). pi(RL,)=ps—ess sup p(x)

XERZ,Jr xERZﬁL
olsun. Bu durumda, iis fonksiyonu 1 < p_ < p(x) < p1 <o, I < p_ < p(x) < py < oo du-

rumlardan birini saglar. Klasik Lebesgue uzaylarina benzer sekilde, bu uzaylarda da p(x) = 1,

1 < p(x) < oo ve p(x) = oo durumlart birbirinden ayrilmaktadir. Bu nedenle R} | min alt kiime-

10



lerini tanimlayalim:
(R} )2 = {r e RY ;2 plx) =0},

Ry )P = {xeRE, < p(x) =1},
(R} )P = {x e RY, : 1< p(x) <o}

ﬁ + p’%x) = 1 dir ve p’(x) eslenik iis fonksiyonu

°°7 X E (RZ,—Q—)I:()
=1 e xe B4
1, X€E (szﬁﬁ(')

ile tanimlanir.

Degisken iis fonksiyonlari i¢in Laplace-Bessel diferensiyel operatore bagh log-Holder

siireklilik sartinin analogu olan asagidaki tanimi1 verelim:

1
Tamm 2.5.1. p(-) : R} | — [1,o0) verilsin. |x —y| < 3 ozelligini saglayan her x,y € R} | icin

Ao
) =P € ———— o ] (2.3)
ve
A
[p(x) = poo] < M (2.4)

esitsizlikleri saglanacak sekilde Ay, Aw > 0 sabitleri ve pe. varsa bu durumda p(-) fonksiyonu

R} |, iizerinde log-Holder siireklidir denir, burada p. = lim p(x) > 1 dir. Eger p(-) sirastyla
’ X—>00

ve yi saglyorsa bu durumda p(-) € ylog(RZQ ve p(-) € @Eg(RZ+) ile gosterilir.

p(-) : Ry, — [1,%0) degisken iis fonksiyonu verilsin. Degigken iislii Lebesgue uzayi
Ly (RE 1),

e,y ) = 0F{A >0 o) 5 (f/A) ST} < oo

sartin1 saglayan tiim Olciilebilir f fonksiyonlarinin kiimesidir, burada pp(.m,( f) modiiler fonk-
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siyondur ve
pp ) i= [ 1P ()
k+

seklinde tanimlanmaktadir. $imdi modiiler fonksiyonun baglica 6zelliklerini asagidaki 6nerme

ile ifade edelim:

Onerme 2.5.2. p() € 2 (R} ) verilsin.

i. Her f icin pp.),(f) > 0ve py),(|f]) = Pp),(f) olur

ii. Pp(yy(f) = 0 olmast icin gerek ve yeter sart hemen hemen her x € R} | icin f(x) =

olmasidir.
fii. Py y(f) < oo ise hemen hemen her x € R} | icin f(x) < oo olur.

iv. 1,8 >0ven+C=1olsun. pp.)y(Nf+C8) < NPy (f)+EPpr)y(8) ise pp.),y kon-

vekstir.

v [f)] < Mg ise pp) o (f) < Pp(yy(8) olur

Vi Pp(),y siireklidir. A > 0 icin pp) ,(f/A) < eoise & = pyy y(f/A), [A,0) iizerinde sii-

rekli ve azalandir. Bununla birlikte, A — o iken p,,() 4(f/4) — 0 olur.

Eger 1 > Lise NPy y(f) < Pp()y(Nf) veeger 0 <n < lise py) 4 (NS) <NPp) ()
olur. Bu, Pp(.),y NIN konveksliginin bir sonucudur.

Asagidaki lemmada Lp(.m,(]RZ +) icin Holder esitsizliginin analogu verilmektedir:

Lemma 2.5.3. p(-) : R} | — [1,00) verilsin. Her f € L) (R} ) ve h € Ly (R} ) igin
/n [f @) () dx <Ay IBllc o
e+

olur, burada A = A (p(-),p'(+),y) > 0 sabit, p'(-), p(-) fonksiyonunun eslenigidir (Ekincioglu
vd., 2020).

Teorem 2.5.1. p(-) € Z(RY) olmak iizere Ly, (R} ) bir vektor uzayidur.

Onerme 2.54. p(-) : R — [0,1) Lebesgue olgiilebilir olsun. L () (R ) uzaymmin vektor

uzayt olmast icin gerek ve yeter sart po < oo olmasidir (Sharapudinov, 2012).

12



1 1
Sonug 2.5.2. p(-),r(-),q(-) € (R} ) olmak iizere = + ile tamimlansin. Her
L) at) € ZRE) e
fe Lq(~),Y(RZ7+) ve g € L,y ,(RY) igin fg € Lp(~)7’)/(R}];l’+) olup

||fg”p(~),y <A ||f||q(')77’ gHr(')J’

esitsizligini saglayan bir A > 0 sabiti vardir.

2.6. B-Maksimal Operatorler ve Komiitatorleri

f € LI°(R") olsun. f fonksiyonunun Hardy-Littlewood maksimal operatér D(x,r) =
{y e R": [x—y| < r} olmak iizere

Mi0) =supID(e ) [ 1)y

r>0

ile tanimlanir.

fe Lllog,(RZ ) olsun. B-maksimal operator Z(x,r) = {y € R} _ : |x—y| < r} olmak

uzere

M) = supl 200" [ 7010 ey

r>0 j(07

ile tanimlanir. Olgiilebilir 2(0,r) C R}, kiimesi igin

nk T 7!_“)
— INZ e ( 2 —
2000 = [, W=t gy e=nh

dir, burada (¥')Y = xI"-...-xl ve T'(y) = / e *x""'dx dir (Guliyev, 2003). 2 C R? 4 igin
0 )

Moaf =12l [ 1600100 dy

yazilabilir ve buradan

Myf = sup Mg yf
D (x,r)

elde edilebilir, burada supremum tiim & yuvarlari iizerinden alinmaktadir.

13



0<p<eove P CRY, olsun. f e LpS(Ry [ )NLYS(RY ) verildiginde

fo=2(xr)[;! /@ T2 £ (x)(y')7dy,

N

Mozyi= (1260l [ Preoroay)

s

M i (1260l [ 10700 - a0y )
Ms,yf(x) ‘= Sup Ms,@,yfa
D(x,r)
ngf(x) = sup Msﬁh%yf

(1)

seklinde tanimlanmaktadir. f* sharp fonksiyon f* := M?A, f seklinde tanimlanmaktadir ve f €
BMOy(R} ) olmast igin gerek ve yeter sart f fe Lo y(R} | ) olmasidir. Ayrica, My yf = Myf
oldugu agikardir. Bununla birlikte, Jensen esitsizligi yardimiyla py < p; igin M, vf < M, of
ve Mi, . f < M5, . f elde edilebilir.

Sharp B-maksimal operator Mjﬁ,

f _ -1 _ INY
Mif () =supl 7.0l [ T10) = oo W10y

seklinde tanimlanmaktadir. M%i, f(x) <2Myf(x) oldugundan, Lemma [3.0.1{ den dolay1 p(-) €

P8 (RY ) i¢in sharp B-maksimal operator M%j, Ly (RE

) uzayinda sinirlidir.

B — BMO uzay1

Hf”BMO)/ = Sllnp ‘.@(0,}””;1 /9(0 " ’Tyf(x) _f@(O,r)(x>’(yl>ydy <o

)cG]RIC’+
r>0

olacak sekilde lokal integrallenebilir f fonksiyonlarinin uzay1 olarak tanimlanir ve BM Oy =
BMOy(R} ) seklinde gosterilir.

R; . Uzerinde tanimli bir b fonksiyonu igin

b (x) = { 0, b(x) 20,
bl bx) <o,

ve bT (x) := |b(x)| — b~ (x) olarak tammlayalim, burada b™ (x) — b~ (x) = b(x) oldugu agiktir.

Olgiilebilir bir b fonksiyonu verildiginde B-maksimal operatoriin komiitatorii [My,b] ve

14



B-maksimal komiitatdr M), y sirasiyla agagidaki sekilde tanimlanir:

My, b](f) = My(bf) = bMy(f),

Myy(f)(x) = sup|2(0,r) ;! / T|(b(x) = b)) f (X)) 'dy, VxeRE .
r>0 2(0,r)

Esas olarak, B-maksimal operatoriin komiitatorii ve B-maksimal komiitator birbirlerinden fark-

lidir. Gergekten, M), , pozitif ve altlineer operatordiir, fakat [M,, b] ne pozitiftir ne de altlineerdir.

Bununla birlikte, eger b bazi sartlar1 sagliyorsa bu durumda [My,b] operatorii M, , tarafindan

kontrol edilebilir.
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3. LAPLACE-BESSEL OPERATORE BAGLI MAKSIMAL OPERATORLERIN
KOMUTATORLERININ DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARDA SI-
NIRLILIGI

Harmonik analizde elde edilen bazi 6nemli sonuclarin degisken {iislii Lebesgue uzay-
larina genellestirilebilmesini miimkiin kilan {is siifim1 tanimlayalim. B-maksimal operatoriin
L,y(Ry ) uzaymnda sinirli olmasini saglayan p(-) € Z(Ry , ) Lebesgue 6l¢iilebilir fonksiyon-

larmin kiimesi Z(RR”.) ile gosterilir.
Lemma 3.0.1. Eger p(-) € Z'(RY ) ise p(-) € B(R} ) olur (Cruz-Uribe vd., 2003).

Asagidaki lemmada degisken iislii Lebesgue uzaylar i¢in bazi sonuglar verilmistir. (Di-

ening, 2005) de yer alan Teorem 8.1 e gore Z nin asagidaki karakterizasyonu elde edilebilir:

Lemma 3.0.2. 1 <p_ < py <o olmakiizere p(-) : R} | — (1,00) Lebesgue olgiilebilir olsun.

Bu durumda asagidakiler denktir:

i. p(-)€AB.
i. p'(v)eB.
ii. 1<qg<p_icinp(-)/q€B.
iv. 1<q<p_icin(p(-)/q) € P (Ekincioglu vd., 2020).

Lemma 3.0.3. p(-) € A verilsin. Herhangi bir 9 € D icin

12l < g, |22, < A2l G.1)

DN S

esitsizligini saglayan bir A > 0 sabiti vardir, burada D = { P (x,r) : x € R} _,r > 0} dir (Izuki,

k,+
2010).

Simdi, (Diening vd., 2011) Teorem 7.2.1 ve Teorem 7.2.4 den degisken iislii Lebesgue

uzaylar1 i¢in bir ekstrapolasyon sonucunu hatirlayalim.

Teorem 3.0.1. Olciilebilir fonksiyonlarin sirali ikililerinin bir F ailesi verilsin. 0 < pg < oo,

(h,g) € F ve w € A yicin

J

(h(x))P o (x)(x') dx < Ao/ (8(x))Po(x)(x)Tdx,  (h,g) € F (3.2)

n n
k,+ RkHr
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esitsizliginin saglandigimi kabul edelim, burada Ay sadece py ve (o] PARL baghdir. 0 < pg <

p— < py < olmakiizere p(-) : R} | — [1,00) olsun. Eger (p(-)/po)' € A ise (h,g) € F icin
17l <AllglL,, (3.3)

olacak sekilde A > 0 sabiti vardir. Ayrica, her 1 < q < oo ve {(hj,8i)}2 C F igin

oo 1/q oo 1/q
(Z h?) <A (Z gj!> (3.4)
i=1 i=1
Lptyy 3,

Lp(yy

olur, burada A > 0 sabittir (Ekincioglu vd., 2020).

Yukaridaki teoremde, ekstrapolasyon teorisinde yaygin olarak kullanilan bir yaklasim
sunulmaktadir. Bu teorem, tiimevarim teorisinin lineer operatdrler i¢in sinirlilik sonuglart sun-
makla smirli olmadigini, ayn1 zamanda vektor degerli esitsizliklerin elde edilmesinde de kul-
lanilabilecegini gostermektedir. .# ile negatif olmayan Lebesgue olciilebilir fonksiyonlardan

olusan (A, g) siral giftlerinin bir ailesi ifade edilmektedir.
3.1. B-Maksimal Komiitatorlerinin Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarda Smrlihg

Lemma 3.1.1. 1 <s < oo, b € BMOy olsun. Bu durumda
M} (Mp ) (x) < A1 |[bl] o, (My(My £)*) 15 (x) + My (My | )5 (x), x€R],

esitsizligini saglayan bir A1 > 0 sabiti vardur.

Ispat. M, operatoriiniin tanimi ve M%i, f(x) <2Myf(x) esitsizligi kullanilarak

MMy, yf ) (x) < 2My(Mp of ) (x), % ERE,

17



yazilabilir. Holder esitsizliginden,

201" [, T b))z
<|20.0);" |

2(0,)

T*(|b(x) — boon || f X)) () dz+]|2(0,1)];" /@ o |b(2) = by | T*(If]) (x) ()

) 1/s
<200 ([, 100 -ba@a) ([ T
200k /_@(0 P& = by TN () (@) 7dz

1/s

SA||b||BM0y(MY|f|S)1/S(x)+‘@(07t)|}71/9(0t)|b(Z)—b_@(()’t)|TZ(|f|)(X)<Z/)de

Ve

2001 [, 12005 ([ 166 - boe T @E ) | 097

<1200l [ TIHE) ~bogon M ]y

, 1/s 1/s
<1901 ([, e -baonP 0Var) ([, P00y

HPO [ Tlba0n ~ b My 10y

< Al|b]| po, (My(My f)*) " (x)

elde edilir. Dolayisiyla,

My(My ) 0) = 0p 0.0y [ T M ()0

r>0

< Albllmvo, ((45000)) )+ swp 70,001 [ 0171 00 )

< Alpllawo, (M (Myf)*) 1 (x) + My (M| £1) /() )

elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Asagidaki lemma (Segovia ve Torrea, 1989) dan elde edilebilir.

Lemma 3.1.2. 1 < p <eoveb € BMOy(R} ) olsun. Her @ € ), y icin

/n (Mp(f) ()" @ 7dx<A/ X)|Po(x) (X)) dx
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olur. v bir agirlik fonksiyonu olsun. Her 9 C R} | icin

(121, /@v<x>-f”)pl' (121, /@v<x>q)’l’ <4

olacak sekilde bir A sabiti varsa v € </ (p,q) (1 < p,q < o) olur.

Lemma 3.1.3. p(-) € B(R} ) ve b € Lllog,(RZJr) olsun. My, y operatoriiniin Ly (R} | ) uza-

yinda sinirly olmast igin gerek ve yeter sart b € BMO,(R} | ) olmasudur.

Ispat. Yeter Sart: p(-) € B(R? ) oldugundan, Lemma 3.0.2|den (p(-)/po) € B(RY ) olacak
sekilde bir py (1 < pg < p_) vardir. po ve her @ € /| C 7, i¢in Lemma den

/n (Mp o (f) (x )) Ya’x<A/ x) [P (x) () Vdx

oldugu elde edilir. Dolayisiyla, Teorem in ilk kismu (Mlm/( s f ) sirali ikilisine uygulanir.
Gerek Sart: Her Z C R} | ve y € & igin M, , operatdriiniin tanimindan

@';1/@%)_b(x)mg(x)(X/)YdXS;‘g}'@/“ / |b(y) = b(x)] x7(x)(x')Tdx

=Myy(X2)(y)

yazilabilir. Lemma , Lemma ve Mj, y operatoriiniin L,y (R} | ) uzayinda smurlili-
gindan

715" [ 100) bl 07y = |71, [ 19151 [ (603)b00) 0|
<17l [ (121" [ 160) - bl o o)) 0y
<D0 [ Moy (1) )0y

= 121" [ Mooy () ) 220 )y

§A|-@|771||Mb,y(l.@)||L olxzle,, @)
§A|-@|;1HX@HL,,( HX@HL/ SR )
<A

elde edilir, bu da b € BMOy(R], ) oldugunu gosterir. m
Onerme 3.1.4. Eger p(-) € AR} ) ve b e BMOy(RY ) ise bu durumda [My,b] ve [M%j,, b]

operatirleri Ly, Y(Rk ) uzaywinda iyi tanumhdur.
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Ispat. Her f € L, (R} ) ve p(-) € B(RY ) igin

411, ag ) <A, 50

")

oldugu bilinmektedir. Bu, M, f operatoriiniin ve dolayisiyla b(x)Myf in RZ, lizerine hemen he-
men her yerde sonlu oldugunu gosterir. Buradan, [My,b]f(x) = My (bf)(x) — b(x)Myf(x) ope-
ratoriintin L,y (R} | ) uzayinda iyi tammli oldugu sonucu elde edilir. Ayrica, ]b(x)Mj}j, flx)] <
2|b(x)|Myf(x) < oo (h.h.h. x € R") oldugundan [Mg,, b] f(x) operatorii de L, (R} , ) uzayinda

1yl tanimhidir. m

3.2. B-Maksimal Operatorlerin Komiitatorlerinin Degisken Uslii Lebesgue Uzay-

larda Simirhihig:

Teorem 3.2.1. p(-) € o2 (R} ;) olsun. EGer b € BUOy(R} ,) ve b > 0 ise bu durumda [My,b]
ve [M;j,, b] operatorleri Ly, (R} | ) uzayinda sinirldur.

Ispat. b € BMOy (R} 4) ve b >0 olsun. Myf(x) < oo 0zelligini saglayan bir x € Ry . igin ve
b > 0 oldugu g6z oniinde bulunduruldugunda
|[My, BIf (x)| = [My(b) (x) = b(x) My f (x)]
= sup 715" [ b1y sup |21, [ bGP U107
9 X€P 7

XED

< sup|@|y
X€D

[P ay - [ seor ]!y
u Y
< sup| 77" [ 60) b))l
=M,y f(x) (3.5

sonucu elde edilir. Benzer sekilde,

< 9 b Ty /yd _ b(\T? N1

sp19l / W1y = [ BT @) y]
S??E'Q'YI/@"’(W—b<X>\Ty\f<x>r<y'>7dy

~ M) (3.6)
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yazilabilir. f € L) ,(R} ) ve p(-) € P"¢(R] ) iken hemen hemen her x € R} igin My f < oo
oldugundan li ve 1i R} . de h.h.h. yerde saglanir. Lemma (3.1.3{ den [My,b] ve [M?,, D]

operatorlerinin Lp(,w(]R’,: +) uzayinda siirlilig1 elde edilmis olur. Boylece, ispat tamamlanir. m

Teorem 3.2.2. b, R} . de reel degerli ve lokal integrallenebilir bir fonksiyonu verilsin. Bu

durumda asagidakiler denktir:

i. b€ BMOy(R} ) ve b~ € Luy(R] ).
ii. Herp(-) € QIOg(RZQ icin [My,b| komiitatorii Ly y(RE ) uzaymnda simirldur.

iii. Bazi p(-) € PR} . ) igin [My,b] komiitatérii Ly y(RE ) uzaymnda simirlidur.

.
wp 1(b—=My2(b)) %2 HL,,W(RZ#) e
9 X2 HLPH,Y(RZ#)

esitsizligini saglayan p(-) € P'°¢(RY ) vardur.

v. Her p(-) € Z'8(RY ) icin

- H (b — M%.@(b)) %‘“@HL;:(-W(RZ,Q -

17 X2 HLP<4),7(RZ_’+)

Ispat. (ii) = (iii) ve (v) = (iv) kolaylikla elde edilebilir. (i) = (i), (iii) = (iv) ve (iv) =
(i) durumlarini ispatlayalim. (if) = (v) in ispat1 (iii) = (iv) iin ispatina benzer sekilde elde
edilebilir.

(i) = (ii). [My,b] operatoriiniin tanimindan ve |b| —b =2b" ve My(bf)(x) = My (|b|f) (x)

oldugu g6z Oniine alindiginda

| [My,b] f(x) = [My, []] f(x)] < [My (D) (x) = My(1b]f) (x) | + [ ([0 (x)| = b(x)) My (f) ()]
< 2b™ (x)My(f) (x)

elde edilir. Buradan,

| [My,b] f(x)| < |[My,b] f(x) = [My,[b]] £(x)| + | [My, |b] f(x)]
<2b™ (x)My(f)(x) + [My, [b]] £(x) 3.7)
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yazilabilir. b € BMOy(R} | ) iken |b| € BMO,(RR} ) oldugu, My operatoriiniin L. ,(R} )
uzayinda simrlihigi ve b~ € Lo y(R} . ) oldugu dikkate alindiginda 1i ve Teorem m den
dolay1, her p(-) € Z1°8(R7 . ) igin

(L2TIN] PR <2Hb‘HLm_ wy ) 1My (Dl ey )+ M0 B

<AlflL,, @

)

")

sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir.

(iii) = (iv). Her 7 C R} | vex € 7 i¢in
My(x2)(x) = Mg(X2)(x) = X2(%)
My(bx9)(x) = Mg4(bx2)(x) = Mg 4(b)(x)

esitlikleri goz 6niinde bulunduruldugunda (iii) den dolay1

l(b=May®) x5l oy ,) = | (OMr(22) =My (b22) 29|, 2
< [|pMy(x2) = My, (o0 )

7R 1)

<Alxall,, )

olacak sekilde p(-) € 22'°¢8(R} . ) fonksiyonu vardur.

(iv) = (i). Z sabit bir yuvar olsun. Lemma|2.5.3, Lemma ve (iv) hipotezinden

15" [ 166 =My (0)0)] () = |21 [ ] (b0) = Mo (0)(0) 25 ()] (¢ e
ngH(b—M@,yw))anm ol
< A’@’;l H%@HLP(,)J,(H%,Q H%@”Lp/(‘)’y(RZﬁ)
<A (3.8)

")

yazilabilir.

X={x€2:b(x)<bg}veY ={xec P:b(x)> by} olsun. Asagidaki esitlik agik bir
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sekilde dogrudur (Bastero, 2000):
/ Ib(x) — by | (¥)Vdx = / Ib(x) — by () dx.
Her x € Xicin b(x) < by < |bgy| < Mg ,(b)(x) oldugundan bu durumda x € X i¢in

[b(x) = bg| < |b(x) = Mg y(b)(x)]

yazilabilir. (3.8]) uygulanarak

215" [ 1) = bl ()7 = |25 [ bl = b (¢ e
=211, [ 1bx) = b (<)
=219 [ [b) = Moy (b)) (e

=291, [ |bx) My () )| ()

<A

elde edilir. Dolayisiyla, BM Oy uzayinin tanimi ile b € BMOy(R], ., ) sonucu elde edilir.

Simdi, b~ € Lo 5 (R}, +) oldugunu gosterelim. Dikkat edilmelidir ki, x € Z i¢in 0 < b <
|b(x)| < Mg (b)(x) dir. Bundan dolay1, her x € & igin

0<b™ < Mg y(b)(x) —b" (x) +b™ (x) = Mgy (b)(x) — b(x)
olur. Bu durumda, her & yuvari icin

215! /b dx < |91, [(M@y(b)(x)—b(x))(x')ydx

<|@|y /|b — My (b)(x)| () Vdx

elde edilir, burada son satir (3.8)) dan elde edilmistir.

Boylece, Lebesgue diferensiyelleme teoremi ile b~ € L y(R] +) elde edilir ve ispat

tamamlanir. =

Sharp B-maksimal operatdriin komiitatorii i¢in benzer sonuclar gecerlidir.

Teorem 3.2.3. b, R} | iizerinde reel degerli, lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Asagi-
dakiler denktir:
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i. b€ BMOy(RL ) ve b~ € Luy(R,).
ii. Her p(-) € Z'°¢(R: ) igin [Mg,, b} komiitatorii Ly,(.y (R} | ) uzayinda sirhdar.

iii. Bazi p(-) € PR} ) igin [Mjﬁ,, b] komiitatérii L,y (R} | ) uzayinda sirhdur.

.

H <b - ZMﬁ(bX@))
Y
Lo (R
sup p(),y( k,+) < oo
9 X2 e,., )

esitsizligi saglanacak sekilde p(-) € ,@log(RZ +) fonksiyonu vardir.

v. Her p(-) € "R} ) icin

H (b - ZMﬁ(bXQD
Y
Ly ,(R?
sup 1(),7( k,+) <

9 X2 e, . )

Ispat. Teorem nin ispatinda kullanilan tekniklerin benzer sekilde uygulanmasiyla ispat
elde edilebilir. Ayni sekilde, sadece (i) = (ii), (iii) = (iv) ve (iv) = (i) durumlarini gosterelim.

(i) = (ii). |b| — b =2b" oldugu goz oniine alindiginda, [M;i,7 b] operatériiniin tanimi ile

| [M5.] £ = [M3.1b1] )| < M) = M5 (b1F) ()| + | IMLF) () — ()M (1)
< [ M3 (b~ 1b1) ) ()] + 267 (00 £ ()
< M (267 f) (x) +2b~ (x)MLf (x)

yazilabilir. Bundan dolay1,

0] 1 ! e ot ] 0]« o ] 10

M3 (267 1) (x) + 26 (M) () + | [ MG, ] £

elde edilir. Her p(-) € Z"°¢(R} ) ve b~ € Lo y(R} ) icin M%j, operatorii L.y ,(R} ) uza-

yinda sinirli oldugundan, Teorem [3.2.1|ve iiggen esitsizliginden p(-) € 2'°¢(R} _ ) i¢in [M%j,, b]

komiitatOriintin L, , (R +) uzayinda sinirl oldugu kolaylikla elde edilebilir.

(iii) = (iv). 2 sabit bir yuvar ve 2 farkli bir yuvar olsun. 4ac < (a +c)? esitsizligi
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yardimiyla

|21l

=121,* |20 21, |2\ 2], + 121" D1, |91\ 2] }

2|90 D, |21\ 2
_ ‘ 1 |y‘ 1\ ‘y <1 3.9

<|91ﬂ9|y+|91\9|y>2 2

91“% |91\-@|
=2l { sl /@m@
1

oldugu kolay bir sekilde hesaplanabilir. Diger taraftan, her bir x € & i¢in | %[, = 2|Z|y olacak
sekilde bir 7 C % yuvan vardir. Bu durumda, (3.9) ve |2\ 2|, = |Z20N 2|, = |Z|y den
dolay1

2|@0m-@|y|@0\@|y
(120021, +120\ 21,)

%0l () 7dx =

1
2=2

7(X) = (X2) 2,

yazilabilir. Bu, her x € R} n i¢in

(M5 (49) 22) () = sup | 1], )y = 5 = 5 22(x)

XED|

) = (x2) 9,
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oldugunu gosterir. Dikkat edilmelidir ki, ¥ (x) € L,(.) (R} ) dir. (iii) hipotezi ile

1
H (b —2M; (bx@)) X2 =12 (Eb)@ - M (b%@)) X9
Lp() y(RE +) Lp()y(Rg )
= (2 (bM} (22) 27 — M5, (bx2) ) 22
< 4 ! ) Lp(-)y)/(RZﬁ)
= |[2 (68} (x2) — M3 (bx2) ) X2
( ! ! > Ly()y(RE )
< ||2|M},b] (x2)
[ 4 } Lp(-),Y(RZ&)
<Alxall,, e )
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
(iv) = (i). Her 7 C R} |, i¢in
bg| <2M}(bxo) (x), x€Z (3.10)

esitsizligi Bastero, Milman and Ruiz (Bastero vd., 2000) tarafindan elde edilmistir. Simdi, b €
BMOy(R} ) sonucunu elde edebiliriz. Gergekten, X = {x € Z: b(x) < by} veY ={x€ Z:
b(x) > by} olsun. Bu durumda,

[ 1) = b | () = [ 1b() — | (e

yazilabilir. Her x € X i¢in b(x) < by < |bg| < ZM%j, (bx2) (x) oldugundan
b(x) ~ ba| < |b(x) ~ 205 (bx) (5)], xeX

yazilabilir. Lemma2.5.3] Lemma ve (iv) hipotezinden

15" [ 1b0) = bl ()7 = |21 [ 1b(x) = br| (¢ e
=217, [ Ibx) — b ()7
<29 /X‘bx — 20 () (x)| ()T
<2191;" | [p(x)~208} (bzs) (9)] () e

<Al2],! H (b— oM, (W@)) X7

Ly y(RE 1) HXQHLP’(-)«,Y(RZ

+)

-1
<AlZl xall,, o ) X2,
<A

)
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elde edilir, bu ise b € BMOy(R} ) oldugunu gosterir.

Simdi, b~ € Lw7y(RZ, ) oldugunu gosterelim. ile

2Mj (bx2) (x) = b(x) > by —b(x)| = |boy| = b (x) +—b~(x), x€ 2
yazilabilir. Buradan,

71" [ [2Mhba) )| (7> 1911 [ (23 b)) )

> 1913 [ (lbs| =" () + =57 ()

= lbg| = 121" [ b)WY dx+ 121" [ b (o))
(3.11)

elde edilir. Diger taraftan, Lemma [2.5.3] Lemma ve (iv) hipotezi uygulanarak, (3.8) a
benzer sekilde

215" [ 205 (b) (0] (7 < 41215 || (2045 ) () = b)) 2

Ly y(RE ) Hx—@HLP“‘)#(RZf)

<A1 Mol w22, @
<A

i)

yazilabilir. Bu, (3.T1) ile birlikte
ool =125 [ 5t @)+ 1217" [ o) dx <4

oldugunu gosterir. x € & olmak iizere | 2|, — 0 olsun. Lebesgue diferensiyelleme teoremi yar-

dimiyla
A> |b(x) —bt(x)+b (x)| =2b (x) =2 b (x)|

elde edilir ve istenilen sonuca ulagilir. Boylece ispat tamamlanir. m
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4. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu tezde, degisken iislii Lebesgue uzaylarinda B-maksimal operatorlerin komiitatorleri-
nin simrhilik 6zellikleri incelenmistir. Ozellikle Laplace-Bessel diferensiyel operatorii ile iliskili
B-maksimal ve sharp B-maksimal operatorlerin komiitatorleri ele alinarak, literatiirdeki bogluk

giderilmeye calisilmisgtir.

Elde edilen sonuglar, degisken iislii fonksiyon uzaylarinda komiitatorlerin sinirliliginin
yalmzca BM O, ozelliklerine degil, aym1 zamanda iis fonksiyonunun log-Holder siirekliliine
de baglh oldugunu gostermektedir. Bu sonug, de8isken iislii Lebesgue uzaylarinin klasik L, 5

uzaylarindan temel farkini vurgulamakta ve operator teorisinin esnekligini artirmaktadir.

Caligsma, klasik komiitator teorisinin modern ve daha genel bir ¢ercevede genisletilebi-
lecegini ortaya koymaktadir. Maksimal operatorler, Laplace-Bessel tipi diferensiyel operatorler
ve ilgili komiitatorler tizerinde elde edilen sinirlilik sonuglari, harmonik analiz, kismi diferen-
siyel denklemler ve uygulamali matematik alanlarinda yeni yontemlerin gelistirilmesine temel
teskil etmektedir. Sonug olarak, bu ¢alisma, degisken iislii uzaylarda komiitator teorisinin kap-
samini genigleterek, harmonik analiz ve PDE uygulamalari agisindan yeni bakis agilart sunmak-

tadir.
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