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Diğer;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . .
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ÖZET

DEĞİŞKEN ÜSLÜ LEBESGUE UZAYLARDA LAPLACE-BESSEL OPERATÖRE
BAĞLI MAKSİMAL OPERATÖRLERİN KOMÜTATÖRLERİ

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci bölümde,
çalışmamız için gerekli olan temel tanım ve teoremler verilmiş, Lebesgue ve değişken üslü Le-
besgue uzayları takdim edilmiştir. Ayrıca bu bölümde, genelleştirilmiş öteleme operatörü tak-
dim edilerek B-maksimal operatörler ve bu operatörlerin komütatörleri hatırlatılmıştır. Üçüncü
bölüm tezin orijinal sonuçlarını içeren bölüm olup B-maksimal operatörünün komütatörünün,
B-maksimal komütatörün ve sharp B-maksimal operatörün komütatörünün değişken üslü Le-
besgue uzaylarda sınırlılığı ispatlanmıştır. Son bölümde, elde edilen özgün bulgular değerlen-
dirilmiş ve çalışmanın literatüre olan katkısı belirtilmiştir.
Anahtar Kelimeler: BMO uzayı, değişken üslü Lebesgue uzayı, komütatör, maksimal operatör.
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ABSTRACT

COMMUTATORS OF MAXIMAL OPERATORS ASSOCIATED WITH
LAPLACE-BESSEL OPERATOR ON VARIABLE EXPONENT LEBESGUE SPACES

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction. The second
chapter presents the fundamental definitions and theorems that we would need in our study, and
introduces Lebesgue spaces and variable exponent Lebesgue spaces. In addition, this chapter
addresses the generalized translation operator and recalls a review of B-maximal operators and
their commutators. The third chapter contains the original results of the thesis, in which the
boundedness of the commutator of B-maximal operator, the B-maximal commutator, and the
commutator of sharp B-maximal operator on variable exponent Lebesgue spaces is proved. The
final chapter evaluates the obtained original findings and outlines the contribution of the study
to the literature.
Keywords: BMO space, commutator, maximal operator, variable exponent Lebesgue space.
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KISALTMALAR VE SİMGELER LİSTESİ

Rn : n boyutlu Öklid uzay
Rn

k,+ : n boyutlu Öklid üst yarı uzay

D(x,r) : x merkezli r yarıçaplı üst yarı yuvar
D(0,r) : Orijin merkezli r yarıçaplı üst yarı yuvar
diam(D) : D yuvarının çapı
S+ : Schwartz uzayı
S ′

+ : Schwartz uzayının duali
C (Rn

+) : Rn
+ da sürekli fonksiyonlar uzayı

C ∞
0 (Rn

+) : Rn
+ da kompakt destekli fonksiyonlar uzayı

Lp(Rn) : Lebesgue uzayı
Lp,γ(Rn

+) : Laplace-Bessel operatörüne bağlı Lebesgue uzayı
Lp,ω,γ(Rn

+) : Laplace-Bessel operatörüne bağlı ağırlıklı Lebesgue uzayı
Lp(·)(Rn) : Değişken üslü Lebesgue uzayı
Lp(·),γ(Rn

+) : Laplace-Bessel operatörüne bağlı değişken üslü Lebesgue uzayı
Lp′(·),γ(Rn

+) : Laplace-Bessel operatörüne bağlı değişken üslü Lebesgue uzayının dual uzayı
p(·) : Değişken üs fonksiyonu
p′(·) : Değişken üs fonksiyonunun eşleniği
p+ : Değişken üs fonksiyonunun esas supremumu
p− : Değişken üs fonksiyonunun esas infimumu
P(Rn

+) : Değişken üs fonksiyonlarının kümesi
P log(Rn

+) : Lokal log-Hölder sürekli olan üs fonksiyonlarının kümesi
P log

∞ (Rn
+) : Sonsuzda log-Hölder sürekli olan üs fonksiyonlarının kümesi

ρp(·),γ : Laplace-Bessel operatörüne bağlı modüler fonksiyon
ess sup : Esas supremum
ess inf : Esas infimum
T y : Genelleştirilmiş öteleme operatörü
Mγ : B-maksimal operatör
M♯

γ : Sharp B-maksimal operatör
[Mγ ,b] : B-maksimal operatörün komütatörü
Mb,γ : B-maksimal komütatör
[M♯

γ ,b] : Sharp B-maksimal operatörün komütatörü
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1. GİRİŞ

Değişken üslü fonksiyon uzaylarının ortaya çıkışı, klasik Lebesgue uzayları Lp ve Sobo-
lev uzaylarının Wk,p genelleştirilmesi düşüncesinden türetilmiştir. Bu yaklaşımın tarihsel temel-
leri 1931 yılında Orlicz tarafından tanıtılan Orlicz uzaylarına dayanmaktadır. Orlicz uzayları,
sabit bir üs yerine daha genel bir Young fonksiyonu ile tanımlanarak, norm kavramının ge-
nelleştirilmesini sağlamıştır (Orlicz, 1931). Değişken üslü fonksiyon uzayları, bir ölçü uzayı
üzerinde tanımlanan ve integrasyon mertebesi noktadan noktaya değişen fonksiyonları kapsa-
yan uzaylardır. Bu uzaylarda üs fonksiyonu genellikle p : Ω ⊂ Rn → [1,∞) şeklindedir. Buna
göre, fonksiyonun değişken üslü Lp(·) sınıfına ait olması şartı klasik Lp tanımının değişken üslü
versiyonu olarak yazılır:

ρp(·) =
∫

Ω

| f (·)|p(·)dµ(Ω)< ∞.

Değişken üslü fonksiyon uzayları, klasik Lebesgue uzaylarının birçok temel özelliğini korurken,
üssün noktadan noktaya değişmesine olanak tanır. Bu özellik, sabit integrasyon mertebesi var-
sayımının geçerli olmadığı fiziksel, biyolojik ve mühendislik sistemlerinde bu uzayları özellikle
uygun bir araç haline getirir. Ayrıca, klasik operatörlerin incelenmesinde yeni analitik zorluklar
karşımıza çıkmakta olup değişken üslü uzaylar, hem teorik hem de uygulamalı problemlerde
daha esnek ve kapsamlı bir çerçeve sunar. Böylece, lokal değişkenlik özelliğinin önemli olduğu
ortamlarda fonksiyonların davranışını doğru şekilde modellemek mümkün olur.

Değişken üslü fonksiyon uzayları özellikle 1990 lı yıllardan itibaren yoğun ilgi görmüş-
tür. Bu bağlamda, Zhikov (1987, 1997) değişken üslü uzayların, mikroskobik heterojenlikleri
olan ortamların makroskopik davranışlarını inceleyen karışım teorisi ve eliptik operatörlerdeki
uygulamalarını ortaya koymuştur. Diening, Harjulehto, Hästö ve Ružička ise "Lebesgue and So-
bolev Spaces with Variable Exponents" adlı eserlerinde konuyu sistematik biçimde ele almıştır
(Diening vd., 2011). Fan ve Zhao (Fan ve Zhao, 2001) değişken üslü Sobolev uzaylarının temel
özelliklerini incelemiş, Ružička (Ružička, 2000) ise "Electrorheological Fluids: Modeling and
Mathematical Theory" adlı çalışmasında bu uzayların uygulama yönlerini vurgulamıştır. Değiş-
ken üslü fonksiyon uzaylarının başlıca uygulama alanları arasında, değişken ortam koşullarına
sahip eliptik ve parabolik kısmi diferensiyel denklemler, elektroreolojik ve manyetoreolojik
akışkanların modellenmesi, görüntü işleme alanında, farklı bölgelerde gürültüyü azaltırken ke-
narları korumayı sağlayan adaptif filtreleme yöntemleri, mekanik özellikleri konuma göre deği-
şen malzemelerin analizi ile harmonik analiz kapsamında maksimal operatörlerin sınırlılığı ve
interpolasyon teorisi yer almaktadır. Dolayısıyla, değişken üslü fonksiyon uzayları; analiz, PDE
teorisi, harmonik analiz ve matematiksel modelleme açısından zengin bir alan oluşturmaktadır.

Değişken üslü Lebesgue uzayları, klasik Lp uzaylarının kavramsal olarak doğal bir ge-
nellemesini oluşturmaktadır. Bu uzaylar ilk olarak Orlicz ve Nakano tarafından kavramsal te-
melleriyle tanımlanmış olup Zhikov’dan sonra PDE lerdeki uygulamalarıyla matematiksel ola-
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rak geliştirilmiştir (Orlicz, 1931), (Nakano, 1950), (Zhikov, 1987). Lp(x)(Ω) uzayı,

Lp(·)(Ω) =

{
f : Ω → Rn ölçülebilir : ρp(·) =

∫
Ω

| f (·)|p(·)dµ(Ω)< ∞

}
şeklinde tanımlanır. Bu uzayda norm, genellikle Luxemburg normu olarak adlandırılan

∥ f∥Lp(·)(Ω) = inf
{

λ > 0 : ρp(·)

(
f
λ

)
≤ 1
}

ile tanımlanır. Özel olarak, p(x) = p sabit olduğunda klasik Lp uzaylarına indirgenir.

Zhikov (1987), p(x)-Laplasyen operatörleriyle ilişkili temel analitik sonuçları geliştir-
miştir. Takip eden çalışmalarda, Kováčık ve Rákosnı́k Lp(x) ve W1,p(x) uzaylarının temel özel-
liklerini sistematik biçimde tanımlamış, Diening ise maksimal operatörlerin sınırlılığı, inter-
polasyon ve Hardy-Littlewood teorilerini değişken üslü uzaylarda genelleştirmiştir (Kováčık
ve Rákosnı́k, 1991), (Diening, 2002, 2004, 2005), (Diening vd., 2011). Daha yakın dönemde,
Cruz-Uribe ve Fiorenza, "Variable Lebesgue Spaces" adlı kitabında değişken üslü uzaylar için
modern ve kapsamlı bir yaklaşım getirmiştir (Cruz-Uribe ve Fiorenza, 2013).

Değişken üslü Lebesgue uzayları, çok çeşitli uygulama alanlarında önemli bir rol oyna-
maktadır. Değişken katsayılı kısmi diferensiyel denklemlerde, özellikle p(x)-Laplasyen tipin-
deki eliptik ve parabolik denklemlerin analizinde kullanılır. Elektroreolojik akışkanların ma-
tematiksel modellemesinde, bu uzaylar viskozitenin elektrik alanına bağlı olduğu durumlarda
uygun bir çerçeve sağlar. Görüntü işleme alanında, değişken üslü düzgünleştirme yöntemleri ile
gürültü azaltma ve kenar koruma problemlerinde etkin biçimde uygulanır. Fonksiyonel analiz
bağlamında, gömme teoremleri, dualite, konvekslik ve operatör teorisi konularında da önemli
araçlar sunar. Ayrıca, olasılık ve istatistik alanında, konuma bağlı yoğunluk fonksiyonlarının
incelenmesinde Lp(·) uzayları kullanılır.

Harmonik analizde önemli rol oynayan operatörler arasında maksimal operatörler ve
bu operatörlerin komütatörleri kapsamlı bir şekilde araştırılmıştır. Diğer taraftan, klasik Lap-
lace operatöre radyal bir ağırlık ekleyerek genelleştirilen Laplace-Bessel diferensiyel operatörü,
radyal fonksiyonların ve ilgili problemlerin analizinde güçlü bir araç olmuştur. Ancak, değiş-
ken üslü Lebesgue uzaylarda maksimal operatörle ilişkili komütatörlerin Laplace-Bessel ope-
ratörüne bağlı sınırlılık özellikleri nispeten çalışılmamıştır. Bu tezde, bu tür komütatörler için
sınırlılık sonuçlarını belirleyerek literatürdeki bu boşluğu doldurmayı ve değişken üslü fonk-
siyon uzaylarında operatör teorisinin daha geniş bir şekilde anlaşılmasına katkıda bulunmayı
amaçlıyoruz.

Komütatör kavramı, harmonik analiz ve operatör teorisinde doğal olarak ortaya çıkar ve
genellikle bir çarpma operatörü ile başka bir lineer operatörün neden komütatör olamadığının
bir ölçüsü olarak kullanılır. Lokal integrallenebilir bir b fonksiyonu ve bir T lineer operatörü
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verildiğinde, [b,T ] komütatörü

[b,T ]( f )(x) = b(x)T ( f )(x)−T (b f )(x),

ifadesi ile tanımlanmaktadır, burada b ∈ BMO dur. Komütatörler, operatörlerin düzgünlük özel-
liklerini, sınırlılık şartlarını ve fonksiyon uzayları üzerindeki davranışlarını incelemek için güçlü
bir yöntem sunar. Özellikle Calderón–Zygmund tipi singüler integrallere bağlı olarak tanım-
lanan komütatörler, harmonik analiz ve PDE teorisinde önemli bir rol oynar. Harmonik ana-
lizde komütatör kavramı, çeşitli uygulamalı alanlarda önemli bir yere sahiptir. Sinyal işleme
ve görüntü analizinde maksimal operatörler, filtreleme süreçleri ile kenar tespiti gibi temel
işlemlerde etkin biçimde kullanılmaktadır. Veri bilimi ve istatistiksel analiz bağlamında ise
Hardy–Littlewood maksimal operatörler, sinyallerin yerel ortalama büyüklüklerini kontrol ede-
rek pürüzsüzleştirme, gürültü azaltma ve aykırı değerlerin belirlenmesi gibi görevlerde güçlü
analitik araçlar sunar. Matematiksel fizikte komütatörler, özellikle Heisenberg belirsizlik ilkesi
çerçevesinde, kuantum mekaniğinin yapısal temellerinden birini oluşturarak ölçülebilir fiziksel
büyüklükler arasındaki etkileşimlerin matematiksel olarak anlaşılmasına katkı sağlar. Komüta-
törler ilk olarak singüler integral operatörler bağlamında incelenmiş ve daha sonra maksimal
operatörlere genişletilmiştir. Klasik maksimal operatörlerin ve bu operatörlerin komütatörleri-
nin hem klasik hem de değişken üslü fonksiyon uzaylarındaki sınırlılığına odaklanan önemli
sayıda çalışma bulunmaktadır. Özellikle Zhang ve Wu (Zhang ve Wu, 2014), Lp(·)(Rn) uzay-
ları üzerindeki Hardy-Littlewood maksimal operatörün komütatörleri için sınırlılık kriterlerini
belirleyerek, sonraki çalışmalar için temel sonuçlar sunmuştur. Bu sonuçlar, kısmi diferensiyel
denklemlerin çözümlerinin düzgünlüğünü ve değişken üslü uzaylardaki fonksiyonların özellik-
lerini incelemek için temel araçlar sağlar.

Hardy-Littlewood maksimal operatörünün komütatörleri üzerine yapılan çalışmalar, li-
neer olmayan bir operatörün salınım ve düzgünlük özelliklerini çalışmanın bir sonucu olarak,
klasik Calderón-Zygmund komütatör kavramından belirgin ölçüde ayrılan bir metodoloji geliş-
tirmiştir. Bu çalışmaların temel çıkış noktalarından biri, maksimal komütatörün BMO uzayı ile
bağlantısını gösteren sonuçlardır. Bu yaklaşım daha sonra Banach fonksiyon uzaylarına genişle-
tilmiş ve özellikle Ağcayazı ile Zhang (Ağcayazı ve Zhang, 2023) tarafından yapılan çalışmalar,
komütatör sınırlılığının BMO uzayının çeşitli fonksiyonel karakterizasyonlarıyla eşdeğer oldu-
ğunu ortaya koymuştur. Lokal maksimal operatörün komütatörü üzerine Liu, Xue ve Yabuta
(Liu vd., 2022), Sobolev uzaylarında türevsel düzenliliğin komütatör davranışına etkisini ay-
rıntılı olarak ortaya koymuştur. İki-ağırlıklı uzayda Bloom tipi iki-ağırlık kriterleri, maksimal
operatör komütatörünün ağırlıklı BMO uzayının yapısal özellikleriyle doğrudan ilişkili olduğu
gösterilmiş ve böylece komütatör teorisini ağırlıklı uzaylar ile birleştiren hassas karakterizasyon
ortaya çıkmıştır (Zhang ve Fan, 2025). Değişken üslü Lebesgue uzaylarda, maksimal komüta-
törün sınırlılığının sadece BMO uzayının özelliklerine değil, aynı zamanda değişken üslü fonk-
siyonun log-Hölder sürekliliğine de bağlı olduğu gösterilmiştir (Zhang ve Wu, 2014). Morrey
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ve Zygmund-Morrey uzaylarında, Ağcayazı, Gogatishvili ve Mustafayev (Ağcayazı vd., 2018)
tarafından elde edilen zayıf tip sınırlılık sonuçları ise, komütatörün lokal ve global salınım ara-
sında nasıl köprü kurduğunu gösteren derin eşitsizliklere dayanır. Daha ileri genelleştirmelerde,
multilineer kesirli maksimal komütatörler üzerine yapılan çalışmalar komütatör kavramını mul-
tilineer operatörlere uyarlayarak BMO uzayının multilineer genelleştirmelerini doğal biçimde
ortaya çıkarmıştır (Chen ve Liu, 2022). Tüm bu gelişmeler, maksimal komütatörlerin düzgün-
lüğünü ölçen bir araç olarak klasik BMO, ağırlıklı BMO, Lipschitz sınıfları, Morrey uzayları,
Triebel-Lizorkin, değişken üslü fonksiyon uzayları ve BMO uzayları ile derin bağlantılar kur-
duğunu, ayrıca iki-ağırlıklı eşitsizlikler, non-doubling ölçüler ve multilineer genişlemeler sa-
yesinde modern harmonik analizde aktif ve giderek genişleyen bir araştırma alanı oluşturdu-
ğunu göstermektedir. Bu gelişmelere rağmen, klasik olmayan maksimal operatörlerle, özellikle
de spektral teori ile kısmi diferensiyel denklemlerde önemli bir rol oynayan Laplace-Bessel
operatörü gibi diferensiyel operatörlerle bağlantılı olan komütatörlere sınırlı ilgi gösterilmiştir.
Laplace-Bessel operatör ile ilişkili olan ve B-maksimal operatör olarak adlandırılan maksimal
operatörün komütatörü değişken üslü uzaylarda daha az kapsamlı olarak incelenmiştir. Bu ça-
lışmada, B-maksimal operatörünün komütatörü ile birlikte B-maksimal komütatörün ve sharp
B-maksimal operatörün komütatörünün de sınırlılığını değişken üslü Lebesgue uzaylarda ince-
leyerek literatürdeki boşluğu doldurmayı araştırmanın temel amacı olarak konumlandırıyoruz.
Sonuçlarımız, klasik komütatör teorisini daha genel bir çerçeveye genişletmekte ve değişken
üslü uzaylarda harmonik analiz operatörlerinin davranışına yeni bakış açıları kazandırmaktadır.
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2. TEMEL BİLGİLER VE SONUÇLAR

Bu kısımda tez boyunca ihtiyaç duyulacak tanım, kavramlar ve iyi bilinen teoremler
hatırlatılacaktır.

2.1. Temel Kavramlar ve Ana Teoremler

Bir Ω kümesi verilsin. Bu kümenin alt kümelerinin bir Σ sınıfı için

i. Ω ∈ Σ ,

ii. Her E ∈ Σ için E∁ = Ω\E ∈ Σ ,

iii. ∀n ∈ N için En ∈ Σ ⇒
∞⋃

n=1

En ∈ Σ

özellikleri sağlanıyorsa Σ ya Ω üzerinde σ -cebirdir denir. (Ω ,Σ) ikilisine ölçülebilir uzay denir.
Ayrıca, Σ daki her küme ölçülebilir küme olarak adlandırılır. (Ω ,Σ) ölçülebilir uzayı ve µ : Σ →
R fonksiyonu verilsin. µ fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa bu fonksiyona Ω üzerinde
ölçü denir:

i. µ( /0) = 0,

ii. Her E ∈ Σ için 0 ≤ µ(Σ)≤ ∞,

iii. Her ayrık (En) dizisi için µ(
∞⋃

n=1
En) =

∞

∑
n=1

µ(En).

(Ω ,Σ ,µ) üçlüsüne ise ölçü uzayı adı verilir. (Ω ,Σ) ölçülebilir uzay, ϕ reel değerli fonksiyon
olmak üzere

ϕ
−1 ((β ,+∞)) = {x ∈ Ω : ϕ(x)> β} ∈ Σ , ∀β ∈ R,

ise ϕ fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir.

Tanım 2.1.1. V vektör uzayı verilsin. Her x,y ∈ V ve η ∈ F skaleri için

i. ∥x∥ ≥ 0 ve ∥x∥= 0 ⇔ x = θ ,

ii. ∥ηx∥= |η |∥x∥,

iii. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+∥y∥

özellikleri sağlanıyorsa, ∥ ·∥ : V→R+∪{0} fonksiyonuna V üzerinde norm, (V,∥ ·∥) ikilisine

ise normlu uzay denir.
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Tanım 2.1.2. V ve U iki vektör uzay ve S : V→ U operatörü verilsin. Her x,y ∈ V ve η ,ζ ∈ F

için S(ηx+ζ y) = η S(x)+ζ S(y) eşitliğini sağlıyorsa S ye lineer operatör denir.

Tanım 2.1.3. V ve U normlu uzaylar ve S : V → U lineer operatör verilsin. Her x ∈ V için

∥Sx∥ ≤ A∥x∥ eşitsizliğini sağlayan bir A sabiti mevcutsa S ye sınırlı lineer operatör denir.

Tanım 2.1.4. V ve U iki normlu uzay, S : V→ U lineer operatör ve x0 ∈ V olsun. Her ε > 0

sayısına karşılık ∥x−x0∥< δ eşitsizliğini sağlayan her x∈V için ∥Sx−Sx0∥< ε olacak şekilde

bir δ > 0 sayısı bulunabiliyorsa S, x0 noktasında süreklidir denir.

Teorem 2.1.1. V ve U normlu uzaylar ve S : V → U lineer operatör verilsin. S nin sürekli

olması için gerek ve yeter şart S nin sınırlı olmasıdır (Kreyszig, 1989).

2.2. Genelleştirilmiş Öteleme Operatörü

1951 yılında, R+ = (0,∞) üst yarı uzayında R+ öteleme olarak adlandırılan özel bir öte-
lemenin varlığı Levitan tarafından gösterilmiştir. Ardından Bessel diferensiyel operatörleriyle
olan ilişkisini inceleyerek, söz konusu ötelemenin (0,∞) aralığındaki noktaları yine aynı aralık
içerisinde bir noktaya dönüştürdüğünü göstermiştir (Levitan, 1951, 1967, 1973).

1967 yılında, Rn
+ n-boyutlu yarı uzayda genelleştirilmiş öteleme Kipriyanov tarafından

tanımlanmıştır (Kipriyanov, 1967). Ele alınan çalışmada, bu öteleme (n− 1) değişkene göre
adi, n. değişkene göre R+ öteleme olarak incelenmiştir. Şimdi, sırasıyla R, R+, Rn

+ ve Rn
k,+

ötelemeleri takdim edelim:

Tanım 2.2.1. τ : R→ R, τyϕ(x) = ϕ(x+ y) ile tanımlanan öteleme

∂u(x,y)
∂x

=
∂u(x,y)

∂y
, u(x,y) = ϕ(x)

denkleminin çözümüne tekabül eder ve adi öteleme olarak adlandırılır.

Tanım 2.2.2. Bn Bessel operatör olmak üzere R+ öteleme, Bxu=Byu, u(x,0) =ϕ(x), uy(x,0) =

0 başlangıç değer probleminin yani,

∂ 2u
∂x2 +

γ

x
∂u
∂x

=
∂ 2u
∂y2 +

γ

y
∂u
∂y

(2.1)

denkleminin, u
∣∣
y=0 = ϕ(x) ve ∂u

∂y

∣∣
y=0 = 0 ifadelerini sağlayan bir çözümüne tekabül eder ve

u(x,y) = T y
x ϕ(x) =

Γ( γ+1
2 )

π
1
2 Γ( γ

2)

π∫
0

ϕ(
√

x2 −2xycosα + y2)sinγ−1
αdα
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ile tanımlanır. Burada T 0
x ϕ(x) = ϕ(x) olduğu kolaylıkla elde edilebilir. Bununla birlikte, ϕ(x),

sürekli türevlenebilir bir fonksiyon ise,

∂

∂y
T y

x ϕ(x)
∣∣
y=0 = 0 (2.2)

dır ve ϕ fonksiyonu ikinci mertebeden sürekli türeve sahipse T y
x ϕ(x), (2.1) denkleminin çözü-

müne tekabül eder ve (2.2) elde edilebilir. x,y ∈ Rn, x = (x′,xn), x′ = (x1,x2, . . . ,xn−1), y =

(y′,yn), y′ = (y1,y2, . . . ,yn−1) ve

∆Bn =
n

∑
i=1

∂ 2

∂x2
i
+

γ

xn

∂

∂xn

Laplace-Bessel diferensiyel operatör olmak üzere,

n

∑
i=1

∂ 2u
∂x2

i
+

γ

xn

∂u
∂xn

=
n

∑
i=1

∂ 2u
∂y2

i
+

γ

yn

∂u
∂yn

denkleminin yukarıda belirtilen başlangıç şartlarına göre çözümü

T y
x ϕ(x) =

Γ( γ+1
2 )

π
1
2 Γ( γ

2)

∫
π

0
ϕ
(
x′− y′,

√
x2

n −2xnyn cosα + y2
n
)

sinγ−1
αdα

dır. Bu operatör genelleştirilmiş öteleme operatörü olarak adlandırılmaktadır (Levitan, 1973).

Bununla birlikte, x = (x′,x′′), x′ = (x1, . . . ,xk) ∈ Rk, x′′ = (xk+1, . . . ,xn) ∈ Rn−k ve

∆B :=
n

∑
i=1

∂ 2

∂x2
i
+

k

∑
i=1

γi

xi

∂

∂xi
, 1 ≤ k ≤ n

Laplace-Bessel diferensiyel operatör olmak üzere

n

∑
i=1

∂ 2u
∂x2

i
+

k

∑
i=1

γi

xi

∂u
∂xi

=
n

∑
i=1

∂ 2u
∂y2

i
+

k

∑
i=1

γi

yi

∂u
∂yi

denkleminin aynı şekilde yukarıdaki başlangıç şartlarına göre çözümü

T y
ϕ(x) :=

Γ( γi+1
2 )

π
k
2 Γ( γi

2 )

∫
π

0
. . .
∫

π

0
ϕ
[
(x1,y1)α1, . . . ,(xk,yk)αk ,x

′′− y′′
] k

∏
i=1

sinγi−1
αi dαi

ile tanımlanır, burada (xi,yi)αi = (x2
i −2xiyi cosαi+y2

i )
1
2 , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ k ≤ n, γ = (γ1, . . . ,γk),
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γ1 > 0, . . . ,γk > 0, |γ|= γ1+ . . .+ γk ve Γ(γ) =
∫

∞

0
e−xxγ−1dx dir (Klyuchantsev, 1970; Levitan

1951).

2.3. Lebesgue Uzayları

(Ω ,Σ ,µ) ölçü uzayı ve 0 < p < ∞ olmak üzere

Lp(Ω) =

{
ϕ ∈ M (Ω ,Σ) :

∫
Ω

|ϕ|pdµ < ∞

}
kümesine Lebesgue uzayı denir. Lp uzayında norm

∥ϕ∥Lp(Ω) =


(∫

Ω

|ϕ|pdµ

)1/p

, 1 ≤ p < ∞

ess sup
x∈Ω

|ϕ(x)| , p = ∞

şeklinde tanımlanır. ϕ Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon ve K ⊂Ω herhangi bir kompakt küme
olmak üzere

∫
K
|ϕ|dµ < ∞

ise ϕ fonksiyonu Ω da lokal integrallenebilir bir fonksiyondur ve ϕ ∈ Lloc
1 (Ω) şeklinde göste-

rilir.

Teorem 2.3.1. (Ω ,Σ ,µ) ve µ(Ω) = 1 olsun. Her x ∈ Ω için a < ψ(x) < b olmak üzere ψ ,

L1(Ω ,µ) de reel bir fonksiyon ve ϕ , (a,b) aralığında konveks ise

ϕ

(∫
Ω

ψdµ

)
≤
∫

Ω

ϕ ◦ψdµ (Jensen Eşitsizliği)

olur (Diening vd., 2011).

Tanım 2.3.1. ϕ integrallenebilir fonksiyon ve γ > 0 verilsin. Lp,γ(Rn
k,+) uzayı ∥ϕ∥Lp,γ (Rn

k,+)
< ∞

özelliğini sağlayan ölçülebilir fonksiyonlar kümesidir, burada

∥ϕ∥Lp,γ (Rn
k,+)

=



(∫
Rn

k,+

|ϕ(x)|p(x′)γdx

)1/p

, 1 ≤ p < ∞

ess sup
x∈Rn

k,+

|ϕ(x)| , p = ∞

ile tanımlanır.
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Teorem 2.3.2. 1 ≤ p ≤ ∞, 1 < p′ < ∞ ve
1
p
+

1
p′

= 1 olmak üzere ϕ ∈ Lp,γ(Rn
k,+) ve ψ ∈

Lp′,γ(Rn
k,+) ise ϕψ ∈ L1,γ(Rn

k,+) yani

∥ϕψ∥L1,γ ≤ ∥ϕ∥Lp,γ∥ψ∥Lp′,γ (Hölder Eşitsizliği)

olur.

Teorem 2.3.3. 1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere her ϕ,ψ ∈ Lp,γ(Rn
k,+) için

∥ϕ +ψ∥Lp,γ ≤ ∥ϕ∥Lp,γ +∥ψ∥Lp,γ (Minkowski Eşitsizliği)

olur.

2.4. Ağırlıklı Lebesgue Uzayları

Rn
k,+ uzayında negatif olmayan lokal integrallenebilir ω fonksiyonu ağırlık fonksiyonu

olarak adlandırılmaktadır (Muckenhoupt, 1972). ϕ ∈ Rn
k,+ölçülebilir fonksiyon olmak üzere

Lp,ω,γ(Rn
k,+) =

{
ϕ :

∫
Rn

k,+

|ϕ(x)|pω(x)(x′)γdx < ∞

}

kümesine Lp,ω,γ(Rn
k,+) ağırlıklı Lebesgue uzayı denir ve norm

∥ϕ∥Lp,ω,γ (Rn
k,+)

=

(∫
Rn

k,+

|ϕ(x)|pω(x)(x′)γdx

)1/p

, 1 ≤ p < ∞

ile tanımlanır ve ω = 1 için Lp,ω,γ(Rn
k,+) uzayı Lp,γ(Rn

k,+) ve ∥ϕ∥Lp,ω,γ (Rn
k,+)

normu ∥ϕ∥Lp,γ (Rn
k,+)

ile gösterilir.

Tanım 2.4.1. 1 < p < ∞ ve ω ∈ Rn ağırlık fonksiyonu olmak üzere eğer

[ω]Ap := sup
D

 1
|D|

∫
D

ω(x)dx

 1
|D|

∫
D

ω(x)−
1

p−1 dx

p−1

< ∞

ise ω , Ap Muckenhoupt sınıfına aittir denir. p = 1 için,

1
|D|

∫
D

ω(x)dx ≤ A ess inf
x∈D

ω(x)
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eşitsizliğini sağlayan bir A > 0 sabiti varsa ω ∈ A1 dir ve [ω]A1 şeklinde gösterilir (Mucken-

houpt, 1972).

Tanım 2.4.2. Eğer 1 < p < ∞ için

sup
x∈Rn

k,+
r>0

(
|D(x,r)|−1

γ

∫
D(x,r)

ω(y)(y′)γdy
)(

|D(x,r)|−1
γ

∫
D(x,r)

ω
− 1

p−1 (y)(y′)γdy
)p−1

< ∞

ise ω fonksiyonu Ap,γ(Rn
k,+) sınıfına aittir denir ve x ∈ Rn

k,+ ve r > 0 için

|D(x,r)|−1
γ

∫
D(x,r)

ω
− 1

p−1 (y)(y′)γdy ≤ A ess inf
y∈D(x,r)

ω(y)

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir A > 0 sabiti varsa ω ∈ A1,γ(Rn
k,+) olur (Guliyev, 2005).

Ap,γ(Rn
k,+) sınıfı özellikleri bakımından Muckenhoupt sınıfına benzerdir. Özellikle, ω ∈

Ap,γ(Rn
k,+) ise, yeterince küçük ε > 0 için ω ∈ Ap−ε,γ(Rn

k,+) ve p1 > p için ω ∈ Ap1,γ(Rn
+)

olur. Özellikle vurgulanmalıdır ki, 1 < p < ∞ için |x|β ∈ Ap,γ(Rn
k,+) olması için gerek ve yeter

şart −Q < β < Q(p−1) olmasıdır. Benzer şekilde, |x|β ∈A1,γ(Rn
k,+) olması için gerek ve yeter

şart −Q < β ≤ 0 olmasıdır (Guliyev, 2005).

2.5. Değişken Üslü Lebesgue Uzayları Lp(·),γ(Rn
+)

Bu kısımda, değişken üslü Lebesgue uzayları ve özellikleri takdim edilecektir.

P(Rn
k,+), tüm ölçülebilir p(·) : Rn

k,+ → [1,∞] fonksiyonlarının kümesini göstermek
üzere P(Rn

k,+) nin elemanlarına değişken üs fonksiyonları adı verilir. Değişken üs fonksiyon-
ları p(·) ile gösterilmektedir. R+ uzayında, üs fonksiyonlarına 1 ≤ p ≤ ∞ için p(x) = p ya
da p(x) = sinx+ 5 örnek olarak verilebilir. Bununla birlikte üs fonksiyonlarının sınırlı ya da
sınırsız olabileceğini belirtelim. Örneğin, Ω = (0,∞) üzerinde tanımlı p(x) = cosx+2 fonksi-
yonu sınırlı üs fonksiyonu iken Ω = (1,∞) aralığında tanımlı p(x) = x+ 2 üs fonksiyonu ise
sınırsız üs fonksiyonudur. Bu örnekler, üs fonksiyonlarının niteliklerini ayırt etmede oldukça
açıklayıcıdır. p(·) ∈ P(Rn

k,+) ve

p−(Rn
k,+) = p− = ess inf

x∈Rn
k,+

p(x), p+(Rn
k,+) = p+ = ess sup

x∈Rn
k,+

p(x)

olsun. Bu durumda, üs fonksiyonu 1 ≤ p− ≤ p(x) ≤ p+ < ∞, 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < ∞ du-
rumlardan birini sağlar. Klasik Lebesgue uzaylarına benzer şekilde, bu uzaylarda da p(x) = 1,
1 < p(x)< ∞ ve p(x) = ∞ durumları birbirinden ayrılmaktadır. Bu nedenle Rn

k,+ nın alt küme-
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lerini tanımlayalım:

(Rn
k,+)

p(·)
∞ = {x ∈ Rn

k,+ : p(x) = ∞},

(Rn
k,+)

p(·)
1 = {x ∈ Rn

k,+ : p(x) = 1},

(Rn
k,+)

p(·)
0 = {x ∈ Rn

k,+ : 1 < p(x)< ∞}.

1
p(x) +

1
p′(x) = 1 dir ve p′(x) eşlenik üs fonksiyonu

p′(x) :=


∞, x ∈ (Rn

k,+)
p(·)
1

p(x)
p(x)−1 , x ∈ (Rn

k,+)
p(·)
0

1, x ∈ (Rn
k,+)

p(·)
∞

ile tanımlanır.

Değişken üs fonksiyonları için Laplace-Bessel diferensiyel operatöre bağlı log-Hölder
süreklilik şartının analogu olan aşağıdaki tanımı verelim:

Tanım 2.5.1. p(·) : Rn
k,+ → [1,∞) verilsin. |x− y| ≤ 1

2
özelliğini sağlayan her x,y ∈ Rn

k,+ için

|p(x)− p(y)| ≤ A0

− log |x− y|
(2.3)

ve

|p(x)− p∞| ≤
A∞

log(e+ |x|)
(2.4)

eşitsizlikleri sağlanacak şekilde A0, A∞ > 0 sabitleri ve p∞ varsa bu durumda p(·) fonksiyonu

Rn
k,+ üzerinde log-Hölder süreklidir denir, burada p∞ = lim

x→∞
p(x) > 1 dir. Eğer p(·) sırasıyla

(2.3) ve (2.4) yi sağlıyorsa bu durumda p(·) ∈ P log(Rn
k,+) ve p(·) ∈ P log

∞ (Rn
k,+) ile gösterilir.

p(·) : Rn
k,+ → [1,∞) değişken üs fonksiyonu verilsin. Değişken üslü Lebesgue uzayı

Lp(·),γ(Rn
k,+),

∥ f∥Lp(·),γ (Rn
k,+)

= inf
{

λ > 0 : ρp(·),γ ( f/λ )≤ 1
}
< ∞

şartını sağlayan tüm ölçülebilir f fonksiyonlarının kümesidir, burada ρp(·),γ( f ) modüler fonk-
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siyondur ve

ρp(·),γ( f ) :=
∫
Rn

k,+

| f (x)|p(x)(x′)γdx

şeklinde tanımlanmaktadır. Şimdi modüler fonksiyonun başlıca özelliklerini aşağıdaki önerme
ile ifade edelim:

Önerme 2.5.2. p(·) ∈ P(Rn
k,+) verilsin.

i. Her f için ρp(·),γ( f )≥ 0 ve ρp(·),γ(| f |) = ρp(·),γ( f ) olur.

ii. ρp(·),γ( f ) = 0 olması için gerek ve yeter şart hemen hemen her x ∈ Rn
k,+ için f (x) = 0

olmasıdır.

iii. ρp(·),γ( f )< ∞ ise hemen hemen her x ∈ Rn
k,+ için f (x)< ∞ olur.

iv. η ,ζ ≥ 0 ve η +ζ = 1 olsun. ρp(·),γ(η f +ζ g)≤ η ρp(·),γ( f )+ζ ρp(·),γ(g) ise ρp(·),γ kon-

vekstir.

v. | f (x)| ≤ |g(x)| ise ρp(·),γ( f )≤ ρp(·),γ(g) olur.

vi. ρp(·),γ süreklidir. Λ > 0 için ρp(·),γ( f/Λ) < ∞ ise λ 7→ ρp(·),γ( f/λ ), [Λ,∞) üzerinde sü-

rekli ve azalandır. Bununla birlikte, λ → ∞ iken ρp(·),γ( f/λ )→ 0 olur.

Eğer η > 1 ise ηρp(·),γ( f )≤ ρp(·),γ(η f ) ve eğer 0 < η < 1 ise ρp(·),γ(η f )≤ ηρp(·),γ( f )

olur. Bu, ρp(·),γ nın konveksliğinin bir sonucudur.

Aşağıdaki lemmada Lp(·),γ(Rn
k,+) için Hölder eşitsizliğinin analogu verilmektedir:

Lemma 2.5.3. p(·) : Rn
k,+ → [1,∞) verilsin. Her f ∈ Lp(·),γ(Rn

k,+) ve h ∈ Lp′(·),γ(Rn
k,+) için

∫
Rn

k,+

| f (x)h(x)|(x′)γdx ≤ A∥ f∥p(·),γ∥h∥p′(·),γ

olur, burada A = A(p(·), p′(·),γ) > 0 sabit, p′(·), p(·) fonksiyonunun eşleniğidir (Ekincioğlu

vd., 2020).

Teorem 2.5.1. p(·) ∈ P(Rn
+) olmak üzere Lp(·),γ(Rn

k,+) bir vektör uzayıdır.

Önerme 2.5.4. p(·) : Rn
+ → [0,1) Lebesgue ölçülebilir olsun. Lp(·),γ(Rn

k,+) uzayının vektör

uzayı olması için gerek ve yeter şart p+ < ∞ olmasıdır (Sharapudinov, 2012).
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Sonuç 2.5.2. p(·), r(·), q(·) ∈ P(Rn
k,+) olmak üzere

1
p(x)

=
1

q(x)
+

1
r(x)

ile tanımlansın. Her

f ∈ Lq(·),γ(Rn
k,+) ve g ∈ Lr(·),γ(Rn

+) için f g ∈ Lp(·),γ(Rn
k,+) olup

∥ f g∥p(·),γ ≤ A∥ f∥q(·),γ∥g∥r(·),γ

eşitsizliğini sağlayan bir A > 0 sabiti vardır.

2.6. B-Maksimal Operatörler ve Komütatörleri

f ∈ Lloc
1 (Rn) olsun. f fonksiyonunun Hardy-Littlewood maksimal operatör D(x,r) =

{y ∈ Rn : |x− y|< r} olmak üzere

M f (x) = sup
r>0

|D(x,r)|−1
∫

D(x,r)
| f (y)|dy

ile tanımlanır.

f ∈ Lloc
1,γ(R

n
k,+) olsun. B-maksimal operatör D(x,r) = {y ∈ Rn

k,+ : |x− y| < r} olmak
üzere

Mγ f (x) = sup
r>0

|D(0,r)|−1
γ

∫
D(0,r)

T y| f (x)|(y′)γdy

ile tanımlanır. Ölçülebilir D(0,r)⊂ Rn
k,+ kümesi için

|D(0,r)|γ =
∫
D(0,r)

(x′)γdx = rQ π
n−k

2

2k

k

∏
i=1

Γ

(
γi+1

2

)
Γ
(

γi
2

) , Q = n+ |γ|

dir, burada (x′)γ = xγ1
1 · . . . · xγk

k ve Γ(γ) =
∫

∞

0
e−xxγ−1dx dir (Guliyev, 2003). D ⊂ Rn

k,+ için

MD ,γ f := |D(x,r)|−1
γ

∫
D

T y| f (x)|(y′)γdy

yazılabilir ve buradan

Mγ f := sup
D(x,r)

MD ,γ f

elde edilebilir, burada supremum tüm D yuvarları üzerinden alınmaktadır.
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0 < p < ∞ ve D ⊂ Rn
k,+ olsun. f ∈ Lloc

p,γ(Rn
k,+)∩Lloc

1,γ(R
n
k,+) verildiğinde

fD := |D(x,r)|−1
γ

∫
D

T y f (x)(y′)γdy,

Ms,D ,γ :=
(
|D(x,r)|−1

γ

∫
D

T y| f (x)|s(y′)γdy
) 1

s

,

M♯
s,D ,γ :=

(
|D(x,r)|−1

γ

∫
D
|T y f (x)− fD |s(y′)γdy

) 1
s

,

Ms,γ f (x) := sup
D(x,r)

Ms,D ,γ f ,

M♯
s,γ f (x) := sup

D(x,r)
M♯

s,D ,γ f

şeklinde tanımlanmaktadır. f ♯ sharp fonksiyon f ♯ := M♯
1,γ f şeklinde tanımlanmaktadır ve f ∈

BMOγ(Rn
k,+) olması için gerek ve yeter şart f ♯ ∈ L∞,γ(Rn

k,+) olmasıdır. Ayrıca, M1,γ f = Mγ f

olduğu aşikardır. Bununla birlikte, Jensen eşitsizliği yardımıyla p1 ≤ p2 için Mp1,γ f ≤ Mp2,γ f

ve M♯
p1,γ f ≤ M♯

p2,γ f elde edilebilir.

Sharp B-maksimal operatör M♯
γ

M♯
γ f (x) = sup

r>0
|D(0,r)|−1

γ

∫
D(0,r)

|T y f (x)− fD(0,r)(x)|(y′)γdy

şeklinde tanımlanmaktadır. M♯
γ f (x) ≤ 2Mγ f (x) olduğundan, Lemma 3.0.1 den dolayı p(·) ∈

P log(Rn
k,+) için sharp B-maksimal operatör M♯

γ Lp(·),γ(Rn
k,+) uzayında sınırlıdır.

B−BMO uzayı

∥ f∥BMOγ
= sup

x∈Rn
k,+

r>0

|D(0,r)|−1
γ

∫
D(0,r)

|T y f (x)− fD(0,r)(x)|(y′)γdy < ∞

olacak şekilde lokal integrallenebilir f fonksiyonlarının uzayı olarak tanımlanır ve BMOγ =

BMOγ(Rn
k,+) şeklinde gösterilir.

Rn
k,+ üzerinde tanımlı bir b fonksiyonu için

b−(x) =

{
0, b(x)≥ 0,
|b(x)|, b(x)< 0,

ve b+(x) := |b(x)|−b−(x) olarak tanımlayalım, burada b+(x)−b−(x) = b(x) olduğu açıktır.

Ölçülebilir bir b fonksiyonu verildiğinde B-maksimal operatörün komütatörü [Mγ ,b] ve

14



B-maksimal komütatör Mb,γ sırasıyla aşağıdaki şekilde tanımlanır:

[Mγ ,b]( f ) = Mγ(b f )−bMγ( f ),

Mb,γ( f )(x) = sup
r>0

|D(0,r)|−1
γ

∫
D(0,r)

T y|(b(x)−b(y)) f (x)|(y′)γdy, ∀x ∈ Rn
k,+.

Esas olarak, B-maksimal operatörün komütatörü ve B-maksimal komütatör birbirlerinden fark-
lıdır. Gerçekten, Mb,γ pozitif ve altlineer operatördür, fakat [Mγ ,b] ne pozitiftir ne de altlineerdir.
Bununla birlikte, eğer b bazı şartları sağlıyorsa bu durumda [Mγ ,b] operatörü Mb,γ tarafından
kontrol edilebilir.
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3. LAPLACE-BESSEL OPERATÖRE BAĞLI MAKSİMAL OPERATÖRLERİN

KOMÜTATÖRLERİNİN DEĞİŞKEN ÜSLÜ LEBESGUE UZAYLARDA SI-

NIRLILIĞI

Harmonik analizde elde edilen bazı önemli sonuçların değişken üslü Lebesgue uzay-
larına genelleştirilebilmesini mümkün kılan üs sınıfını tanımlayalım. B-maksimal operatörün
Lp(·)(Rn

k,+) uzayında sınırlı olmasını sağlayan p(·)∈P(Rn
k,+) Lebesgue ölçülebilir fonksiyon-

larının kümesi B(Rn
+) ile gösterilir.

Lemma 3.0.1. Eğer p(·) ∈ P log(Rn
k,+) ise p(·) ∈ B(Rn

k,+) olur (Cruz-Uribe vd., 2003).

Aşağıdaki lemmada değişken üslü Lebesgue uzayları için bazı sonuçlar verilmiştir. (Di-
ening, 2005) de yer alan Teorem 8.1 e göre B nin aşağıdaki karakterizasyonu elde edilebilir:

Lemma 3.0.2. 1 < p− ≤ p+ < ∞ olmak üzere p(·) : Rn
k,+ → (1,∞) Lebesgue ölçülebilir olsun.

Bu durumda aşağıdakiler denktir:

i. p(·) ∈ B.

ii. p′(·) ∈ B.

iii. 1 < q < p− için p(·)/q ∈ B.

iv. 1 < q < p− için (p(·)/q)′ ∈ B (Ekincioğlu vd., 2020).

Lemma 3.0.3. p(·) ∈ B verilsin. Herhangi bir D ∈ D için

|D |γ ≤ ∥χD∥Lp(·),γ∥χD∥Lp′(·),γ ≤ A|D |γ (3.1)

eşitsizliğini sağlayan bir A > 0 sabiti vardır, burada D= {D(x,r) : x ∈ Rn
k,+,r > 0} dir (Izuki,

2010).

Şimdi, (Diening vd., 2011) Teorem 7.2.1 ve Teorem 7.2.4 den değişken üslü Lebesgue
uzayları için bir ekstrapolasyon sonucunu hatırlayalım.

Teorem 3.0.1. Ölçülebilir fonksiyonların sıralı ikililerinin bir F ailesi verilsin. 0 < p0 < ∞,

(h,g) ∈ F ve ω ∈ A1,γ için

∫
Rn

k,+

(h(x))p0ω(x)(x′)γdx ≤ A0

∫
Rn

k,+

(g(x))p0ω(x)(x′)γdx, (h,g) ∈ F (3.2)
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eşitsizliğinin sağlandığını kabul edelim, burada A0 sadece p0 ve [ω]A1,γ ya bağlıdır. 0 < p0 <

p− ≤ p+ < ∞ olmak üzere p(·) : Rn
k,+ → [1,∞) olsun. Eğer (p(·)/p0)

′ ∈ B ise (h,g) ∈ F için

∥h∥Lp(·),γ ≤ A∥g∥Lp(·),γ (3.3)

olacak şekilde A > 0 sabiti vardır. Ayrıca, her 1 < q < ∞ ve {(hi,gi)}∞
i=1 ⊂ F için

∥∥∥∥∥∥
(

∞

∑
i=1

hq
i

)1/q
∥∥∥∥∥∥

Lp(·),γ

≤ A

∥∥∥∥∥∥
(

∞

∑
i=1

gq
i

)1/q
∥∥∥∥∥∥

Lp(·),γ

(3.4)

olur, burada A > 0 sabittir (Ekincioğlu vd., 2020).

Yukarıdaki teoremde, ekstrapolasyon teorisinde yaygın olarak kullanılan bir yaklaşım
sunulmaktadır. Bu teorem, tümevarım teorisinin lineer operatörler için sınırlılık sonuçları sun-
makla sınırlı olmadığını, aynı zamanda vektör değerli eşitsizliklerin elde edilmesinde de kul-
lanılabileceğini göstermektedir. F ile negatif olmayan Lebesgue ölçülebilir fonksiyonlardan
oluşan (h,g) sıralı çiftlerinin bir ailesi ifade edilmektedir.

3.1. B-Maksimal Komütatörlerinin Değişken Üslü Lebesgue Uzaylarda Sınırlılığı

Lemma 3.1.1. 1 < s < ∞, b ∈ BMOγ olsun. Bu durumda

M♯
γ(Mb,γ f )(x)≤ A1∥b∥BMOγ

(Mγ(Mγ f )s)1/s(x)+Mγ(Mγ | f |s)1/s(x), x ∈ Rn
k,+

eşitsizliğini sağlayan bir A1 > 0 sabiti vardır.

İspat. Mγ operatörünün tanımı ve M♯
γ f (x)≤ 2Mγ f (x) eşitsizliği kullanılarak

M♯
γ(Mb,γ f )(x)≤ 2Mγ(Mb,γ f )(x), x ∈ Rn

k,+
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yazılabilir. Hölder eşitsizliğinden,

|D(0, t)|−1
γ

∫
D(0,t)

T z(|b(x)−b(z)|| f (x)|)(z′)γdz

≤ |D(0, t)|−1
γ

∫
D(0,t)

T z(|b(x)−bD(0,t)|| f (x)|)(z′)γdz+ |D(0, t)|−1
γ

∫
D(0,t)

|b(z)−bD(0,t)|T z(| f |)(x)(z′)γdz

≤ |D(0, t)|−1
γ

(∫
D(0,t)

T z|b(x)−bD(0,t)|s
′
(z′)γdz

)1/s′(∫
D(0,t)

T z(| f |)s(x)(z′)γdz
)1/s

+ |D(0, t)|−1
γ

∫
D(0,t)

|b(z)−bD(0,t)|T z(| f |)(x)(z′)γdz

≤ A∥b∥BMOγ
(Mγ | f |s)1/s(x)+ |D(0, t)|−1

γ

∫
D(0,t)

|b(z)−bD(0,t)|T z(| f |)(x)(z′)γdz

ve

|D(0,r)|−1
γ

∫
D(0,r)

T y
[
|D(0, t)|−1

γ

(∫
D(0,t)

|b(z)−bD(0,t)|T z(| f |)(x)(z′)γdz
)]

(y′)γdy

≤ |D(0,r)|−1
γ

∫
D(0,r)

T y[|b(z)−bD(0,t)|Mγ f (x)](y′)γdy

≤ |D(0,r)|−1
γ

(∫
D(0,r)

T y|b(z)−bD(0,r)|s
′
(y′)γdy

)1/s′(∫
D(0,r)

T y(Mγ f )s(x)(y′)γdy
)1/s

+ |D(0,r)|−1
γ

∫
D(0,r)

T y[|bD(0,t)−bD(0,r)|Mγ f (x)](y′)γdy

≤ A∥b∥BMOγ
(Mγ(Mγ f )s)1/s(x)

elde edilir. Dolayısıyla,

Mγ(Mb,γ f )(x) = sup
r>0

|D(0,r)|−1
γ

∫
D(0,r)

T y[Mb,γ f ](x)(y′)γdy

≤ A∥b∥BMOγ

(
(Mγ(Mγ f )s)1/s(x)+ sup

r>0
|D(0,r)|−1

γ

∫
D(0,r)

T y(Mγ | f |s)1/s(x)(y′)γdy
)

≤ A∥b∥BMOγ

(
(Mγ(Mγ f )s)1/s(x)+Mγ(Mγ | f |s)1/s(x)

)
elde edilir ve ispat tamamlanır.

Aşağıdaki lemma (Segovia ve Torrea, 1989) dan elde edilebilir.

Lemma 3.1.2. 1 < p < ∞ ve b ∈ BMOγ(Rn
k,+) olsun. Her ω ∈ Ap,γ için

∫
Rn

k,+

(
Mb,γ( f )(x)

)p
ω(x)(x′)γdx ≤ A

∫
Rn

k,+

| f (x)|pω(x)(x′)γdx
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olur. υ bir ağırlık fonksiyonu olsun. Her D ⊂ Rn
k,+ için

(
|D |−1

γ

∫
D

υ(x)−p′
) 1

p′
(
|D |−1

γ

∫
D

υ(x)q
) 1

q

≤ A

olacak şekilde bir A sabiti varsa υ ∈ A (p,q) (1 < p,q < ∞) olur.

Lemma 3.1.3. p(·) ∈ B(Rn
k,+) ve b ∈ Lloc

1,γ(R
n
k,+) olsun. Mb,γ operatörünün Lp(·),γ(Rn

k,+) uza-

yında sınırlı olması için gerek ve yeter şart b ∈ BMOγ(Rn
k,+) olmasıdır.

İspat. Yeter Şart: p(·) ∈ B(Rn
k,+) olduğundan, Lemma 3.0.2 den (p(·)/p0)

′ ∈ B(Rn
k,+) olacak

şekilde bir p0 (1 < p0 < p−) vardır. p0 ve her ω ∈ A1 ⊂ Ap0 için Lemma 3.1.2 den

∫
Rn

k,+

(
Mb,γ( f )(x)

)p0
ω(x)(x′)γdx ≤ A

∫
Rn

k,+

| f (x)|p0ω(x)(x′)γdx

olduğu elde edilir. Dolayısıyla, Teorem 3.0.1 in ilk kısmı
(
Mb,γ( f ), f

)
sıralı ikilisine uygulanır.

Gerek Şart: Her D ⊂ Rn
k,+ ve y ∈ D için Mb,γ operatörünün tanımından

|D |−1
γ

∫
D
|b(y)−b(x)|χD(x)(x′)γdx ≤ sup

D ′∋y
|D ′|−1

γ

∫
D ′

|b(y)−b(x)|χD(x)(x′)γdx

= Mb,γ(χD)(y)

yazılabilir. Lemma 2.5.3, Lemma 3.0.3 ve Mb,γ operatörünün Lp(·),γ(Rn
k,+) uzayında sınırlılı-

ğından

|D |−1
γ

∫
D
|b(y)−bD |(y′)γdy = |D |−1

γ

∫
D

∣∣∣∣|D |−1
γ

∫
D
(b(y)−b(x))(x′)γdx

∣∣∣∣(y′)γdy

≤ |D |−1
γ

∫
D

(
|D |−1

γ

∫
D
|b(y)−b(x)|χD(x)(x′)γdx

)
(y′)γdy

≤ |D |−1
γ

∫
D

Mb,γ (χD)(y)(y′)γdy

= |D |−1
γ

∫
D

Mb,γ (χD)(y) ·χD(y)(y′)γdy

≤ A|D |−1
γ ∥Mb,γ (χD)∥Lp(·),γ (Rn

k,+)
∥χD∥Lp′(·),γ (Rn

k,+)

≤ A|D |−1
γ ∥χD∥Lp(·),γ (Rn

k,+)
∥χD∥Lp′(·),γ (Rn

k,+)

≤ A

elde edilir, bu da b ∈ BMOγ(Rn
k,+) olduğunu gösterir.

Önerme 3.1.4. Eğer p(·) ∈ B(Rn
k,+) ve b ∈ BMOγ(Rn

k,+) ise bu durumda
[
Mγ ,b

]
ve
[
M♯

γ ,b
]

operatörleri Lp(·),γ(Rn
k,+) uzayında iyi tanımlıdır.
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İspat. Her f ∈ Lp(·),γ(Rn
k,+) ve p(·) ∈ B(Rn

k,+) için

∥∥Mγ f
∥∥

Lp(·),γ (Rn
k,+)

≤ A∥ f∥Lp(·),γ (Rn
k,+)

olduğu bilinmektedir. Bu, Mγ f operatörünün ve dolayısıyla b(x)Mγ f in Rn
k,+üzerine hemen he-

men her yerde sonlu olduğunu gösterir. Buradan, [Mγ ,b] f (x) = Mγ(b f )(x)− b(x)Mγ f (x) ope-
ratörünün Lp(·),γ(Rn

k,+) uzayında iyi tanımlı olduğu sonucu elde edilir. Ayrıca, |b(x)M♯
γ f (x)| ≤

2|b(x)|Mγ f (x)< ∞ (h.h.h. x ∈ Rn) olduğundan [M♯
γ ,b] f (x) operatörü de Lp(·),γ(Rn

k,+) uzayında
iyi tanımlıdır.

3.2. B-Maksimal Operatörlerin Komütatörlerinin Değişken Üslü Lebesgue Uzay-

larda Sınırlılığı

Teorem 3.2.1. p(·)∈P log(Rn
k,+) olsun. Eğer b∈BMOγ(Rn

k,+) ve b≥ 0 ise bu durumda
[
Mγ ,b

]
ve
[
M♯

γ ,b
]

operatörleri Lp(·),γ(Rn
k,+) uzayında sınırlıdır.

İspat. b ∈ BMOγ(Rn
k,+) ve b ≥ 0 olsun. Mγ f (x) < ∞ özelliğini sağlayan bir x ∈ Rn

k,+ için ve
b ≥ 0 olduğu göz önünde bulundurulduğunda

∣∣[Mγ ,b] f (x)
∣∣= ∣∣Mγ(b f )(x)−b(x)Mγ f (x)

∣∣
=

∣∣∣∣sup
x∈D

|D |−1
γ

∫
D

b(y)T y| f (x)|(y′)γdy− sup
x∈D

|D |−1
γ

∫
D

b(x)T y| f (x)|(y′)γdy
∣∣∣∣

≤ sup
x∈D

|D |−1
γ

∣∣∣∣∫
D

b(y)T y| f (x)|(y′)γdy−
∫
D

b(x)T y| f (x)|(y′)γdy
∣∣∣∣

≤ sup
x∈D

|D |−1
γ

∫
D
|b(y)−b(x)|T y| f (x)|(y′)γdy

= Mb,γ f (x) (3.5)

sonucu elde edilir. Benzer şekilde,∣∣∣[M♯
γ ,b] f (x)

∣∣∣= ∣∣∣M♯
γ(b f )(x)−b(x)M♯

γ f (x)
∣∣∣

=

∣∣∣∣sup
x∈D

|D |−1
γ

∫
D

b(y)T y| f (x)|(y′)γdy− sup
x∈D

|D |−1
γ

∫
D

b(x)T y| f (x)|(y′)γdy
∣∣∣∣

≤ sup
x∈D

|D |−1
γ

∣∣∣∣∫
D

b(y)T y| f (x)|(y′)γdy−
∫
D

b(x)T y| f (x)|(y′)γdy
∣∣∣∣

≤ sup
x∈D

|D |−1
γ

∫
D
|b(y)−b(x)|T y| f (x)|(y′)γdy

= Mb,γ f (x) (3.6)
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yazılabilir. f ∈ Lp(·),γ(Rn
k,+) ve p(·)∈P log(Rn

k,+) iken hemen hemen her x∈Rn
k,+ için Mγ f <∞

olduğundan (3.5) ve (3.6), Rn
k,+ de h.h.h. yerde sağlanır. Lemma 3.1.3 den [Mγ ,b] ve [M♯

γ ,b]

operatörlerinin Lp(·),γ(Rn
k,+) uzayında sınırlılığı elde edilmiş olur. Böylece, ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.2. b, Rn
k,+ de reel değerli ve lokal integrallenebilir bir fonksiyonu verilsin. Bu

durumda aşağıdakiler denktir:

i. b ∈ BMOγ(Rn
k,+) ve b− ∈ L∞,γ(Rn

k,+).

ii. Her p(·) ∈ P log(Rn
k,+) için

[
Mγ ,b

]
komütatörü Lp(·),γ(Rn

k,+) uzayında sınırlıdır.

iii. Bazı p(·) ∈ P log(Rn
k,+) için

[
Mγ ,b

]
komütatörü Lp(·),γ(Rn

k,+) uzayında sınırlıdır.

iv.

sup
D

∥∥(b−Mγ,D(b)
)

χD

∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)

∥χD∥Lp(·),γ (Rn
k,+)

< ∞

eşitsizliğini sağlayan p(·) ∈ P log(Rn
k,+) vardır.

v. Her p(·) ∈ P log(Rn
k,+) için

sup
D

∥∥(b−Mγ,D(b)
)

χD

∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)

∥χD∥Lp(·),γ (Rn
k,+)

< ∞.

İspat. (ii) ⇒ (iii) ve (v) ⇒ (iv) kolaylıkla elde edilebilir. (i) ⇒ (ii), (iii) ⇒ (iv) ve (iv) ⇒
(i) durumlarını ispatlayalım. (ii) ⇒ (v) in ispatı (iii) ⇒ (iv) ün ispatına benzer şekilde elde
edilebilir.

(i)⇒ (ii). [Mγ ,b] operatörünün tanımından ve |b|−b= 2b− ve Mγ(b f )(x)=Mγ (|b| f )(x)
olduğu göz önüne alındığında

∣∣[Mγ ,b
]

f (x)−
[
Mγ , |b|

]
f (x)

∣∣≤ ∣∣Mγ(b f )(x)−Mγ(|b| f )(x)
∣∣+ ∣∣(|b(x)|−b(x))Mγ( f )(x)

∣∣
≤ 2b−(x)Mγ( f )(x)

elde edilir. Buradan,

∣∣[Mγ ,b
]

f (x)
∣∣≤ ∣∣[Mγ ,b

]
f (x)−

[
Mγ , |b|

]
f (x)

∣∣+ ∣∣[Mγ , |b|
]

f (x)
∣∣

≤ 2b−(x)Mγ( f )(x)+
[
Mγ , |b|

]
f (x) (3.7)
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yazılabilir. b ∈ BMOγ(Rn
k,+) iken |b| ∈ BMOγ(Rn

k,+) olduğu, Mγ operatörünün Lp(·),γ(Rn
k,+)

uzayında sınırlılığı ve b− ∈ L∞,γ(Rn
k,+) olduğu dikkate alındığında (3.7) ve Teorem 3.2.1 den

dolayı, her p(·) ∈ P log(Rn
k,+) için

∥∥[Mγ ,b
]

f
∥∥

Lp(·),γ (Rn
k,+)

≤ 2
∥∥b−

∥∥
L∞,γ (Rn

k,+)

∥∥Mγ( f )
∥∥

Lp(·),γ (Rn
k,+)

+
∥∥[Mγ , |b|

]
f
∥∥

Lp(·),γ (Rn
k,+)

≤ A∥ f∥Lp(·),γ (Rn
k,+)

sonucuna ulaşılır ve ispat tamamlanır.

(iii)⇒ (iv). Her D ⊂ Rn
k,+ ve x ∈ D için

Mγ(χD)(x) = MD(χD)(x) = χD(x)

ve

Mγ(bχD)(x) = MD ,γ(bχD)(x) = MD ,γ(b)(x)

eşitlikleri göz önünde bulundurulduğunda (iii) den dolayı

∥∥(b−MD ,γ(b)
)

χD

∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)
=
∥∥(bMγ(χD)−Mγ(bχD)

)
χD

∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)

≤
∥∥bMγ(χD)−Mγ(bχD)

∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)

≤
∥∥[Mγ ,b

]
χD

∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)

≤ A∥χD∥Lp(·),γ (Rn
k,+)

olacak şekilde p(·) ∈ P log(Rn
k,+) fonksiyonu vardır.

(iv)⇒ (i). D sabit bir yuvar olsun. Lemma 2.5.3, Lemma 3.0.3 ve (iv) hipotezinden

|D |−1
γ

∫
D

∣∣b(x)−MD ,γ(b)(x)
∣∣(x′)γdx = |D |−1

γ

∫
D

∣∣(b(x)−MD ,γ(b)(x)
)

χD(x)
∣∣(x′)γdx

≤ A|D |−1
γ

∥∥(b−MD ,γ(b)
)

χD

∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)
∥χD∥Lp′(·),γ (Rn

k,+)

≤ A|D |−1
γ ∥χD∥Lp(·),γ (Rn

k,+)
∥χD∥Lp′(·),γ (Rn

k,+)

≤ A (3.8)

yazılabilir.

X = {x ∈ D : b(x)≤ bD} ve Y = {x ∈ D : b(x)> bD} olsun. Aşağıdaki eşitlik açık bir
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şekilde doğrudur (Bastero, 2000):

∫
X
|b(x)−bD |(x′)γdx =

∫
Y
|b(x)−bD |(x′)γdx.

Her x ∈ X için b(x)≤ bD ≤ |bD | ≤ MD ,γ(b)(x) olduğundan bu durumda x ∈ X için

|b(x)−bD | ≤
∣∣b(x)−MD ,γ(b)(x)

∣∣
yazılabilir. (3.8) uygulanarak

|D |−1
γ

∫
D
|b(x)−bD |(x′)γdx = |D |−1

γ

∫
X∪Y

|b(x)−bD |(x′)γdx

= 2|D |−1
γ

∫
X
|b(x)−bD |(x′)γdx

= 2|D |−1
γ

∫
X

∣∣b(x)−MD ,γ(b)(x)
∣∣(x′)γdx

= 2|D |−1
γ

∫
E

∣∣b(x)−MD ,γ(b)(x)
∣∣(x′)γdx

≤ A

elde edilir. Dolayısıyla, BMOγ uzayının tanımı ile b ∈ BMOγ(Rn
k,+) sonucu elde edilir.

Şimdi, b− ∈ L∞,γ(Rn
k,+) olduğunu gösterelim. Dikkat edilmelidir ki, x∈D için 0≤ b+ ≤

|b(x)| ≤ MD ,γ(b)(x) dir. Bundan dolayı, her x ∈ D için

0 ≤ b− ≤ MD ,γ(b)(x)−b+(x)+b−(x) = MD ,γ(b)(x)−b(x)

olur. Bu durumda, her D yuvarı için

|D |−1
γ

∫
D

b−(x)(x′)γdx ≤ |D |−1
γ

∫
D

(
MD ,γ(b)(x)−b(x)

)
(x′)γdx

≤ |D |−1
γ

∫
D

∣∣b(x)−MD ,γ(b)(x)
∣∣(x′)γdx

≤ A

elde edilir, burada son satır (3.8) dan elde edilmiştir.

Böylece, Lebesgue diferensiyelleme teoremi ile b− ∈ L∞,γ(Rn
k,+) elde edilir ve ispat

tamamlanır.

Sharp B-maksimal operatörün komütatörü için benzer sonuçlar geçerlidir.

Teorem 3.2.3. b, Rn
k,+ üzerinde reel değerli, lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Aşağı-

dakiler denktir:
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i. b ∈ BMOγ(Rn
k,+) ve b− ∈ L∞,γ(Rn

k,+).

ii. Her p(·) ∈ P log(Rn
k,+) için

[
M♯

γ ,b
]

komütatörü Lp(·),γ(Rn
k,+) uzayında sınırlıdır.

iii. Bazı p(·) ∈ P log(Rn
k,+) için

[
M♯

γ ,b
]

komütatörü Lp(·),γ(Rn
k,+) uzayında sınırlıdır.

iv.

sup
D

∥∥∥(b−2M♯
γ(bχD)

)
χD

∥∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)

∥χD∥Lp(·),γ (Rn
k,+)

< ∞

eşitsizliği sağlanacak şekilde p(·) ∈ P log(Rn
k,+) fonksiyonu vardır.

v. Her p(·) ∈ P log(Rn
k,+) için

sup
D

∥∥∥(b−2M♯
γ(bχD)

)
χD

∥∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)

∥χD∥Lp(·),γ (Rn
k,+)

< ∞.

İspat. Teorem 3.2.2 nin ispatında kullanılan tekniklerin benzer şekilde uygulanmasıyla ispat
elde edilebilir. Aynı şekilde, sadece (i)⇒ (ii), (iii)⇒ (iv) ve (iv)⇒ (i) durumlarını gösterelim.

(i)⇒ (ii). |b|−b = 2b− olduğu göz önüne alındığında, [M♯
γ ,b] operatörünün tanımı ile

∣∣∣[M♯
γ ,b
]

f (x)−
[
M♯

γ , |b|
]

f (x)
∣∣∣≤ ∣∣∣M♯

γ(b f )(x)−M♯
γ (|b| f )(x)

∣∣∣+ ∣∣∣|b(x)|M♯
γ( f )(x)−b(x)M♯

γ f (x)
∣∣∣

≤
∣∣∣M♯

γ |((b−|b|) f )(x)
∣∣∣+2b−(x)M♯

γ f (x)

≤ M♯
γ

(
2b− f

)
(x)+2b−(x)M♯

γ f (x)

yazılabilir. Bundan dolayı,∣∣∣[M♯
γ ,b
]

f (x)
∣∣∣≤ ∣∣∣[M♯

γ ,b
]

f (x)−
[
M♯

γ , |b|
]

f (x)
∣∣∣+ ∣∣∣[M♯

γ , |b|
]

f (x)
∣∣∣

≤ M♯
γ

(
2b− f

)
(x)+2b−(x)M♯

γ( f )(x)+
∣∣∣[M♯

γ , |b|
]

f (x)
∣∣∣

elde edilir. Her p(·) ∈ P log(Rn
k,+) ve b− ∈ L∞,γ(Rn

k,+) için M♯
γ operatörü Lp(·),γ(Rn

k,+) uza-

yında sınırlı olduğundan, Teorem 3.2.1 ve üçgen eşitsizliğinden p(·)∈P log(Rn
k,+) için

[
M♯

γ ,b
]

komütatörünün Lp(·),γ(Rn
k,+) uzayında sınırlı olduğu kolaylıkla elde edilebilir.

(iii)⇒ (iv). D sabit bir yuvar ve D1 farklı bir yuvar olsun. 4ac ≤ (a+ c)2 eşitsizliği
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yardımıyla

|D1|−1
γ

∫
D1

∣∣∣χD(x)− (χD)D1

∣∣∣(x′)γdx

= |D1|−1
γ

{∫
D1\D

∣∣∣χD(x)− (χD)D1

∣∣∣(x′)γdx+
∫
D1∩D

∣∣∣χD(x)− (χD)D1

∣∣∣(x′)γdx
}

= |D1|−1
γ

{∫
D1\D

∣∣∣(χD)D1

∣∣∣(x′)γdx+
∫
D1∩D

∣∣∣1− (χD)D1

∣∣∣(x′)γdx
}

= |D1|−1
γ

{∫
D1\D

∣∣∣∣|D1|−1
γ

∫
D1∩D

χD(y)(y′)γdy
∣∣∣∣(x′)γdx

+
∫
D1∩D

∣∣∣∣|D1|−1
γ

∫
D1

χD1(y)(y
′)γdy−|D1|−1

γ

∫
D1

χD(y)−χD1(y)(y
′)γdy

∣∣∣∣(x′)γdx
}

= |D1|−1
γ

{
|D1 ∩D |

γ
|D1 \D |

γ

|D1|γ
+ |D1|−1

γ

∫
D1∩D

∣∣∣∣∫
D1

χD1(y)(1−χD(y))(y′)γdy
∣∣∣∣(x′)γdx

}
= |D1|−2

γ

{
|D1 ∩D |

γ
|D1 \D |

γ
+ |D1 ∩D |

γ
|D1 \D |

γ

}
=

2 |D1 ∩D |
γ
|D1 \D |

γ(
|D1 ∩D |

γ
+ |D1 \D |

γ

)2 ≤ 1
2

(3.9)

olduğu kolay bir şekilde hesaplanabilir. Diğer taraftan, her bir x ∈ D için |D0|γ = 2|D |γ olacak
şekilde bir D ⊂ D0 yuvarı vardır. Bu durumda, (3.9) ve |D0 \D |

γ
= |D0 ∩D |

γ
= |D |γ den

dolayı

|D0|−1
γ

∫
D0

∣∣∣χD(x)− (χD)D0

∣∣∣(x′)γdx =
2 |D0 ∩D |

γ
|D0 \D |

γ(
|D0 ∩D |

γ
+ |D0 \D |

γ

)2 ≤ 1
2

yazılabilir. Bu, her x ∈ Rn
k,+ için

(
M♯

γ (χD)χD

)
(x) = sup

x∈D1

|D1|−1
γ

∫
D1

∣∣∣χD(y)− (χD)D1

∣∣∣(y′)γdy =
1
2
=

1
2

χD(x)
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olduğunu gösterir. Dikkat edilmelidir ki, χD(x) ∈ Lp(·),γ(Rn
k,+) dir. (iii) hipotezi ile

∥∥∥(b−2M♯
γ (bχD)

)
χD

∥∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)
=

∥∥∥∥2
(

1
2

bχD −M♯
γ (bχD)

)
χD

∥∥∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)

=
∥∥∥2
(

bM♯
γ (χD)χD −M♯

γ (bχD)
)

χD

∥∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)

=
∥∥∥2
(

bM♯
γ (χD)−M♯

γ (bχD)
)

χD

∥∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)

≤
∥∥∥2
[
M♯

γ ,b
]
(χD)

∥∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)

≤ A∥χD∥Lp(·),γ (Rn
k,+)

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

(iv)⇒ (i). Her D ⊂ Rn
k,+ için

|bD | ≤ 2M♯
γ (bχD)(x), x ∈ D (3.10)

eşitsizliği Bastero, Milman and Ruiz (Bastero vd., 2000) tarafından elde edilmiştir. Şimdi, b ∈
BMOγ(Rn

k,+) sonucunu elde edebiliriz. Gerçekten, X = {x ∈ D : b(x) ≤ bD} ve Y = {x ∈ D :
b(x)> bD} olsun. Bu durumda,

∫
X
|b(x)−bD |(x′)γdx =

∫
Y
|b(x)−bD |(x′)γdx

yazılabilir. Her x ∈ X için b(x)≤ bD ≤ |bD | ≤ 2M♯
γ (bχD)(x) olduğundan

|b(x)−bD | ≤
∣∣∣b(x)−2M♯

γ (bχD)(x)
∣∣∣ , x ∈ X

yazılabilir. Lemma 2.5.3, Lemma 3.0.3 ve (iv) hipotezinden

|D |−1
γ

∫
D
|b(x)−bD |(x′)γdx = |D |−1

γ

∫
X∪Y

|b(x)−bD |(x′)γdx

= 2|D |−1
γ

∫
X
|b(x)−bD |(x′)γdx

≤ 2|D |−1
γ

∫
X

∣∣∣b(x)−2M♯
γ (bχD)(x)

∣∣∣(x′)γdx

≤ 2|D |−1
γ

∫
D

∣∣∣b(x)−2M♯
γ (bχD)(x)

∣∣∣(x′)γdx

≤ A|D |−1
γ

∥∥∥(b−2M♯
γ (bχD)

)
χD

∥∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)
∥χD∥Lp′(·),γ (Rn

k,+)

≤ A|D |−1
γ ∥χD∥Lp(·),γ (Rn

k,+)
∥χD∥Lp′(·),γ (Rn

k,+)

≤ A
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elde edilir, bu ise b ∈ BMOγ(Rn
k,+) olduğunu gösterir.

Şimdi, b− ∈ L∞,γ(Rn
k,+) olduğunu gösterelim. (3.10) ile

2M♯
γ (bχD)(x)−b(x)≥ |bD −b(x)|= |bD |−b+(x)+−b−(x), x ∈ D

yazılabilir. Buradan,

|D |−1
γ

∫
D

∣∣∣2M♯
γ (bχD)(x)

∣∣∣(x′)γdx ≥ |D |−1
γ

∫
D

(
2M♯

γ (bχD)(x)
)
(x′)γdx

≥ |D |−1
γ

∫
D

(
|bD |−b+(x)+−b−(x)

)
= |bD |− |D |−1

γ

∫
D

b+(x)(x′)γdx+ |D |−1
γ

∫
D

b−(x)(x′)γdx

(3.11)

elde edilir. Diğer taraftan, Lemma 2.5.3, Lemma 3.0.3 ve (iv) hipotezi uygulanarak, (3.8) a
benzer şekilde

|D |−1
γ

∫
D

∣∣∣2M♯
γ (bχD)(x)

∣∣∣(x′)γdx ≤ A|D |−1
γ

∥∥∥(2M♯
γ (bχD)(x)−b(x)

)
χD

∥∥∥
Lp(·),γ (Rn

k,+)
∥χD∥Lp′(·),γ (Rn

k,+)

≤ A|D |−1
γ ∥χD∥Lp(·),γ (Rn

k,+)
∥χD∥Lp′(·),γ (Rn

k,+)

≤ A

yazılabilir. Bu, (3.11) ile birlikte

|bD |− |D |−1
γ

∫
D

b+(x)(x′)γdx+ |D |−1
γ

∫
D

b−(x)(x′)γdx ≤ A

olduğunu gösterir. x ∈ D olmak üzere |D |γ → 0 olsun. Lebesgue diferensiyelleme teoremi yar-
dımıyla

A ≥
∣∣b(x)−b+(x)+b−(x)

∣∣= 2b−(x) = 2
∣∣b−(x)∣∣

elde edilir ve istenilen sonuca ulaşılır. Böylece ispat tamamlanır.
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4. SONUÇ, TARTIŞMA VE ÖNERİLER

Bu tezde, değişken üslü Lebesgue uzaylarında B-maksimal operatörlerin komütatörleri-
nin sınırlılık özellikleri incelenmiştir. Özellikle Laplace-Bessel diferensiyel operatörü ile ilişkili
B-maksimal ve sharp B-maksimal operatörlerin komütatörleri ele alınarak, literatürdeki boşluk
giderilmeye çalışılmıştır.

Elde edilen sonuçlar, değişken üslü fonksiyon uzaylarında komütatörlerin sınırlılığının
yalnızca BMOγ özelliklerine değil, aynı zamanda üs fonksiyonunun log-Hölder sürekliliğine
de bağlı olduğunu göstermektedir. Bu sonuç, değişken üslü Lebesgue uzaylarının klasik Lp,γ

uzaylarından temel farkını vurgulamakta ve operatör teorisinin esnekliğini artırmaktadır.

Çalışma, klasik komütatör teorisinin modern ve daha genel bir çerçevede genişletilebi-
leceğini ortaya koymaktadır. Maksimal operatörler, Laplace-Bessel tipi diferensiyel operatörler
ve ilgili komütatörler üzerinde elde edilen sınırlılık sonuçları, harmonik analiz, kısmi diferen-
siyel denklemler ve uygulamalı matematik alanlarında yeni yöntemlerin geliştirilmesine temel
teşkil etmektedir. Sonuç olarak, bu çalışma, değişken üslü uzaylarda komütatör teorisinin kap-
samını genişleterek, harmonik analiz ve PDE uygulamaları açısından yeni bakış açıları sunmak-
tadır.
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