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BEYAN

“Metalik Yari-Riemann Yapilar ile Hemen Hemen Parakontak Metrik Yapilar Arasindaki iligki”
adli doktora tezimin hazirlik ve yazimi sirasinda bilimsel aragtirma ve etik kurallarina uydugumu,
Yiiksekogretim Kurumlar1 Bilimsel Arastirma ve Yayin Faaliyetlerinde Uretken Yapay Zeka
Kullanimina Dair Etik Rehberine uygun olarak tezimi hazirladigimi, bagkalarinin eserlerinden
yararlandigim boliimlerde bilimsel kurallara uygun olarak atifta bulundugumu, kullandigim
verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigim, tezin herhangi bir kisminin Bilecik Seyh Edebali
Universitesi veya baska bir iiniversitede baska bir tez ¢alismasi olarak sunulmadigini, aksinin
tespit edilecegi muhtemel durumlarda dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu kabul ettigimi
ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.
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Toplam Sayfa 1

Boliim I. Yapay Zekd Kullamm Durumu

Bu tezin yazim siireclerinde yapay zeki tabanlh araclardan faydalandim.
D Bu tezin yazim siireclerinde yapay zeké tabanl herhangi bir aractan faydalanmadim.

Béliim II. Yapay Zeka Kullanim Detaylar
*Bu boliim yalnizca yapay zeka kullanimi beyan edilmis ise doldurulacaktir. Aksi durumda bosg
brrakilmalidur.

Tezinizde kullandigimz yapay zeka araclarmm ve siiriimiinii listeleyiniz:
ChatGPT.

Yapay zeké araclanm tezimin asagidaki asamalarinda ilgili amaclar icin kullandim.
(Birden fazla secenek isaretlenebilir):
Ciimle olugturma
'X| Literatiir tarama
Ceviri
|| Diizenleme/dil kontrolii
[ ] Veri isleme ve analizi
Veri gorsellestirme
Gortintl tiretme

X
X

Kaynakca diizenleme

EIEIN

Diger: LaTeX bicimlendirme.

Bu calismada yapay zekd kullanim Yiiksekdgretim Kurumlan Bilimsel Arastirma ve Yayin
Faaliyetlerinde Uretken Yapay Zeka Kullammina Dair Etik Rehber’e ve akademik diiriistlik ilkele-
rine uygun sekilde gerceklestirilmis olup yapay zeké araclarindan alinan destek, etik kurallar ve kaynak
gosterme esaslarina uygun bicimde belirtilmistir. Yapay zeka kullanimi, calismanin dzgiinliigline, bi-
limsel etik kurallarina ve ilgili mevzuata aykinn olmayacak bicimde gerceklestirilmistir. Usulsiiz yapay
zeka kullanimi (Ornegin: kaynak gostermeksizin metin iiretimi, otomatik icerik iiretiminin 0zgiin eser
gibi sunulmasi, yaniltict kaynak gdsterimi vb.) tarafimdan kesinlikle yapilmamisgtir. Yapay zeki aracla-
rinin sagladig: bilgilerin dogrulugunu kontrol ettigimi, yanls veya eksik bilgi bulunmasi hilinde tiim
sorumlulugun tarafima ait oldugunu; ayrica ¢calismamla ilgili bu beyana aykin bir durumun herhangi
bir zamanda tespit edilmesi durumunda ortaya ¢ikabilecek akademik ve hukuki sonuglar: kabul ettigimi
beyan ederim.
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OZET

Bu tezde, hemen hemen parakontak metrik yapilar ile metalik yari-Riemann yapilar arasindaki
iliski incelenmistir. Oncelikle hemen hemen parakontak metrik manifoldlarin temel dzellikleri
ele alinmis; bu yapilarin 6zel siniflar1 olan para-Kenmotsu ve para-Sasakian manifoldlara iliskin
temel bagintilar, egrilik ozellikleri ve agiklayici drnekler verilmistir. Ardindan metalik Riemann
ve metalik yari-Riemann yapilar tanitilarak bu yapilarin integrallenebilirlik, paralellik ve egrilik

ozellikleri incelenmigtir.

Calismanin temel kismuinda, bir hemen hemen parakontak metrik yapidan hareketle
@—iligkili bir metalik yap: tanimlanmis ve bu yapimin metalik yap: polinomunu sagladigi gos-
terilmistir. Ayrica s6z konusu metalik yapiyla uyumlu bir yari-Riemann metrigi olusturularak
bu metrigin baslangic metrigiyle iliskisi belirlenmistir. Elde edilen yapinin geometrik ozellik-
leri, karakteristik vektor alaninin paralel oldugu durum ile baglangi¢ yapisinin para- Kenmotsu

oldugu ve para-Sasakian oldugu durumlarda ayr ayri incelenmistir.

Karakteristik vektor alaninin paralel olmast durumunda baglangi¢ metrigi ile elde edilen
metrigin Levi-Civita baglantilarinin ¢akistifi ve metalik yapinin yerel metalik oldugu belirlen-
mistir. Para-Kenmotsu durumunda elde edilen metalik yapinin Nijenhuis tensdriiniin sifir oldugu
ve dolayistyla yapinin integrallenebilir oldugu gosterilmistir. Para-Sasakian durumunda ise elde
edilen metalik yapinin genel olarak integrallenebilir olmadig1 sonucuna ulagilmigtir. Bunun yam
sira, her iki ozel simf icin Levi-Civita baglantilar1 ve Riemann egrilik tensorleri arasindaki

iligkiler agik bicimde elde edilmis ve sonuclar drneklerle desteklenmistir.

Bu sonuclar, hemen hemen parakontak metrik yapilardan metalik yari-Riemann yapilarin
tiretilebildigini ve baslangic yapisimin geometrik sinifinin elde edilen metalik yapinin integral-

lenebilirlik, baglant1 ve egrilik ozelliklerini dogrudan etkiledigini gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: hemen hemen parakontak metrik yapi, metalik yari-Riemann yapi, para-

Kenmotsu manifold, para-Sasakian manifold, egrilik tensorii
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ABSTRACT

In this thesis, the relationship between almost paracontact metric structures and metallic semi-
Riemannian structures is investigated. First, the fundamental properties of almost paracontact
metric manifolds are presented. In particular, the basic identities, curvature properties, and
illustrative examples of para-Kenmotsu and para-Sasakian manifolds, which constitute two dis-
tinguished classes of almost paracontact metric manifolds, are discussed. Subsequently, metallic
Riemannian and metallic semi-Riemannian structures are introduced, and their integrability,

parallelism, and curvature properties are examined.

In the main part of the study, a ¢—related metallic structure is constructed from an almost
paracontact metric structure, and it is shown that the resulting tensor field satisfies the defining
polynomial equation of a metallic structure. Furthermore, a semi-Riemannian metric compatible
with this metallic structure is introduced, and its relation to the initial metric is determined. The
geometric properties of the induced structure are then studied separately in the cases where
the characteristic vector field is parallel and where the initial structure is para-Kenmotsu or

para-Sasakian.

It is proved that, when the characteristic vector field is parallel, the Levi-Civita connec-
tions of the initial and induced metrics coincide and the resulting metallic structure is locally
metallic. In the para-Kenmotsu case, the Nijenhuis tensor of the induced metallic structure
vanishes; hence, the structure is integrable. In contrast, in the para-Sasakian case, the induced
metallic structure is shown to be non-integrable in general. Moreover, for both special classes,
explicit relations between the corresponding Levi-Civita connections and Riemann curvature

tensors are derived, and the theoretical results are illustrated by suitable examples.

These results show that metallic semi-Riemannian structures can be naturally induced
from almost paracontact metric structures and that the geometric class of the initial structure
directly determines the integrability, connection, and curvature properties of the induced metallic

structure.

Keywords: almost paracontact metric structure, metallic semi-Riemannian structure, para-

Kenmotsu manifold, para-Sasakian manifold, curvature tensor
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KISALTMALAR VE SIMGELER LiSTESI

M Diizgiin manifold

X (M) Diizgiin vektor alanlarinin uzayi

C*(M) : Diizgiin fonksiyonlarin uzayi

7 (1,1)-tipindeki tensdr alam

F3 Karakteristik vektor alam

n Dual 1-form

D Parakontak dagilim

Q Temel 2-form

F Temel tensor alan

é‘, Hemen hemen parakontak yapinin Nijenhuis tensort
g Yari-Riemann metrigi

gr Riemann metrigi

v Levi-Civita baglantisi

0 Yap1 polinomu

¢ Alun yap1

J Metalik yapt

Tpyg Metalik oran

Psq Metalik parametreler

Ny :  Metalik yapinin Nijenhuis tensori

R : Riemann egrilik tensorii

Ric :  Ricci tensorii

L : Lie tiirevi

K(r) :  Kesitsel egrilik

K,(wr) : ¢-paraholomorfik kesitsel egrilik

scal : Skaler egrilik

b 4 ¢— iligkili metalik yap:

g ¢— iligkili metalik yapinin yari-Riemann metrigi
v ¢— iligkili metalik yapinin Levi-Civita baglantisi
R ¢— iligkili metalik yapinin Riemann egrilik tensori
Ny : — iligkili metalik yapinin Nijenhuis tensorii




1. GIRIS

Metalik yapilarin ve 6zellikle metalik yari-Riemann manifoldlarin ortaya ¢ikisi, tek bir
asamada degil; polinomial yap1 diisiincesinin diferensiyel geometriye yerlesmesi, altin oran ve
genellestirmelerinin ortak bir cebirsel yapi icinde ele alinmasi ve nihayetinde Riemann ve yari-
Riemann metrikleriyle uyumlu yeni tensorel yapilarin tammlanmas: seklinde kademeli olarak

gerceklesmistir.

Manifoldlar iizerinde (1, 1)-tipindeki bir tensér alanimn belirli bir polinomu saglamasi
fikri, polinomial yapilar (polynomial structures) baghg: altinda ele alinmustir. Bu yaklasimda, M

diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere, (1, 1)-tipindeki bir P tensor alani i¢in

Q(P)=0

esitligini saglayan yapilar incelenir; burada Q uygun bir polinomdur. S6z konusu yaklasim,
ilerleyen yillarda altin yap1 ve metalik yap1 gibi 6zel durumlarin tek bir cebirsel sema altinda
tammlanabilmesini saglamus; ilgili yapilarin integrallenebilirlik, paralellik ve metrik uyumluluk
gibidiferensiyel geometrik 6zelliklerinin standart yontemlerle incelenmesine zemin hazirlamistir
(Goldberg ve Yano, 1970).

Altin oran ¢ = “’é‘@ tarihsel olarak geometrik bir bélme probleminden dogsa da, modern

yaklagimda altin oran daha genel bir ikinci dereceden denklem ailesinin dzel bir iiyesi olarak
goriiliir. Bu bakis acisindan hareketle De Spinadel, altin oranin genellestirmesi olan metalik oran

ailesi fikrini ortaya koymustur. Bu aile, p,g € Z* i¢in
X - px—qg=20

denkleminin pozitif kokii ile tanimlanan

_p+pt+dg

Tpg =
g 2

oranlarim kapsar. Boylece altin oran (p,q) = (1, 1) secimine karsilik gelirken, glimiis oran ve

bronz oran gibi diger metalik oranlar da aym formiil iizerinden elde edilir (De Spinadel, 1999).

Bu cebirsel zemin, bir yandan genellestirilmis Fibonacci dizilerinin limit oran1 yakla-
stmiyla iligkilendirilebilirken, diger yandan diferensiyel geometrinin temel nesnelerinden olan
(1, 1)-tipindeki tensor alanlar1 i¢in “yap1 polinomu” fikrine dogrudan temel olusturmustur. Nite-
kim, metalik oran ailesinin diferensiyel geometrideki karsilig1, polinomial yap: semasinda ikinci

dereceden bir yap1 polinomuyla tammlanir.

Metalik oran ailesinden ilhamla, Hretcanu ve Crasmareanu, 2013 yilinda metalik yapiy1

bir Riemann manifoldu iizerinde tammlamistir. Buna gore, M tzerinde (1, 1)-tipindeki bir J




tensor alant igin
J=pl+ql

esitligi saglaniyorsa J bir metalik yapidir. Ayrica (M, gg) bir Riemann manifoldu olmak tizere,
grRUX.Y) =gr(X.JY)  (X.Y € x(M))

bagintisini saglayan (gg,J) ikilisi ile donatilmis (M, gg,J) ticliisti metalik Riemann manifold

olarak adlandirilir (Hretcanu ve Crasmareanu, 2013).

Metalik yapimin Riemann manifoldlar iizerinde tanimlanmasiyla birlikte, bu yapilarin
altmanifoldlar, baglantilar ve egrilik bagintilant bakimindan incelenmesi miimkiin hale gelmistir.
Ayrica metalik yapr denklemi aracilifiyla J tensoriintin 6zdegerleri, tersinin varligi ve diger

cebirsel ozellikleri belirlenmisgtir.

Metalik Riemann yap1 kavraminin yerlesmesinden sonra literatiirde dogal olarak V.J,
Nijenhuis tensorii, integrallenebilirlik ve paralellik gibi konular 6ne ¢ikmustir. Bu ¢izgide Gezer
ve Karaman, metalik Riemann yapilarda integrallenebilirlik kosullarim ve egrilik ile iligkili baz1
karakterizasyonlar: ele alarak teoriyi gelistirmigtir (Gezer ve Karaman, 2015). Bu calisma,
metalik yapilarin “yerel aynsabilirlik” (locally decomposable) gibi 6zelliklerinin metrik ve

baglant1 lizerinden okunabilmesi bakimindan énemli bir basamak olmustur.

Bunu izleyen donemde Ozkan ve Yilmaz, metalik yapilarin diferensiyellenebilir mani-
foldlar iizerindeki genel kuramsal yapisin, paralellik ve integrallenebilirlik kosullariyla birlikte
ele almis; metalik Riemann manifoldlara iliskin ¢esitli ornekler ve sonuglar ortaya koymuslardir
(Ozkan ve Yilmaz, 2018). Boylece metalik yapilarin incelenmesi, yalmzca tanim ve ilk or-
neklerle sinirli kalmamisg; baglanti, paralellik ve integrallenebilirlik gibi diferensiyel geometrik

ozelliklerin de ele alindig1 daha sistematik bir agamaya ulasmustir.

Riemann teorisinin gelismesi, bir sonraki adim olarak yari-Riemann metrikli yapilara
gecisi dogal kilmistir. Bu baglamda, Blaga ve Nannicini, metalik yapiun yari-Riemann ge-
ometrisini ele almig; metalik Norden yapilar1, integrallenebilirlik ve metalik doniisiimler gibi

kavramlar tizerinden teoriyi genisletmistir (Blaga ve Nannicini, 2020).

Metalik geometri literatiiriinde dikkat ¢ceken glincel calismalardan biri de metalik yapinin
“var oldugunun” kabul edilmesinden ziyade, belirli kontak-benzeri yapilardan tiretilmesi ve bu
tiretimin deformasyonlar yardimiyla zenginlestirilmesidir. Bu dogrultuda Beldjilali, metalik
Riemann yapilari ile hemen hemen kontak metrik yapilan ele almis; bir hemen hemen kontak
metrik yapidan hareketle ayn: metrik lizerinde yalnizca iki metalik yapinin iiretilebildigini
gostermig ve bu metalik yapilarin integrallenebilirlik ile paralellik 6zelliklerini incelemistir.
Ayrica elde edilen metalik yapilar tizerinden hemen hemen kontak metrik yapida bir metalik

deformasyon fikrini tartisarak, bu deformasyonun genellestirilmis 9-homotetik doniisiimler




kapsaminda Sasakian, Kenmotsu ve kosimplektik gibi simflarla nasil etkilestigini ortaya koymus
ve ters yonde, bir metalik Riemann yapidan hemen hemen kontak metrik yapi insasina yonelik

bir acik problem ve baglangi¢c adimlari 6nermistir (Gherici, 2020).

Benzer bir “deformasyonla iiretim” yaklasimi, Akpinar ve Kansu tarafindan hemen he-
men parakontak para-Norden manifoldlar iizerinde gelistirilmigtir. Yazarlar, parakontak yap:1 ile
metalik yapi arasinda kurduklan iliski iizerinden metalik deformasyon kavramini tanimlanus;
Ozellikle para-Sasaki-like para-Norden sinifinda, deformasyon sonrasi elde edilen yap: lizerinde
bir Riemann baglantist ve bu baglantidan tiiretilen bir ¢-baglantist inga etmislerdir. Bu iki
baglantiya gore egrilik tensorii, Ricci tensorii ve skaler egrilik gibi temel egrilik ozelliklerini
ayrintili bicimde incelemis; bir ornek tizerinde gergeklestirilen hesaplamalar aracilifiyla elde

edilen teorik sonuglarin somut bir uygulamasini ortaya koymuslardir (Akpinar ve Kansu, 2024).

Hemen hemen parakontak geometri, klasik hemen hemen kontak yapilardan esinlenerek
gelistirilmis bir geometrik kuramdir. Bu teorinin ilk ornekleri Sato’nun 1976 tarihli ¢alismasina
kadar uzanmaktadir (Sato, 1976). Takip eden donemde, Kaneyuki ve Williams, hemen hemen
parakontak yapilar parakompleks analog perspektifiyle ele almug; parahodge kavramini tanitarak
orneklerin ve simiflandirma ¢alismalarimn gelistirilmesine temel olusturmustur (Kaneyuki ve
Williams, 1985). Daha sonra metrik uyumluluk ve metrigin isareti dikkate alinarak hemen

hemen parakontak metrik yapilarin yari-Riemann geometrisi gelistirilmistir.

Hemen hemen Hermitiyen ve hemen hemen kontakt geometrilerde gelistirilen tensorel
siniflandirma yaklagimlari, parakontak geometrinin siniflandirilmasina da kuramsal bir zemin
hazirlamistir. Gray ve Hervella, hemen hemen Hermitiyen manifoldlari, yap: tensoriiniin kovar-
yant tiirevinden elde edilen tensor uzayimin degismez altuzaylara ayristirilmasina dayali olarak
on alti sinifa ayrrmiglardir (Gray ve Hervella, 1980). Daha sonra Ganchev, Mihova ve Gribacheyv,
benzer bir yaklasimi hemen hemen kontak B-metrik manifoldlara uygulayarak bu manifoldlan
temel F tensoriiniin 6zelliklerine gore on bir temel simifa ayirmiglardir (Ganchev vd., 1993).
Bu simflandirma yaklagiminin parakontak geometrideki bir devami olarak Manev ve Staikova,
(n,n)-tipindeki bir Riemann metrigiyle donatilmis hemen hemen parakontak manifoldlari, yap:
tensoriiniin kovaryant tiirevinin cebirsel ozelliklerine gore siniflandirmis ve bu manifoldlarin
temel siniflarini belirlemislerdir (Manev ve Staikova, 2001). Bu caligmalarin ardindan Zamko-
voy ve Nakova, tensorel ayristirma metodunu yari-Riemann metrikli hemen hemen parakontak
manifoldlar i¢in ele almislardir. Yazarlar, yontem bakimindan hemen hemen kontak B-metrik
manifoldlarin simiflandirilmasinda kullanilan ayristirma tekniginden de yararlanarak, yapi ten-
soriine ait uzay1 ortogonal ve yap: grubunun etkisi altinda degismez altuzaylara ayirmuslardir.
Baslangicta on bir temel siniftan olusan bu simiflandirma, belirli bir altuzayn iki bilesene ay-
rilmastyla on iki temel sinifa genisletilmistir. Ayrica @-para-Sasakian, a-para-Kenmotsu, para-
Sasakian, K-parakontak ve quasi-para-Sasakian gibi 6zel yapilarin bu simiflandirmadaki yerleri

acikca ortaya konulmustur (Zamkovoy ve Nakova, 2018).




Son yillarda hemen hemen parakontak metrik geometri literatiiriinde 6ne ¢ikan ¢aligma-
lar, yapilarin yalnizca soyut bicimde tanimlanmasiyla yetinmeyip, belirli geometrik kaynaklardan
iiretilmesi ve dogal doniisiimler altinda davranislarinin incelenmesidir. Bu baglamda Ozdemir,
Aktay ve Solgun, bir yari-Riemann manifoldu {izerinde G;Lz)-yaplslna ait temel 3-formu esas
almis ve hemen hemen parakontak metrik yapilarin insa edilebildigini gostermislerdir. Ayrica
elde edilen (¢, &,7,g) yapilarinin simif dzelliklerini ve rneklerini tartismislardir (Ozdemir vd.,
2018). Bu “inga edilebilirlik™ yaklagimi, diisiik boyutlu Lie cebirleri iizerinde model 6rneklerin
tiretilmesiyle de giliclenmis; nitekim ayni yazarlar, 5-boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde
hemen hemen parakontak metrik yapilarin varligim ve bazi ozel siniflar1 inceleyerek, ozellikle
parakontak ve para-Sasakian gibi kosullarin belirli Lie cebirleri iizerinde saglanip saglanmadigini
ayrintth bigimde arastirmis ve hesaplamaya elverisli bir 6rnek ailesi ortaya koymuslardir (Oz-
demir vd., 2020). Diger taraftan, parakontak yapilarda doniistim teorisi agisindan D-homotetik
deformasyonlar son donemde belirgin bir arastirma konusu haline gelmistir. Solgun, Zamkovoy
ve Nakova tarafindan ortaya konulan simflandirmayi esas alarak hemen hemen parakontak met-
rik yapilarin D-homotetik deformasyon altindaki degisimini incelemis; ozellikle karakteristik
vektor alaninin paralel oldugu simflarin deformasyon sonrasindaki ozelliklerini belirlemistir
(Solgun, 2021).

Déniigiim ve deformasyon yaklasimlarina ek olarak, hemen hemen parakontak yapila-
rin insasinda ¢arpim geometrilerinden de yararlanilmaktadir. Bu dogrultuda, bir hemen hemen
parakontak parakompleks Riemann manifoldundan hareketle M xR iizerinde bir hemen hemen
carpim yapist ve bu yapiyla uyumlu bir Riemann metrigi tanimlanmistir. Boylece, so6z konusu
manifoldlardan yeni geometrik yapilarin elde edilmesine yonelik bir inga yaklasimi ortaya ko-
nulmustur. Ayrica bu cer¢evede normallik ile integrallenebilirlik arasindaki iligki belirlenmis ve

elde edilen yapinin egrilik 6zellikleri incelenmistir (Ozdemir vd., 2025).

Bu tezde, oncelikle hemen hemen parakontak metrik manifoldlar ile bu yapilarin iki 6zel
sinifi olan para-Kenmotsu ve para-Sasakian manifoldlar ele alinmaktadir. Bu siniflara iliskin
temel tamim ve Ozelliklerin yam sira agiklayict orneklere yer verilmekte; egrilik incelemeleri
kapsaminda &-kesitsel egrilik ve p-paraholomorfik kesitsel egrilik kavramlari incelenmektedir.
Daha sonra metalik Riemann ve metalik yari-Riemann manifoldlar tanitilmakta, bu yapilara

iliskin siniflandirmalar ve egrilik ozellikleri ele alinmaktadir.

Tezin temel amaci, bir hemen hemen parakontak metrik yapidan metalik yari-Riemann
yap: elde etmek ve bu iki yapt arasindaki geometrik iligkileri incelemektir. Bu kapsamda,
karakteristik vektor alaninin paralel oldugu durum ile baslangic yapisinin para-Kenmotsu veya
para-Sasakian oldugu durumlar ayr1 ayn ele alinmaktadir. Elde edilen metalik yari-Riemann
yapilarin ait olduklart siniflar belirlenmekte, egrilik tensorleri hesaplanmakta ve sonuglar uygun

ornekler araciliiyla somutlastirilmaktadir.




2. HEMEN HEMEN PARAKONTAK METRIK MANIFOLDLAR

Bu boliimde, hemen hemen parakontak metrik manifoldlara iliskin temel tanim ve 6zel-
liklere yer verilmektedir. Oncelikle hemen hemen parakontak yapi ve hemen hemen parakontak
metrik yapi kavramlari tanitilmakta, ardindan bu yapilarin 6zel siniflar1 incelenmektedir. Ozel-
likle para-Kenmotsu ve para-Sasakian manifoldlar ele alinarak, sonraki boliimlerde kullamlacak

temel geometrik bagintilar icin kuramsal bir zemin olusturulmaktadur.
2.1. Hemen Hemen Parakontak Metrik Manifoldlar

Tanmm 2.1.1. M, (2n+1) boyutlu diizgiin bir manifold, y (M) bu manifold iizerindeki diizgiin
vektor alanlarimin uzay: ve C™ (M) de M manifoldundan R ye giden diizgiin fonksiyonlarin
kiimesi olsun. Eger ¢ : y (M) +— y (M) bir tensor alani (endomorfizma), ¢ karakteristik vektor

alani ve n bir 1-form olmak iizere asagidaki kosullar saglaniyorsa:

3
&) =1, ¢(X)=X-n(X)¢ (2.1)

(¢, &,n) teliistine M iizerinde bir hemen hemen parakontak yap: denir. Bu yapi ile donatilmig

M manifolduna da hemen hemen parakontak manifold denir (Nakova ve Zamkovoy, 2012).

(2.1) esitliklerinden ¢(&) =0 ve 5oy = 0 bagintilar: elde edilir. ¢ tensoriintin derecesi
2n olup, keyfi p € M i¢in p formunun ¢ekirdegi tarafindan belirlenen 2 = kern dagilimi

Z)p = kf:”?,-: ={Xe T}JMM(X) =0t c T}JM

seklinde tanimlanir. ¢ tensorii bu dagilim tizerinde bir hemen hemen parakompleks yap: belirler
(Kaneyuki ve Williams, 1985).

Tanmm 2.1.2. (M, ¢, &, 1) hemen hemen parakontak manifold ve g bu manifold iizerinde bir

yari-Riemann metrigi olsun. Herhangi X,Y vektor alanlan icin

8((X)=<P(Y)) =—2(X.Y) +n(X)n(Y) (2.2)

kosulu saglaniyorsa (g, &,n,g) yapisina hemen hemen parakontak metrik yapi, bu yapiyla
donatilmis M manifolduna da hemen hemen parakontak metrik manifold denir (Nakova ve
Zamkovoy, 2012).

(2.2) esitliginde ¥ = ¢ alindiginda g (X, &) = n( X) bulunur. Ayrica (2.2) esitliginden keyfi
X,Y vektor alanlan igin




)
gle(X),Y) = —g(¢™(X),(Y)) +n(e(X))n(Y)

= —g(¢*(X),¢(Y))
=—g(X-n(X)&,¢(Y))
=—g(X,0(Y)) +n(X)g(&, ¢(Y))
=—g(X.o(Y)) +n(X)n(e(Y))
=—g(X.p(Y))

elde edilir. Boylece M hemen hemen parakontak metrik manifoldu i¢in
8(p(X),Y) = —g(X,p(Y)) (2.3)
dir. Yani g, g metrifine gore ters-simetrik bir tensor alanidir. O halde

Q(X,Y)=g(pX.Y)

seklinde tanimlanan Q bir 2-formdur. Bu 2-forma hemen hemen parakontak metrik yapinin

temel 2-formu denir.

(M,p,&,1n,g) bir hemen hemen parakontak metrik manifold olsun. U € M bir koordinat
komsulugu alinsin. Once U iizerinde ¢ ye dik bir X; birim vektor alam secelim. Bu durumda
n(X;) =0 oldugundan

g(X1, X)) = —g(X1, X1) +n(X1)* = -1

elde edilir. Ayricanog =0 ve g(@X,Y) = —g(X,¢Y) ozdesliginden ¢ X; in hem & ye hem de
X e dik oldugu goriiliir.

Benzer sekilde, £, X; ve ¢X) e dik bir birim vektor alanm1 X segilirse, ¢ X> de bunlarin

tiimiine dik olur ve
gleXa, pXo) = -1

saglanir. Bu isleme devam edilerek yerel olarak
(X1, ¢X1,.... Xn 90X, €)

seklinde bir ortonormal taban elde edilir. Bu tabana ¢-taban denir (Zamkovoy, 2009).

Bu durumda g metriginin isareti (1 + 1,n) dir.




Ornek 2.1.1. M = {(x,y.z) € B* | z # 0} manifoldu iizerinde & = % karakteristik vektor alanim

ven=dx— 27‘ dz 1-formunu ele alalim.

e—2"9+~'9 e_f') ey
L= '}r?x 4351 2_0_}-" 37

vektor alanlar ile

ple)) =ex, wlex)=e;, @(&)=0

@ tensor alani tanimlansin.

£ yari-Riemann metrigi

g(,{:sg=ls glere)) =1, gleaer)=—1, gl(&e1)=g(&er)=gler,e2) =0,

olmak iizere (¢, &,n,g) yapist M tizerinde bir hemen hemen parakontak metrik yapi belirler
(Kiipeli Erken, 2020).

* ({;‘) = | kosulu:

o 2y (a)_
H(§)=H(a)=(dx—?d<.)(ax)—?

olur.

e ¢’ =1d-n®¢ kosulu:

Once 7 I-formunun taban vektorleri iizerindeki degerlerini belirleyelim.
n(€) =1, nler) =n(2ydy +29;) =2y -2y =0, n(e2) =0.
Bu degerler yerine yazildiginda

@ (&) =(0) =0=&-n(£)¢,
g*(er) = pler) = e; = ey —nle))E,

©2(e2) = le)) = er = ey — (1) &

bulunur. Dolayisiyla (2.1) esitligi saglanir.
¢ Metrik uyumluluk kosulu:

Tiim vektorler icin n(-) = g(-,&) oldugu agiktir. Metrik uyumluluk kosulunun taban

vektorleri igin saglandigin1 gosterelim:




(i) X =Y = £ icin

g(wfsscf):g(ﬂ,ﬂ):?, —g(&.8) +n@n(¢) =-1+1=0.
(i) X =Y = e, igin

g(per.per) = g(erer) = -1, —glere)) +n(e))*=-1+0=—1.
(iii) X =Y = e» icin

g(per, per) =gle,e)) =1, —gles,ex)+n(es)>=—(-1)+0=1.
(iv) X = e1.Y = e, igin

glper, pez) = gler,er) =0, —gler,e2)+nler)n(e2) =0+0=0.

Benzer sekilde ¢& =0 ve n(é) =1, g(-,¢) = n(-) oldugundan diger terimler sifirdir.

Boylece (2.2) esitligi saglamir. Sonug olarak tamimlanan (¢,&,n,g) yapisi, M lizerinde

bir hemen hemen parakontak metrik yapidir.

(M,p,&,1n,g) bir hemen hemen parakontak metrik manifold ve V, M iizerindeki yar1-
Riemann baglantist olsun. Bu durumda M iizerinde (0, 3)-tipindeki bir F tensor alani her
XY, Z e y(M) igin

Fox (M) x x(M)x (M) = C*(M)
(X,Y.Z) = F(X,Y,Z) = g((Vx¢)Y,Z) (2.4)

esitligiyle tanimlamr.

F tensorii asagidaki ozelliklere sahiptir.

F(?,Y,Z) =-F(X,Z)Y),
F(X,¢Y,0Z)=F(X.,Y,Z)+n(Y)F(X,Z,)—-n(Z)F(X,Y,&).

Buna gore Vi, dn, Leg ve dQ ifadeleri F tensorii cinsinden asagidaki sekilde verilir:

(Vxn)9=g(VxE Y)=-F(X.¢Y, E)
dn(X.Y) = —{(Vxn)Y (Vyn)X }=—{ —F(X,pY, &) +F(Y,0X,8)},

(L.sg)(Xg) = (VxmY + (Vym X = =F(X,¢Y,&) = F(Y,9X.£),
dQ(X.Y,Z) = Gxy2F(X.Y,Z).




Burada d bir diferensiyel formun dig tiirevini, L¢g ise g metriginin ¢ karakteristik vektor alani
yontindeki Lie tiirevini gostermektedir. Ayrica Sy y z sembolii, X, Y, Z vektor alanlari tizerindeki

devirsel toplamu ifade eder.

M manifoldu iizerindeki keyfi X, Y, Z, W vektor alanlan i¢in Koszul formiilii:

ZH(V)%’,Z) =X[g(Y,2)|+Y[g(Z,X)] -Z[g(X.Y)]

ve Nijenhuis tensorii:
) |
Np(X.Y) = ¢  [X.Y ]+ [@X. Y] - oeX.Y] —¢[X.pY] (2.6)

esitlikleriyle verilir.

Riemann egrilik operatorii ve buna karsilik gelen (0,4)-tipindeki egrilik tensorii de
R(X,Y)Z = V%’yZ—?yVXZ— Vixy)Z. R(X,Y.Z,W):=g(R(X,Y)ZW) 2.7

ile tammbidir.

Zamkovoy ve Nakova, hemen hemen parakontak metrik manifoldlar1 (2.4) numaral
esitlikte tanimlanan F temel tensoriiniin cebirsel 6zelliklerine dayanan tensorel bir yaklagimla
siniflandirmislardir. Bu siniflandirmada, F tensorlerinin olusturdugu tensoruzayi, yapi grubunun
etkisi altinda degismez kalan ve birbirine dik olan altuzaylara ayrilmakta; bu ayrisim sonucunda

hemen hemen parakontak metrik manifoldlarin temel siniflan elde edilmektedir.

Baslangicta on bir temel siniftan olusan simflandirma, daha sonra ilgili altuzaylardan
birinin iki bilesene ayrilmasiyla on iki temel simfa genisletilmistir (Zamkovoy ve Nakova,
2018). Bu simiflandirma, hemen hemen parakontak metrik manifoldlarin tensorel ve geometrik

ozelliklerinin incelenmesine olanak saglamaktadir.

Bununla birlikte, bu boliimde yapinin simiflandirmasi ayrintili bicimde ele alinmayacak;
yalnizca bazi 6zel simiflarin tamimlarina yer verilecektir. Bu yaklasim, konunun ana hatlarin
sunarken ayni1 zamanda ilerleyen boliimlerde yapilacak uygulamalara zemin hazirlamayr amacg-

lamaktadir.

Bir (M,y,£,17,g) hemen hemen parakontak metrik manifoldunun bazi 6zel simiflar
asagidaki sekilde verilir (Zamkovoy ve Nakova, 2018).

¢ Parakontak: Q = dnile tammlanir. Bu, temel 2-formile [-formun dis tiirevi arasinda

dogrudan bir iligkidir.
e Normal: N, (X.Y)-2dn(X,Y)& = 0 olmasiyla tanimlanir.

3
e o —para-Sasakian: (Vgp)l’ =o(g(X,Y)¢ —n(Y)X) ile tamimlanir. Burada a # 0 bir




sabittir.

e Para-Sasakian: Normal ve parakontak yapilara denir. Bu simf esasinda Zamko-

voy'un ¢alismasindaki G5 simifimin alt sinifi olarak tanimladigi G5 simfidr.
¢ Quasi-para-Sasakian: Normal ve dQ = 0 esitligini saglayan yapilara denir.

e o—para-Kenmotsu: (Vy¢)Y = —a(g(X, Y )& +n(Y)eX) esitligi ile tanimlanir, bu-
rada & # 0 bir sabittir; 6zellikle, @ = —1 olmas1 durumunda para-Kenmotsu olarak adlandirilir.

Para-Kenmotsu sinift ayn1 zamanda Zamkovoy'un ¢alismasindaki G stnuifina aittir.

¢ K-parakontak: Parakontak ve £ nin Killing vektor alant oldugu yapilara denir. &

vektor alaninin Killing olmasi,

(Leg)(X,Y) = £(2(X.Y)) —g([£,X],Y) —g(X, [£¥]) = 0
esitliginin saglanmasiyla verilir.
2.2. Para-Kenmotsu Manifoldlar

Para-Kenmotsu manifoldlar, hemen hemen parakontak metrik manifoldlarin 6zel bir
sinifin1 olugturur. Bu yapilar, kontak geometrisindeki Kenmotsu manifoldlarin parakontak yari-

Riemann geometrisindeki karsiliklaridir.

Tamm 2.2.1. (M, ¢, &,17,g) bir hemcr@emen parakontak metrik manifold ve V, bu manifoldun

yari-Riemann baglantisi olsun. Her X, Y € y (M) igin

(Vxp)¥ =g(X,9Y)E+n(Y)pX (2.8)

esitligi saglaniyorsa M manifolduna para-Kenmotsu manifoldu denir (Zamkovoy, 2018).

Ornek 2.2.1. Mandal ve De tarafindan verilen 6rnegin r = e koordinat doniisiimii altindaki

esdeger bicimini ele alalim (Mandal ve De, 2017).

M = R? iizerinde (x, y.z) standart koordinatlar olmak iizere

e g er =e° 9 e 0
| =€ —, e=e_—, e3=_—=
dx ady dz

&

vektor alanlarim,

61181)=—1= glez, ez) =1, 8(63,6’3)=? glenej)=0(#j)
metrigini ve

n(X)=g(X,e3), ¢ler)=er, ¢ler)=e1, ¢(e3)=0
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yapi elemanlarint alalim. Tammlanan (¢, &, 7, g) yapisinin B iizerinde bir para- Kenmotsu yapist
olusturdugunu gosterelim.

e 77(¢) = 1 kosulu: Bu esitlik, n(X) = g(X, e3) tammindan dogrudan elde edilir.
e ©’X=X-7n(X)¢ kosulu:
@ (e1) = p(e2) = e = e1—nlen)é

¢?(e2) = pler) = e2 = ex—1(e2)é
¢*(e3) =0=e3-1(e3)é
bigimindedir. Dolayistyla (¢, £, 1) bir hemen hemen parakontak yap: olusturur.

¢ Metrik uyumluluk kosulu:
() X=Y=e:

g(per,per) = gleren) =1, —glere) +y(en)’=~(=1)+0=1.
() X =Y =en:

glper.per) = glerer) = -1, —glez.er) +n(e2)’ = —1+0=—1.
(i) X =Y = e;3:

g(pes, pe3) =0, —gles,es) +n(e3)’=—-1+1=0.
(iv)?:el, Y =ey:

glper, pez) = g(ez,e1) =0, —gler,e2)+n(er)n(e2) =0+0=0.
(V) X=e;, Y=es

g(per.pes) = g(e2.0) =0, —gler.es) +nen(es) =0+0=0.
(Vi) X=e>2, Y=ej3:

glper,pe3) = g(e1,0) =0,  —glez,e3) +n(e2)n(e3) =0+0=0

seklindedir. Dolay1siyla metrik uyumluluk kosulu saglanir.

Yari-Riemann baglantisinin bilesenlerini belirlemek icin oncelikle verilen vektor alan-

larinin Lie parantezlerini hesaplayalim. Koordinat bigiminde verilen X = a'd;, Y = b/9; vektor

11




alanlar1 icin Lie parantezi

[X.¥] =) (X(b)-Y(a)) o

bagintistyla hesaplanir.

Bu bagint1 kullanilarak verilen vektor alanlarinin Lie parantezleri

[er, e2] = e1(e%)dy —e2(e”)dy

e* (0 e)dy—e*(dye*)dx = 0.

[er,e3] = e1(0;) —es(e°d,)
=0-(d.e%)0,
= _(ez)a_r

= —€].

[e2, €3] = e2(0.) —e3(e®dy)
=0-e3(e%d,) = —(d.e7)d, = —(e%)0,
= —¢2.
bicimindedir. Sonug olarak Lie parantezleri sunlardir:

[e1,e2] =0, [er,e3] =—e1, [en,e3] =—en.

Elde edilen Lie parantezleri (2.5) numarali Koszul bagintisinda kullamlarak V. e; ifadeleri

hesaplanabilir.
2R(Ve.é’hg)=l&‘1(¢‘3(6’112))+6’|(g(e’l=Z)J—Z(¢‘,"(f”=’|=6‘|)J'+8(Iﬂ’l:é‘lJ,Z)—g(lﬂ’hZJ,f’l)—é’(lﬁ’l,ZJaf’l)-
Z = ej i¢in: (Diger bilesenler sifir oldugundan yalnizca Z = e¢; durumu incelenir.)
28(Ve,e1,e3) = —2g([e1,e3],e1) = Ve e1 = —es.
2¢(Ve e3,Z) =ei1(g(e3,Z)) +es(g(er, Z)) = Z(g(er.e3)) +g([e1,e3], Z) =g ([e3. Z],e1) =g ([e1, Z], e3).
* Z=¢) igin:

28(V, ez,e1) =2g(ler,es],er) = V, e3=—e

12




Benzer hesaplamalar sonucunda
Ve,e2=e3 V.,e3=—e

elde edilir; diger baglant1 bilesenleri sifirdur.

¢ Para-Kenmotsu kosulu: Yapinn (2.8) esitligini sagladigin1 gosterelim.
e X=Y=¢:
(Ve @)er = V,,(e2) = (Ve e1) =0 g(~e3) =0,
glerpe)s+nler)pe; = gler,e2)f+0=0.
s X=¢, Y=e3
(Verp)es = Ve (0) — (Ve e3) = —p(—e1) = p(e1) = ez,

gler,pez)é+nles)pe; =0+1-e2=e3.

(Vep)es =—p(—e2) = p(e2) = e,
gler,pez)é+n(es)per=0+1-¢1= ¢

bulunur. Sonug olarak (R3, ¢.€.1,g) bir para-Kenmotsu manifoldudur.

Onerme 2.2.1. Bir (M, ¢, £,17,g) para-Kenmotsu manifoldu iizerinde asagidaki esitlikler sag-
lanur (Zamkovoy, 2018).

R vng:—ngq(X)g, (2.9)
o (V)Y = —g(X.Y)+n(X)n(Y) =g(eX,¢Y), (2.10)
o 3(Vxé)=0, (V,sn)X=E Ve£ =0, (2.11)
o (Leg)(X\Y)=—{28(X.Y) —n(X)n(Y)}, (2.12)
o Lep=0, Ln=0, L:(nXmX)) =0, (2.13)
o N (X.Y)=0, dn(X.Y)=0. (2.14)
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Ispat. Ilk olarak (2.8) numarali para-Kenmotsu bagintisindan karakteristik vektor alaninin ko-

varyant tiirevi elde edilecektir. (2.8) esitliginde ¥ = £ alindiginda

szo.f—ﬁo(vgf) =g(X, &) +n(&)p(X)

bulunur. & =0 ve (&) =1 oldugundan —(Vy&) = ¢(X) olur. Esitligin her iki tarafina ¢
uygulandiginda —¢?(Vx&) = ¢ (X) bulunur. (2.1) esitligi kullamlarak

-Vx&+ T?(fo)?Z X-n(X)¢&

elde edilir. g(&,£) = 1 oldugundan X|[g(&,8)] = 2g(Vx&,€) =0 ve bu yiizden g(Vy&, &) =
(Vyx&) =0 dir. Dolayisiyla (2.9) esitligi saglanir.

(2.9) da X = ¢ alindiginda V¢ = 0 dir.,

(VE’?)Y =Vxn(¥)=n(VxY)
=X[g(Y,&)]-n(VxY)
=g(VxY, &) +g(Y,Vx&) —g(VxY,§).

dir. Buradan (Vyn)Y =g(Vxé&,Y) olur. Bu i&dede (2.9) esitligi kullanildiginda (2.10) bagintisi
elde edilir. Ozel olarak X = € igin (Ven)Y = g(—€+n(EE.Y) = —g(EY)+n(EnY) = Ve =0
dir.

Daha sonra g metriginin £ yoniindeki Lie tiirevini inceleyelim. Yari-Riemann baglanti-

sinin torsiyonsuzlugu kullanilarak Lie tiirevi agagidaki bigimde hesaplamir.

(ng)(X,% Elg(X.Y)]—g(LeX.Y)—g(X,LcY)

g(VeXY)+g(X,VeY) —g (Ve X, Y) +8(Vx&,Y) = g(X, VeY) +g(X, Vy€)
g(Vxé, Y)ég(str.f)

g(=X+n(X)&Y) +g(X. =Y +n(¥)&)

=8(X.Y)+n(X)n(Y) =g (X.Y) +n(X)n(Y)

—2{g(X.Y) —n(X)n(¥)}.

(2.9)

Elde edilen ifadenin genel olarak sifir olmamasi, & karakteristik vektor alaninin Killing olma-
digin1 gosterir. Bu ozellik, para-Kenmotsu manifoldlar karakteristik vektor alam Killing olan

K-parakontak ve para-Sasakian manifoldlardan ayirir.

(2.13) esitliklerinde vailen Lie tiirevleri asagida incelenmektedir. [Ik olarak (2.8) de

X = ¢ alahm. Bu durumda (Vep)Y =n(¥) ¢ +g(&,¢Y) €& = 0 bulunur. Buradan,
I ——

= =—g(gsY)
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(Le@)X = [£.0(X)] - p([£,X])
=VepX = Vox& —@(VeX) +9(Vx§)
= (Vep) X = (—eX +5(¢(X))€) +<P(—?+ n(X)§)
= (Vep) X + 0(X) — (X)) +(X)p(£)
= (Vep)X
=0,

(Lem) X =E(n(X)) —n( IEXJ)
=&(8(X.8) —g(VeX.8) +g(Vxé, &)
=g(VeX, &) +8(X.Veé) —g(Ve X, E) +8(VxE, 6
=8(X,Ve&) +n(Vxé)
=0,

L:(n(X)n(Y)) =&mXInX)) —n([£,XDn(Y) —H(X) [£.Y])
=Ven(X)n(¥) +n(X)Ven(¥) =n(¥){n(VeX) —-n(Vx£)}
—n(X){n(VeY) —n(Vyé)}
=n(Y){g(VeX, &) +g(X,Ved)} +n(X){g(VeY, &) + (Y, Ve)}
-n(Y)g(VeX, &) —n(X)g(VY,
=n¥){g(VeX,8) —g(VeX,6)} +n(X){g(VeY, &) —g(VeY,€)}
=0

bulunur. Son olarak (2.14) ile verilen Nijenhuis tensoriiniin ve n 1-formunun dis tiirevinin
stfir oldugu gosterilecektir. Bunun icin dnce Lie parantezleri yari-Riemann baglantist cinsinden

yazilacak, ardindan para-Kenmotsu bagintist kullanilacaktir.

Ny (X.Y) =¢21X,] +[@X, Y] - pX, Y] —0[X, Y]
=X Y] -n([XY]E+ Vex e —VeyeX
—so(V.,pxl;E;p(VyacX)—sc(anoY)w(%yX)
=VxY = VyX=—n(VxY)&+n(Vy X)& +{V xpY —@(VyxY)}
—{VereX —o(Vey X)} +¢(VypX) —o(VxeY)
=Vx¥ = Vy X =n(VxY)é +n(Vy X)E + (Vox )Y — (Ver)X
+o(VyeX) —p(Vyel)

bulunur. Y bir vektor alan oldugundan ve ¢?Y =Y —5(¥)& esitligi saglandigindan, bu esitligin
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her iki tarafimin X yoniindeki kovaryant tiirevi alindiginda
)
Vxp(@Y) = Vxg ¥ = Vx (Y =n(¥)&) = Vx¥ = Vxn(¥)&=n(¥)Vxé
elde edilir. Dolayisiyla
VxY = Vxp(pY) + V?’?(Y)é”r n(Y)Vxé

yazilabilir. Buradan

N,(X,Y)

Vxe(eY)+Vyn(Y)&+n(Y)Vx& -V (sz)—Vyn(g)é
- n(X)Vy.&‘—n(VxY)f+n(VrX).$+ngw(<pX)+g(<pX,s0Y).E
- n(X)e(eY) - g(eX, @Y )¢ +e(VyeX) —e(VxeY)
{Vxe(9Y)—@(VxeY)} —{Vyre(eX) —¢(VyeX)}
{Vxn(¥) =n(VxY¥)}¢ = {Vyn(X)=n(VyX)}¢
N(V) (=X +n(X)&) —n(X) (=¥ +n(X)€) +n(¥)* X —n(X) @Y
(Vx@)(@Y) = (Vye) (X)) + {(Vxm)Y = (Vyn) X} &

=0
- (X +n(X)n(Y)& +n(X)Y —n(X)n(Y)é
+ (VX -n(X)n(Y)¢ -n(X)Y +n(X)n(Y)&
) e(X.)E+ (oY )X — g (V.0 X)E ~n(eX)pY
=0

+ +

bulunur. Simdi 7 1-formunun dig tiirevini hesaplayalim.

drr(X,Y)=?ln(1’)]—err(X)J—rr(lX,Yl)
=X[g(Y.&)]-Y[g(X.&)]-n(Vx¥ - VyX)
=g(VxY, &) +g(Y.Vx&) —g(Vy X, &) — g(X. Vy&) —n(VxY) +n(VyX)
=g(Vx&.Y)-g(Vy&. X)
= —g(X.Y) +n(X)n(¥Y) +g(X.Y) —n(X)n(Y)
=0

olur. Boylece N, = 0 ve di = 0 elde edilir. Dolayisiyla para- Kenmotsu yapisi integrallenebilirdir
ve 1 l-formu kapalidir. m

Para-Kenmotsu manifoldlarinin geometrisi, yapi tensorlerinin kovaryant tiirevlerine ilis-
kin 6zel kosullar nedeniyle baz1 egrilik ozelliklerine sahiptir. Riemann egrilik tensoérii, Ricei

tensorii ve skaler egrilik gibi temel egrilik tensorlerinin bu manifoldlar iizerindeki 6zellikleri
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asagidaki onermede verilmektedir.

Onerme 2.2.2. Bir (M,¢,£,1, g) para-Kenmotsu manifoldu asagidaki egrilik 6zelliklerine sa-
hiptir (Zamkovoy, 2018).

. g(X,Y)fzn(X)Y—n(Y)X, (2.15)
. R(gf)Y:g(X,Y)E—n(Y)X, (2.16)
e n(R(X.Y)Z) =n(¥)g(X.Z)-n(X)g(Y.Z), (2.17)
e Ric(X,&) = —2nn(X), (2.18)
o (VZR)(X.Y.&) =R(X.Y)Z+g(Y.Z)X —g(X,Z)Y. (2.19)

Burada R, Riemann egrilik tensoriidiir.

Ispat. ilk olarak (2.15) esitligi, Riemann egrilik operatériiniin tammindan dogrudan elde edi-
lecektir. Diger bagintilar ise egrilik tensoriintin simetri 6zellikleri, metrikle i¢ carpim, uygun

indisler iizerinden iz alma ve kovaryant tiirev islemleri kullamilarak tiiretilecektir.

R(X,Y)?z VxVyé—VyVx&-Vixy &
=Vx (=Y +n(Y)&) - Vy (=X +n(X)&) = ([ X, Y] + ([ X, Y])§)
=-=VxY +Vxn(Y)E+n(Y)Vx& +Vy X - Vyn(X)§&
—n(X)Vyé+VyY —Vy X —n(VxY)E+n(Vy X)é
= (Van(¥Y) —n(Vx¥))E - (Vyn(X) —n(VyX))E
+n(Y) (=X +n(X)&) —n(X) (=Y +n(Y)&)
= (Vxn) (Y)& = (Vym(X)& —n(Y)X +n(X)n(Y)s +n(X)Y —n(X)n(Y)s

=0
= (X)Y —n(¥)X

Boylece (2.15) esitligi elde edilir. (2.16) bagintisini elde etmek icin (2. g) esitliginin her iki tara-
finin keyfi bir Z vektor alani ile i¢ carpimi alir. g(R(X,Y)£,Z) = g(R(£,Z)X,Y) oldugundan
g(X)Y —n(¥Y)X,Z) = g(R(£,2)X,Y) olur.

Bu durumda,

g(n(X)Z,Y)-g(g(X,2)€,Y) = g(R(£,2)X.Y)
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ve

g(n(X)Z—g(X,%.E,Y) =g(R(£,2)X.Y)
olup, g non-dejenere oldugundan
MX)Z-g(X,Z2)§ =R(£.2)X
bulunur. Egrilik tensoriiniin simetri 6zelliginden
R(g X =g(X,2)§ -n(X)Z

olur. Yani (2.16) saglanir.

Bu bagint1 ¢ ve X vektorlerinin gerdigi iki boyutlu kesitin egriligini belirlemede kulla-

nilabilir.

2
Eger(2.15) esitliginde Y = € secilirse R( X, £)é = g( X, €)¢ —g(g-')x olur. Buradag(X,£) =
n(X) ve (&) =1 oldugundan R(X,&)¢ = n(X)é — X dir. Dolayisiyla

R(X,€)¢ = (X —n(X)¢) (2.20)

elde edilir.

Egrilik tensoriiniin simetri ozelliginden g(R(X, Y)g, &) = —g(R(X,Y)E, Z) yazilabilir. i
I-formunun tammindan p(R(X,Y)Z) = g(R(X,Y)Z, &) olup, (2.15) esitliginde yerine yazildi-
ginda

g(R(g,Y)Z,.E) =—g(X)Y —n(¥)X,Z) = n(X)g(¥Y,Z)+n(¥Y)g(X,Z)

bulunur. Boylece (2.17) ispatlanmig olur.

p € M noktasinda bir {ey,...,e,, wey,...,pe,, &} seklinde yar-ortonormal @-taban

secelim ve g(egq, e,) =&, € {1} olsun. Ricei tensdriiniin tanimi

n+l
Ric(X,&) = Z £a2(R(ea, X)E, €q) (2.21)

a=1

olup, (2.15) esitligi (X,g) = (eq4,X) icin yazildiginda
R(ea-sX).E = ’?(E’a)X—’?(X)fa

elde edilir. Bu ifadenin ¢, ile i¢ carpimi alindiginda
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g(R(em?).E:ea) :’?(ea)g(Xaea)_H(X)g(emfa)
= ’?(fa)g(Xaf—’a)—’?(X)Sa-

bulunur. Buradan

Ric(X.&) = ) ean(ea)g(X,ea) — ) can(X)es

a

= Y eun(ea)g(Xoea) — Cn+ Dn(X)

elde edilir.

Secilen tabanda n(e,) = n(ge,) =0 ve n(¢) = 1 oldugundan

D ean(ea)g(X.eq) = £¢-1-8(X.€)

a

=n(X)
ve dolayisiyla

Ric(X,&) = n(X) - (2n+ i(X)
= —2nn(X).

bulunur. (2.19) esitliginin ispat1 i¢in (2.9) ve (2.15) esitlikleri kullanilarak

(VZR)(X.Y)é = Vz(R(X.Y)¢) - R(VZzX,Y)é - R(X,VzY)é - R(X,Y)Vzé

= Vz(n(X)Y —p(¥)X) - (n(VzX)Y - n(¥)V2X)

—((X)V2Y —n(VzY)X) + R(X,Y)Z - R(X,Y)n(Z)&

= (Vzn)(X)Y +W(X)V2Y—(VszY)X—U(Y)VzX

—(VZX)Y +n(Y)VzX —n(X)VZY +5(VZY)X
+R(X.Y)Z=n(Z)(n(X)Y —n(Y)X)

= (Vzn)(X)Y = (Vzn) ()X —n(X)n(2)Y +n(Y)n(Z) X +R(X,Y)Z

bulunur. (2.10) esitligi yerine yazildiginda (2.19) elde edilir. m

Tamm 2.2.2. Bir (M, g) yari-Riemann manifoldu tizerinde, p € M noktasinda lineer bagimsiz
X.Y € T,M vektorlerinin gerdigi iki boyutlu altuzay (kesit) 7 = span{X,Y} icin kesitsel egrilik

asagidaki sekilde tanimlanir:

g(R(X.Y)Y, X)
g(X. X)g(Y.Y)—g(X.Y)*

K(m) =K(X,Y) = (2.22)

Bu durumda bu tanimin anlaml olmasi i¢in paydanin sifir olmamasi, yani seg¢ilen 2-diizlemin
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non-dejenere olmasi gerekir (O’Neill, 1983).

Kesitsel egrilik K(X,Y), X ve ¥ vektorlerinin gerdigi non-dejenere iki boyutlu kesit
dogrultusundaki egrilik davranisini ifade eder. Riemann geometrisinde kesitsel egriligin isareti,

ilgili kesitteki jeodeziklerin davranisi hakkinda geometrik bilgi verir.

K > 0 durumunda jeodezikler yakinlasma egilimindedir (kiire-benzeri geometri), K = 0
durumda paralel kalirlar (diiz geometri), K < 0 durumda ise jeodezikler birbirinden uzaklasir

(eyer veya hiperbolik geometri).

Tamm 2.2.3. Eger kesitsel egrilik, secilen noktaya ve secilen kesite bagli olmadan her p e M

ve her m C T, M i¢in aym sabit degeri aliyorsa, yani
K(p,m)y=c

ise, (M, g) manifolduna sabit kesitsel egrilikli (constant sectional curvature) denir (Lee,
2018).

Bu sabit ¢ <0 ise manifold sabit negatif kesitsel egriliklidir.

Onerme 2.2.3. (M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Eger M iizerindeki her noktada, her
non-dejenere 2-diizlemin kesitsel egriligi ayn sﬁit c degerine esit ise, M sabit kesitsel egrilige

sahiptir ve Riemann egrilik tensorii her X, Y, Z, W € y (M) icin
R(X,Y,ZW)=c(g(X,W)g(Y.Z)-g(X,Z)g(Y,W))
veya esdeger olarak
R(X,Y)Z =c(g(Y,Z)X -g(X,Z)Y)

seklindedir (Lee, 2018).

Ispat. Sabit kesitsel egrilik varsayim geregi, her X,Y icin (2.22) esitliginden

R(X,Y,Y,X) =c(g(X,X)g(Y,Y)-g(X,Y)?) (2.23)

esitligi saglanir. (2.23) denkleminde Y yerine Y + Z yazilip acildiginda asagidaki esitlik elde
edilir

R(X,Y,Z,X)=c(g(X,X)g(Y.Z)—g(X,Y)g(X,Z)). (2.24)
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(2.24) icinde X yerine X + W yazip aymi formiilii X ve W i¢in ¢ikaralim. Boylece

R(,Y,Z,W)+R(W,Y.,Z,X) = 2g(X, W)g(Y,Z)

elde edilir. A := R(X,Y,Z,W), B := R(Y, Z,X,g/), C :=R(Z,X,Y,W) olsun. Birinci Bianchi

ozdesliginden
A+B+C=0 (2.26)
dir. Ote yandan (2.25)i (X,Y,Z, W) = (Y,Q, X, W) icin yazip egrilik simetrileriyle diizenleyince
B-A=c(2g(Y.W)g(Z.X)~g(Y.Z)g(W.X) - g(W.Z)g (Y. X))

elde edilir. Aym sekilde (2.25) esitligini (?,Y,Z, W) =(Z,X,W,Y) i¢in yazip simetrilerle dii-

zenleyince
-
bulunur. Bu iki esitlik ile (2.26) birlikte ele alinirsa

A= t‘(?(X,W)g(KZ) -8(X.Z)g(Y.W))

bulunur. m

Tamm 2.2.4. Bir (M,g) yari-Riemann uzayinn egrilik tensoriintin kovaryant tiirevi sifir ise

(VR = 0) yerel simetrik uzay (locally symmetric space) olarak adlandirilir (O’Neill, 1983).

Bu durumda manifoldun egrilik tensorii her noktada paraleldir. Bagka bir deyisle, bir
yerel simetrik uzayda her noktada egrilik yapisi korunur. Bu tiir uzaylara 6rnek olarak sabit

kesitsel egrilikli Riemann uzaylar1 (R", §", H") verilebilir.

Tamm 2.2.5. Bir (M, g) yari-Riemann uzayiher X, Y, Z, W, U vektor alani icin asagidaki kosulu

sagliyorsa
(g(X,Y) “R)(Z,W)U =0,
(M,g) yari-simetrik uzay (semi-symmetric space) olarak adlandirlir. Burada

(g(X,Y) ‘R)(Z,W)U =R(X.,Y) (g(Z, WHYU)—-R(R(X,Y)Z,W)U
—R(Z,R(X,YYW)U -R(Z,W)(R(X,V)U),

tensor islemini gostermektedir (Zamkovoy, 2018).
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Yerel simetrik uzaylar, yari-simetrik uzaylarin 6zel bir alt simifim1 olusturur. Gercekten
de,

v9=0=> (R(X,Y)-R) =0

oldugundan, her yerel simetrik uzay ayn1 zamanda yari-simetriktir; ancak her yari-simetrik uzay

yerel simetrik olmak zorunda degildir.

Teorem 2.2.1. (M, g, &,1,g) bir para-Kenmotsu manifoldu yerel simetrik (locally symmetric)
ise, M manifoldunun sabit kesitsel egriligi —1 dir (Zamkovoy, 2018).

Ispat. Yerel simetrik olma, egrilik tensoriiniin kovaryant tiirevinin sifir olmasidir:
(VgR)(X, Y)Z=0

tim W, X, Y, Z vektor alanlar igin.

Simdi manifold yerel simetrik oldugundan, (2.19) esitliginin sol tarafi her X,Y,Z i¢in

sifirdir:

(VZzR)(X,Y)é=0.
Dolayisiyla

9: R(X.Y)Z+g(Y.Z)X —g(X.,Z)Y,
yani

RX.Y)Z=—g(Y,Z)X+g(X,2)Y.

Dolayistyla manifoldun sabit kesitsel egriligi —1 dir. m

Onerme 2.2.4. (M,p,£,1,g) bir para-Kenmotsu manifold olsun. M manifoldu yari-simetrik

uzay ise sabit kesitsel egriligi —1 dir (Zamkovoy, 2018).

Ispat. X, Y eé) ve g(X,Y) = 0 olacak bicimde vektor alanlar1 segelim. Yari-simetriklik kosulu

geredince R(X,£) - R = 0 oldugundan, bu baginti (X,Y.Y) icliisiine uygulandiginda
(R(X,£)-R)(X,Y)Y =0

olur. Egrilik tensoriiniin derivasyon etkisi acik bicimde yazildiginda

1
(R(X.£)-R)(X,Y)Y = R(X,&)(R(X.Y)Y) - R(R(X.£)X,Y)Y
—R(X,R(X.&)Y)Y —R(X.Y)(R(X.,&)Y).
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olur. (2.15), (2.16) ve (2.17) esitlikleri kullamilarak

9-g(X,R(X,aY)En(Ft’(X,Y)Y)XR(g(X,X)En(X)X,Y)Y
- R(X.g(X,Y)§ —n(Y)X)Y - R(X.Y)(n(X)Y —n(¥Y)X)
=g(R(X.Y)Y. X)&—n(Y)g(X.Y) +n(X)g(Y.Y) - g(X.X)R(£.Y)Y
=R(X.,Y,Y,X)E+g(X,X)g(Y.,Y)E.

bulunur. & # 0 oldugundan
R(X.Y,Y,X) = —g(X,X)g(Y,Y)

elde edilir. Boylece kesitsel egrilik

R(X,Y,Y,X
K(X,Y): ( 7 2 7 ) —_

g(X. X)g(Y,Y)

olur. Burada ¥ = £ segildiginde
K(X,¢) =-1

elde edilir. Dolayisiyla M manifoldunun sabit negatif kesitsel egriligi —1 dir. m

Onerme 2.2.5. Bir para-Kenmotsu manifoldu asagidaki egrilik 6zelliklerine sahiptir (Zamko-
voy, 2018).

R(X,YMZ=w(E(X,Y)Z)+g(Y,Z)wX—g(X,Z)soY+g(X,soZ)Y—g(Y,wZ)X, (2.27)
R(sz,cpY)Z=—R(X,%Z+g(X,Z)Y—g(l’,Z)X+g(Y,¢pZ)ch—g(X,a,oZ)apY. (2.28)

Ispat. ilk baginti, egrilik operatoriiniin ¢Z vektor alanina uygulanmasi ve para-Kenmotsu ko-
sulunun kullanilmasiyla elde edilecektir. Ikinci bagint ise ilk bagitmn metrikle i¢ garpimi ve

egrilik simetrileri yardimiyla tiiretilecektir.
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R(X,%@Z =VxVyeZ -VyVx¢Z -V|xy1¢Z
=Vx(Vy@)Z+(Vxp)(VyZ) +o(VxVyZ)
= Vy(Vx@)Z = (Vye)(VxZ) —o(VyVxZ) = (Vix y19) Z = ¢(Vixy1Z)
=Vx((Z)eY +g(Y,92)é)+ ((VyZ)pX +g(X,¢(VyZ))é) + ¢(VxVy Z)
- Vr((2)eX -g(X,9Z)é) —(n(VxZ)pY —g(Y,¢(VxZ))é) — ¢(VyVx Z)
- (ZD)e([X.Y]) +g([X.Y].¢Z2)¢) —¢(V|x x| Z)
= @(VxVyZ —VyVxZ -V x 1 Z) + Vxn(Z) @Y + n(Z)V x oY
+8(VxY,0Z)e +8(Y VxpZ) +g (Y 0 Z)Vx&+n(VyZ)pX
+8(X,0(VyZ)é = Vyn(Z)eX —n(Z)VypX — g (Vy X, pZ)é
+8(X, VypZ)& —g(X,¢Z)Vy & +n(Vx Z)@Y —g (Y, p(Vx Z))¢
—n(Z2)e(VxY)+n(Z)p(Vy X) —g(VxY,0Z)E+ g (Vy X, ¢ Z)E
=@(R(X,Y)Z)+ (Vxn(Z) —n(VxZ))pY — (Vy(Z) —n(VyZ))p X
+0(Z)(VxgY —p(VxY)) =n(Z)(VyeX —p(Vy X))
+8(Y, (VxpZ —p(Vx2)))é - g(X, (VypZ - (Vv 2)))é
+8(X,02)Y —g(X,0Z)n(Y)E—g (Y, ¢Z) X +g (Y, 0Z)n(X)¢&
=¢(R(X.Y)Z)+ (Vxn)(Z)¢Y = (Vyn)(Z)eX +n(Z) ((Vx @)Y — (Vye) X)
+8(Y,eZ)n(X)E+{g(Y,(Vxe)Z) - g(X, (Vyp)Z)} &

=—9lvxw)Y,Z)+g((Vyw)X,Z)

+8(X,pZ)Y —g(Y,pZ)X - g(X,9Z)n(Y)&
=¢(R(X,Y)Z) - g(X.Z)pY +n(X)(Z) Y +g (Y. Z)pX —n(Y)n(Z)pX
+n(Z)n(Y)eX +n(Z)g(X,¢Y)E —n(Z)n(X) Y —n(Z)g (X, ¢Y )é
+n(X)g (Y, Z2)E —n(Y)g (X, Z)E + g (Y, X)n(Z2)E — (X, oY )n(2)&
+8(X,p2)Y —g(Y,pZ) X —g(X,9Z)n(Y)E+g (Y, pZ)n(X)&
=@(R(X.Y)Z)+g(Y,Z)pX - g(X,Z)pY + g (X,pZ)Y —g(Y,¢Z)X

Boylece (2.27) nin ispati tamamlamr.

(2.28) in ispat1 i¢in (2.27) esitliginin her iki tarafinin keyfi bir ¢V vektor alam ile ig
carpimi alindiginda

2
ER(X.Y)pZ,¢V) = g(g(R(X,Y)Z),{pV) +8(g(Y.Z)pX, V) —g(8(X,Z)¢Y, ¢V)
+8(8(X,pZ)Y, V) —g(g(Y,0Z)X,¢V)
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bulunur. (2.2) ve (2.17) esitlikleri kullanilarak

R(qu,saV)X,Y) =—g(R(X,Y)Z,V) +n(R(X,Y)Z,9)n(V) +8(Y.Z)g(pX, V)
—8(X.Z)g(pY,¢V) —g(Y,pZ)g(X,¢V) g(X, vZ)g(Y,¢V)
=—g(R(Z,V)X.Y) +n(Y)g(X.Z)n(V) —n(X)g (Y. Z)n(V)
+8(Y.Z)g(oX,pV)+8(X.Z)g(Y.V)=g(X,Z)n(¥)n(V)
—g(Y,soZ)g(X,soV)+%X,¢Z)g(1’,so‘/)
=8(=R(Z V)X +g(X. Z)n(V)§-n(X)n(V)Z +g(pX,9pV)Z
+8(X,Z)V-g(X.Z)n(V)& —8(X,¢V)pZ +8(X,pZ) ¢V .Y)

elde edilir. g non-dejenere oldugundan
R(pZ,pV)X = —§(Z,V)X—g(X, VIZ+g(X,Z)V —g(X,oV)pZ + g(X,pZ)pV

bulunur. m

(2.28) de Z = ¢Z olarak alimirsa;

R(@X.@Y)oZ = -R(X.Y)0Z+g(X,0Z)Y —g(Y.0Z)X +g(Y. 0 Z)pX — g (X, 0’ Z) p¥

=—{p(R(X.Y)Z)+g(Y,Z)pX —g(X.Z)¢Y + g(X,pZ)Y —g(Y.Z) X}
+8(X,p2)Y =g (Y, 0Z)X+g(Y,Z)pX —n(Z)n(Y)pX — (X, Z)¢Y +n(Z)n(X)¢Y
=—@(R(X,Y)Z) +n(Z){n(X)eY —n(Y)pX}

bulunur. Ek olarak (2.27) esitliginin her iki tarafinin keyfi bir V vektor alani ile i¢ ¢arpimi
alindiginda

g(R(X.Y)@Z,V) = g(@(R(X.Y)Z),V)+g(Y.Z)g(¢X.V) —g(X,Z) g(¢Y.V)
— —
=—g(R(XY)Z.pV) =—g(¥ V)

-8Y,pZ)g(X,V)+g(X,¢Z)g(Y,V);

ve egrilik tensortiniin simetri ozelligi ile

R(ch, V)X.Y)= —g(%Z, V)X Y)+g(g(eX.V)Z.Y) +g(g(X,Z)¢V.Y)
—8(g(X,V)pZ,Y) +g(g(X,0Z)V.Y)

olup, g nin non-dejenere ozelliginden

R(pZ, V)X = —R(g, VX +g(pX V)Z+g(X,Z2)pV —g(X,V)pZ+g(X,pZ)V

25




bulunur. Buradan
R(eX,¢Y)pZ = —¢(R(X.Y)Z) +n(§){n(X)soY—n(Y)ch}

R(pX.Y)Z+R(X.¢Y)Z=g(¢X.Z2)Y —g(¢Y, Z)X +g(X.Z)gY —g(Y.Z)pX

seklinde iki egrilik bagintis1 daha elde edilir.

Tamm 2.2.6. Her sifirdan farkli X € D icin
m=span(X, ¢X)

kesitini ele alalim. Bu kesitin

R(X.0X)eX. X
K‘p(%: 2 (R(X.¢X)¢X. X) -
(X, X) g(pX,pX)—g(X,pX)*

H(X) (2.29)

biciminde tanimlanan kesitsel egriligine ¢-paraholomorfik kesitsel egrilik denir. Eger H(X)
her p € M noktas1 ve her sifirdan farkli X € D, icin ayn sabit degeri aliyorsa manifold sabit
g-paraholomorfik kesitsel egrilige sahiptir denir ve bu sabit H ile gosterilir (Zamkovoy, 2008).

Onerme 2.2.6. Boyutu 3 ten biiyiik olan bir (M, ¢,&,n, g) para-Kenmotsu manifoldunun sabit
g-paraholomorfik kesitsel egrilik H degerine sahip olmasi icin gerekli ve yeterli kosul, her
X.,Y,Z € y(M) icin asagidaki esitligin saglanmasidir (Zamkovoy, 2018).

4R(X.Y)Z = (H—g{g(Y,Z)X—g(X,Z)Y}

+ (H+ 1){g(X, Z)n(Y)&—g(Y, Z)n(X)é —n(¥)n(Z2)X + n(X)n(Z2)Y

+8(Y,pZ)pX —g(X,pZ)pY —2g(X.¢Y)pZ } (2.30)

Ispat. ispat iki asamada gerceklestirilecektir. ilk olarak X,¥,Z € D icin egrilik tensoriiniin
bicimi elde edilecek, ardindan sonug y (M) iizerindeki keyfi vektor alanlarina genisletilecektir.
Ters yonde ise (2.30) numarali egitlik kullanilarak ¢— paraholomorfik kesitsel egriligin H oldugu

gosterilecektir.

ispatin ilk adimi olarak X,Y € D alalim. (2.3) esitliginden g( X, ¢X) = 0 oldugu goriiliir.

Ayrica egrilik tensoriiniin simetri 6zelliklerinden
g(R(X,pX)pX,X) = R(X,pX,0X,X) = —R(X,pX,X,¢X)

esitlikleri saglandigindan, bu ifadeler (2.29) da yerine yazilirsa

K, (X X)_—R(X,@X,X,c,oX) -
w 1‘:‘9 - —g(X.,X)Z -
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bulunur. Buradan
R(X.pX.X,¢X) = Hg(X,X)? (2.31)

elde edilir. Bu esitlik, ilerleyen adimlarda X yerine X +Y yazilarak genisletilecek ve H sabitinin
cift degiskenli bir ifadeye tasinmasinda kullamilacaktir. Ancak dnce, (2.27) esitliginin her iki
tarafinin ¢V vektor alam ile i¢ carpimi alinarak farkli bir egrilik 6zdesligi tiiretilmelidir:

2(RX.1)9Z,6V) = g @(RIX.1)Z). 0V ) + &Y. D)g(0X. 6V)

2
—8(X.Z)g(¢Y, V) —g(¥Y.¢Z)g(X, V) +g(X=cpZ)g(Y,soV)-

Bu esitlikte (2.2) bagintisi kullanilirsa

8(R(X.Y)¢Z, ¢V) = —g(R(X.Y)Z,V) +n(R(X,Y)%n(V) -2(Y,2)g(X,V)
+8(Y,.Z)n(X)n(V) +g(X,Z)g(Y,V) —g(X,Z)n(Y )n(V)
-8(Y,0Z)g(X,9V)+g(X,0Z)g(Y,¢V).

elde edilir. ?,Y,Z,V € D =kernicin p(X) =n(¥) = n(Z) = n(V) = 0 oldugundan yukaridaki

ifade sadeleserek

g(X,Y, @Z,oV)=—-R(X,Y,Z,V)—g(Y,Z)g(X,V)+g(X,Z)g(Y,V)
3
-8(Y,0Z)g(X,pV) +g(X,pZ) g(Y.pV).

bicimini alir. Simdi bu genel 6zdeslikte 9—> X veV — Y alahim:

R(X.Y, X, pY) = —R(? Y.X.Y)—g(Y, X)%X ) +g(X, X)g (YY)
—8(Y, ¢X)g(X, oY) +g(X, pX)g (Y, 0Y).
Burada g( X, ¢X) = g(¥, ¢Y) =0 oldugu ve (2.3) esitligi kullanildiginda

R(X.Y,pX,0Y) =—R(X,Y,X,Y)—g(X,Y)> +g(X,X)g(Y.Y) +g(X, oY) (2.32)

elde edilir. Simdi (2.27) esitliginde ¥ — ¢V ve Z — X yazilarak benzer bir ozdeslik daha

tiiretelim:

R(X,9Y)pX = o(R(X,0¥)X) +g (oY, X)pX = g(X, X) &Y — (oY, X)X + g(X, pX) Y .

Bu ifadede g(X,¢X) =0, n(¥) = 0 oldugundan Y =Y ve g(¢Y,¢X) = —g(¥. X) bagmntilar:
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kullanilarak esitlik
R(X.,¢Y)eX = o(R(X,0Y)X) +g(X.0Y)pX — g(X. X)Y + g(X.Y)X.
bicimine indirgenir. Bu esitligin her iki tarafinin Y ile i¢ ¢arpimi alinirsa

R(X,pY,0X.Y) = g(@(R(X,¢Y)X),Y) +g(X,0Y 2 (pX.¥) —g(X, X)g(Y.Y) +g(X,Y)g(X.Y)
= —g(R(X,¢Y)X,¢¥) - g(X,0Y)" =g (X, X) g(Y.¥) + g(X.¥)’
=—R(X, Y. X,pY) —g(X.0¥)* - g(X.X) g(Y.Y) +g(X.¥)".

elde edilir. Egrilik tensoriiniin simetri 6zelligi kullanilarak bu ifade

R(X.@Y.X,0Y) =R(X.@Y.Y,¢X)-g(X.¢¥)" - g(X.X)g(Y.Y) +g(X.¥)*.  (2.33)

biciminde yeniden diizenlenir. (2.27) esitliginde ¥ — ¢ X, Z — X yazarak bir bagka yardime1
ozdeslik elde edelim:

R(X,0X)pX = p(R(X,0X)X) —g(X, X)X + g (X, X)X = p(R(X, 0 X)X).

(Burada g (¢X, X) =0 ve g(¢X, ¢X) =0 oldugundan ilgili terimler sadelesmistir). Bu esitligin

Y ile i¢ ¢arpimi alinirsa
R(X,¢X,¢X,Y) = g(¢p(R(X,pX)X),Y) = —g(R(X,¢X)X,pY) = —R(X, pX, X, ¢Y)
)
bulunur. Ote yandan R(X, ¢ X, ¢X.,Y) = —R(X,¢X.Y,¢X) oldugundan
R(X,¢X,Y,pX) = R(X, X, X, p¥) (2.34)

esitligi elde edilir. Ikinci olarak (2.31) esitliginde X yerine X + Y yazilarak

R(X+Y,0(X+Y),X+Y,0(X+Y)) = Hg(X +Y,X +Y)?

elde edilir. Bu esitligin sag tarafi acildiginda
H[g(X+Y,X+Y)2] = H[g(X+Y, X+Y)g(X+Y,X+Y) g
3

= H|{g(X.X) +2¢ (X.) +g(1.Y) Hg(X.X) +2g (X.¥) +g (. 1)} |
= H[g(X.2)? + 20 (X.X)g (X.¥) +8(X. X)g(Y.¥) +2 (X.¥)g(X. X)

1
+4g(X, V) +2¢(X,Y)g(Y.Y) +?(Y, Y)g(X,X)+2g(Y,Y)g(X.Y) +g(Y,Y)2].
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olup gerekli sadelestirmeler yapildiginda

:
H[g(X+Y,X+Y)?| = H[g(X, X)4+g(Y.Y)’ +4g(X.Y)* +4g(X.X)g(X.Y)

+4g(V,1)g(X,Y) +2g (X, X)g(¥, Y)J

bulunur. Simdi sol tarafi cok dogrusallik (multilineerlik) 6zelliginden yararlanarak on alt1 terime

acalim:

3
R(X+Y,0X+ oY X+Y, 0X +¢Y) =R(X,0X, X, ¢X)+R(X,0X,X,¢Y)

1 2

+R(X,0X.Y,oX)+R(X,pX.,Y,¢Y)

3 4
+R(X,Y, X, oX)+R(X, Y, X, ¢Y)

5 6
+R(X,<,%’,Y, eX)+R(X,@Y.Y ¢Y)

7 8
+R(Y, X, X, oX)+R(Y,pX, X, ¢Y)

9 10
R(Y, XY, oX)+R(Y,pX.Y,pY)

12

11
+g(Y,z,pY,X, eX)+R(Y, oY X, pY)

13 14
+R(Y,@Y,Y, oX)+R(Y,¢Y Y, ¢Y).

15 16

Bu on alt1 terim, aralarindaki simetri ve (2.34) bagintist yardimiyla gruplandirilabilir. 1k olarak
1. ve 16. terimler (2.31) esitligi kullanilarak

1416 = R(X, oX. X.0X) + R(Y, Y ,Y,0¥) |

23

Y Ho(X,X)? +Hg (YY),
biciminde toplanir. Kalan on dort terimin toplami ise sadelestirmelerin ardindan
24t 15= 2HIzg(x,r)2+2g(X,X)g(X,Y)+2g(Y, Y)g(X,Y)+2(X, X)g(Y,Y)J (2.35)

seklinde ifade edilir. Simdi bu on dort terim, (2.34) esitligi ve egrilik tensoriiniin simetri ozel-

likleri kullanilarak dért alt gruba ayrilip yeniden yazilabilir. {1k grupta

9= R(X._, ‘IGX'J X._, (PY)'!
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(2.3

3= R(X,0X.Y,0X) 2" R(X,0X, X, oV),

3= R(X.,l,IC'Y, X,E,DX) = R(X,IIC'X,X,{PY),

9= R(Y, X, X,0X) = R(X,¢X,Y,0X) "2" R(X,¢X, X, )

oldugundan
2+43+45+49= 4R(§,¢X, X.,pY).

bulunur. Benzer sekilde ikinci grupta

8= R(X,V,Y,0Y) = R(Y,0Y, X, oY) "2 R(Y.0V.Y,0X),

12=R(Y.pX.Y.0Y) = R(Y.@Y.Y. 0X),

14=R(Y,Y. X, 0¥) "2 R(Y, V.Y ¢X),

15=R(Y,Y.Y,0X),

oldugundan

8+12+14+15= 4R(9,¢Y,Y,¢X)

elde edilir. Ugtincii grupta

7=R(X,pY.Y,¢X),
10: R(Y'J‘IGX'JX-:‘PY) = R(X,QCY,Y,@X),

oldugundan
T+10=2R(X,¢Y.Y,pX)
bulunur. Son olarak dordiincii grupta

4= R(?,pr,Y,goY),
13 = R(Y.,(PY., X:‘PX) =R(X1QX1Y1‘PY)1

oldugundan

4+13 =2R(X, ¢X,Y.¢Y)

elde edilir. Geriye kalan 6 ve 11 numarali terimler ise (2.33) esitligi kullanilarak ele alinir. Bu

30




esitlik once X, Y ciftine, ardindan ¥, X ciftine uygulanirsa

2

R(X,pY.X,0Y) = R(X,pY.Y,pX) - g(X,¥)" - g(X, X)g(Y.Y) + g (X.Y)?,
R(Y. XY, 0X)=R(Y.pX.X,0Y)—g(Y,0X)* —g(Y.Y)g(X,X) +g(Y,X)

bulunur. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa

6+11=R(X,@Y.Y,0X) +R(Y,pX,X,0¥) —2g(X,¢¥)* +2g(X,¥)* - 2g(X, X)g(¥.Y)

elde edilir. Bulunan tiim bu grup toplamlari bir araya getirildiginde,

2+ +15=2[2R(X,0X, X, ¢Y) +2R(Y, oY, Y.¢X) + 2R(X, Y.Y, pX) + R(X, 0 X, Y, ¢Y)

—g(X. 0¥ —g(X. X)g(X.¥) +g(X.1)?|

seklinde tek bir ifadeye indirgenir. Burada R(X,¢X,Y, ¢Y) terimi, 1. Bianchi 6zdegligi kullani-
larak farkli bir bigcimde yazilabilir:

p)
R(X,0X. Y, oY)+ R(pX.Y. X, oY)+ R(Y, X, 0X,pY) =0.
Buradan

R(X,pX.Y,pY) = —R(¢X.Y,X,pY) —R(Y, X,c,oX,g’)
=R(Y,eX, X, 0Y)+R(X.Y,0X,¢Y)

bulunur. Bu ifade, daha once elde edilen (2.32) esitligi ile birlikte yukaridaki toplamda yerine
yazilip gerekli sadelestirmeler yapildiginda, (2.35) esitligi

2R(§,¢X,X,(,0Y) +2R(Y, oYY, 0X) + 3R(X,0Y.Y, o X) - R(X.Y, X,Y)
- HIZg(X,Y)2 +22(X,X)g(X,Y) +22(Y,¥)g(X.Y) +g(X,X)g(Y,Y)J (2.36)

bicimini alir. Simdi (2.36) esitliginde Y yerine —Y yazilirsa

_ 2R(§, 0X, X, oY) - 2R(Y, Y, Y,0X) + 3R(X,0Y,Y, oX) - R(X, Y,?, Y)
B HI 20(X,Y)2 = 2¢ (X, X)g(X,Y) -2 (¥, V)g(X,Y) +g (X, X)g(¥, Y)J (2.37)

elde edilir. (2.36) ile (2.37) taraf tarafa toplandiginda, karsilikli olarak sadelesen terimler cika-

rildiktan sonra

3R(X,Y,Y,¢X)—R(X,Y.X,Y) = H|2g(X,Y)* + g(X, X)g(Y,Y)] (2.38)
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sonucuna ulagilir. Bu esitlikte Y yerine ¢Y yazildiginda

3R(X,Y,¢Y,pX) -~ R(X,¢Y,X,¢¥) = H|2g(X,pY)* - g(X,X)g(Y.Y)|. (2.39)

elde edilir. (2.32) ve (2.33) esitlikleri (2.39) da yerine yazildiginda

3R(X,Y.X.Y)—R(X,@Y.Y,0X) +2g(X.Y)? = 2g(X,¢¥)* - 2g(X, X)g(Y.Y)

= HIZg(X,c,oY)z—g(X,X)g(Y,Y)J (2.40)

bulunur. (2.38) esitliginden R(X,¢Y.Y,X) terimi cekilip (2.40) da yerine yazilir ve her iki
taraf 3 ile ¢arpilarak diizenlenirse

3
4R(X,Y,X.Y) = (H-3)(g(X.Y)? - g(X.X)g(Y.Y)) +3(H + 1) g(X,¢Y)* (2.41)

esitligine ulasilir. Bu asamada amac, R(X,Y, X,Y) bicimindeki ifadeyi dort farkli vektor alam
iceren genel R(X,Y,Z,W) bicimine tasimaktir. Bunun icin (2.41) esitlifinde X — X +t1Z,

Y — Y+ sW yazilir ve elde edilen esitligin her iki tarafi ayr ayr1 agilir.

Sol tarafin agilimi, cok-dogrusallik ozelligi kullanilarak

R(?+rZ,Y+SW,X+rZ,Y+SW) =R(X,Y.X.Y)+sR(X.Y.X.W)
+tR(X. Y, Z.Y)+tsR(X.Y,Z, W)
+sR(X,W,X.Y) +s*R(X. W, X,
+tsR(X,W,Z.Y)+ts°R(X.W,Z,W)
+tR(Z,Y, X, Y)+tsR(Z,Y, X, W)
+2R(Z.Y,Z,Y) +t*sR(Z,Y.Z. W)
+iSR(Z,W,X,Y)+ts*R(Z,W,X, W)
+1*sR(Z,W,Z,Y) +1t*s°R(Z, W, Z, W)

biciminde elde edilir. Sag taraftaki ii¢ terim ise sirastyla agsagidaki gibi ac¢ilir. Birinci terim icin

e(X +1Z,Y +5W)? = (g(X,Y) +2(X,sW) +2(1Z,Y) +g(rZ,sW))2

2

- (X,Y)+sg(X,W)+.rg(Z,Y)+.rsg(Z,W))

= g(X,Y)2 +25g(X.Y)g(X, W) +2tg(X,Y)g(Z,Y)+2tsg(X,Y)g(Z, W)
+ 528 (X W)+ 2tsg (X, W)g(Z.Y) + 252 (X, W)g(Z, W)
+12g(Z.Y)> +21%5g(Z.Y)g(Z. W) + 1252 g(Z, W)?
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ikinci terim icin

g(X+rZ,?+rZ)g(Y+sW,Y+sW)
= (8(X.X) +21g(X,Z) +17g(Z,Z)) (g (YY) + 25 (Y, W) + s7g (W, W))
=g(X, X)g(al’) +258(X. X)g(Y. W) + s°g (X. X)g(W.W) +21g (Y. ¥)g(X.Z)
+41sg(X,Z2)g (Y, W) +2t5*¢(X, Z)g(W. W) +1*¢ (Y.Y)g(Z,Z)
+21%5g(Z,2)g(Y W) +1*s>g(Z,Z)g(W, W)

ve liglincil terim igin
(X +1Z,0Y +@(sW))g(X +1Z,0Y + p(sW))

2
= (80X, )+ 58(X, W) +18(Z,6¥ ) + 158 (Z,4W) )
=g(X, {,o}%z,+ s2g(X, oW +12g(Z, oY) +125%g(Z, oW)?
+25g(X,0Y)g (X, oW) +21g(X,¢Y)g(Z,pY) + 2tsg (X, @Y )g(Z, ¢W)
+2t5g(X, oW)g(Z,0Y) +2t5°¢(X, g W) (Z, W) +21758(Z, Y ) (Z, oW)

ifadeleri elde edilir. Bu ii¢ agilhim (2.41) esitliginde yerlerine konulduktan sonra, esitligin her iki

tarafinda t ve s parametrelerinin ayn1 kuvvetlerine sahip terimler birbirine esitlenir.

0.0

's" igin:

1
4R(X.Y,X.Y) = (3—3)53(){',}’)2—(H—B)g(X,X)g(Y, Y)+3(H+1)g(X,¢Y)>%

t's? igin:

2R(X.Y,Z.Y) = (H-3)[28(X.Y)g(Z,Y)-2g(Y.Y)g(X.Z)| +3(H+1)2¢(X,0Y)g(Z,¢Y).

195! icin:

2R(X,Y. X, W)= (H-3) [2g(,Y)g(X,W)—2g(X, X)g(Y . W) | +3(H+1)2g(X, ¢Y)g(X,eW).

t's! igin:

2R(X,Y,Z,W)+2R(X.W,Z.Y) = (H-3) I2g(X,Y)g(Z,W) +2¢(X,W)g(Z.Y) —4g(X,Z)g(Y,W)]

+3(H+l)l2g(X,<,pY)g(Z,<pW)+2g(X,c,pW)g(Z,gaY)]. (2.42)

152 igin:

QR(X,W,Z,W) = (9—3) IZg(X, W) (Z,W) +2¢ (X, Z)g (W, W)] +3(H+1)2g(X, oW)g(Z, oW).
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t*s! icin:
QR(Z.Y.Z, W)= 8—3) IZg(Z,Y)g(Z, W)+2¢(Z,2)g(Y, W)]+3(H+l)l2g(Z,cpY)g(Z,ch) .

..
=57 1¢1n:

R(Z.W,Z,W) = (H=3) [g(Z, W)~ g(Z,2)g(W, W)] +3(H+1)g(Z, oW)2.
1952 igin:
R(X,W,X,W) = (H-3) lg(X, W)?—g (X, X)g(W, W)J +3(H+1) g(X,oW)2.

%5 igin:

R(ZY,Z.Y) = (H-3) Ig(Z,Y)2 —e(Y.V)g(Z, Z)J +3(H+1)g(Z, oY)

Ozellikle t's' katsayih terimler karsilastirildiginda (2.42) esitligi elde edilir. Bu ifadenin her iki

tarafi 2 ile carpilirsa

w@rzw rarcwzn - Benfenezm cecmie@y) - 20 200.m)
+3(H+1)[g(X. 0V )g(Z.oW) +2(X.oW)g(Z.9Y)|  243)

bulunur. Simdi (2.43) esitliginde Y < Z degisimi yapilip elde edilen ifade —1 ile ¢arpilirsa

4R(, ZY.W)-4R(X.W.Y.Z) = —(—3){g(X,Z)g(Y, W) +g(X,W)g(Y.Z) -2g(X.Y)g(Z,W)}

- 3(H+1){g(X,9Z)g(Y,pW) +g(X,pW)g(Y,0Z)} (2.44)

elde edilir. (2.43) ile (2.44) taraf tarafa toplandiginda

4{ R (g,Y,Z,W)+R(X,W,Z,Y) —R(X.Z.Y.W)—R(X, W,Y,Z)}
1

+ 3(H+ 1) {2 (X, ¢V)8(Z, W) + (X, gW)Q(Z,9Y) ~8(X, 6Z)g (¥, oW) — g (X, ¢ W) (¥ ¢ Z) |
1

=3(H-3){g(X,Y)g(Z,W) - g(X,Z)g(Y, W)}

+3(H + D) {g(X, ¢Y)g(Z, W) +2g(X,oW)g(Z, oY) — g(X, 0Z)g(Y,pW)}.

esitligine ulasilir. Esitligin sol tarafi, 1. Bianchi 6zdesligi ve egrilik tensoriiniin simetri 6zellikleri

kullanilarak sadelestirilir. Bianchi 0zdesliginden
R(Y,g, W.X)+R(Z,W.,Y.X)+R(W,Y,Z,X) =0.
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yazilir; simetri 6zelliginden bu ifade
g(W,X,Y,Z) +R(Y.X,ZW)+R(Z,X,W.Y) =0
bicimine dontistiiriiliir ve tigiincii terim cekilerek

g(z, X,W.Y) = -R(W,X.Y.,Z) —R&X,z, W)
=R(X,W.Y.Z)+R(X.Y,Z.W).

bulunur. R(X,Z.Y,W) = R(Z,X,W.Y) esitligi de géz Oniine alinarak sol taraf

4R(X.Y,ZW)+4R(X,W,Z,Y)-4R(X,Z.Y W) —4R(X,W.Y,Z)
=4R(X.Y,Z,W)+4R(X,W,Z,Y)—4R(Z,X.W.Y) —4R(X,W.Y.Z)
=4R(X.Y,Z,W)+4R(X,W,Z,Y)—4(R(X,W,Y,Z)+ R(X,Y,Z,W)) —4R(X,W.Y,Z)
=4R(X,W,Z.Y)-8R(X.W.Y.Z)

= 12R(X,W,Z,Y),

bigciminde tek bir terime indirgenir. Boylece

12R(X, W, z,) =3(H-3){g(X.Y)g(Z,W)-g(X,Z)g(Y W)}
+3(H+1){g(X,0Y)g(Z,oW)+2g(X,oW)g(Z,0Y) - g(X,0Z)g (Y, W)}

elde edilir. Bu esitlikte Y «<» W degisimi yapilip sonucun W ile i¢ carpimi alindiginda, X,Y,Z € D
icin aranan egrilik ozdegligi

AR(X.Y)Z = (H—3){g(Y,Z)X—g(X,Z)Y}
(2.45)
+(H+1){2(X, 07) gV +8(V.07) pX ~2g(X, o) 9 Z}.

biciminde elde edilir.

(2.45) esitligi yalmzca X, Y, Z € D i¢in gegerlidir; ispatin tamamlanmasi i¢in bu sonucun
x (M) iizerindeki keyfi vektor alanlarina genisletilmesi gerekir. Bunun i¢in her X € y (M)

X =Xo+n(X)E, Xo=X-n(X)éecD
seklinde aynistirilir. Benzer bigcimde Y =Yg+ n(Y)é, Z = Zy + p(Z)¢& alimr. ¢ = 0 oldugundan

X =9Xo, @Y =9,  @Z=¢Z.
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baginuilan gecerlidir. Bu ayristirma kullamlarak R(X,Y)Z ifadesi sekiz terime acilir:

R(X,Y)Z = R(Xo+n(X)¢, Yo+n(Y)é)(Zo +n(Z)é)
= R(X0,Y0) Zo+n(Z) R(Xo, Yo)é +1(Y) R(Xo,gzommn(aR(Xo,.zf).f

I 2 3 4
+X) R(&Y0)Zo+n(X)n(Z) R(E,Y0)E+n(X)n(Y)R(E, &) Zy+n(X)n(Y)n(Z) R(£,€)€.

5 6 7 8

Bu sekiz terim tek tek incelenir. ?(g—‘,{-‘) = —R(&,¢) oldugundar?ZR(f,f) = 0, dolayisiyla
)& =n(Xo)Y —n(Yo)X esit-
liginde n(Xy) = n(¥y) = 0 oldugundan bu terim de sifirdir. Kalan terimler ise (2.1) bagintilan

R(£,€) =0 olup son iki terim sifirdir. Ikinci terim icin R(Xp,Yo

kullamilarak

3 ZY) R(Xo,&)Zy =n(Y) (g(Xo,Za)f—’?(Zo)Xo) = W(Y)g(P&,Z{).E
4 =n(Y)n(Z) R(Xo,&)é = H(Y)H(Z)(g(Xo,é")é"—’?(.f)Xn) =-n(Y)n(Z)Xo
5 Z&(X) R(&,Yy)Zy = —n(X) R(Yy, &) Zy = —q(X)(g(YO, Zf))f—’?(zﬂ)}’o) =-n(X) g(Yo,Zo)¢

6 =1(X)1(Z) R(E Yo = -n(X)n(Z) R(Yo, £) = -n1(X)n(2) (2 (Yo, )€ ~n(€)Yo) =n(X)n(Z) Yo

bicimindg hesaplanir. Diger taraftan (2.45) esitligi X, Yo, Zo icin uygulanip g (Yo, ¢Zo) =g (Y. ¢Z)
ve g(Yo,Zo) = g(Y,Z) —n(Y)n(Z) bagintilar: kullanilarak

AR(Xo, Y0)Zo = (H-3){e(V,2)X —g (¥, 2)n(X)&—n (V)(Z)X

~2(X.2)Y +g(X, Zn(V)é +n(X)n(2)Y)

+(H+1) {g(Y,soZ)sz—g(X,soZ)soY —-2g(X, ch)sGZ},

elde edilir. Elde edilen bu ifade ile daha 6nce hesaplanan diger terimler bir araya getirildiginde

R(X,Y)Z = R(X,Yo)Zy +n(Y) g (Xo, Zn)?—n(Y)n(Z) Xo—n(X)g(Yo, Zo) E+n(XIn(Z) Yy
(2.46)

Ozdesgligi elde edilir. (2.46) esitliginin her iki tarafi 4 ile carpilip gerekli sadelestirmeler yapildi-

ginda, aranan genel sonug

4R(X,Y)Z = (H—3){g(1’,2)x-g(x, Z)Y}
+ (H+ 1){—g(1’, Z)n(X)é+g(X, Z)n(Y).E—n(Y)n(z)Xw(X)n(Z)Y}

+ (H+D){e0 9Z)pX - g(X.0Z)¢Y ~28(X,¢Y)¢Z|.
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biciminde bulunur ve bu ifade (2.30) esitligine denktir. Bdylece 6nermenin gerekli kosul kism1

ispatlanmisg olur.

Yeterli kosulun ispat1 icin tersine, (2.30) esitliginin saﬁndlgl kabul edilsin. X € D ve
g(X, X) #0olsun. (2.30) esitliginde Y = ¢ X ve Z = ¢ X alinirsa, p(X) = n(¢X) =0, g(X,¢X) =0
ve g(pX,¢X) =—g(X,X) oldugundan

4R(X, X)X = -4Hg(X, X)X
elde edilir. Buradan
R(X.pX)oX = —Hg(X,X)X.
bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin X ile i¢ carpimi alinirsa

R(X,¢X,pX,X)=-Hg(X,X)*

elde edilir. O halde

B R(X,pX,0X.X) _ —Hg(X.X)*
g(X. X)g(pX, 0X)—g(X,0X)? —g(X,X)?

L (?1 ©X)

sonucuna ulasilir. Boylece M manifoldunun sabit ¢-paraholomorfik kesitsel egriligi H oldugu

gosterilmig olur ve onermenin ispati tamamlanir. m

Onerme (2.2.6) ile verilen egrilik tensorii 6zdesligi, Ricci tensériiniin ve skaler egriligin

de acik bigimde hesaplanmasina imkan tanir.

Sonucg 2.2.2. Boyutu 3 ten biiyiik olan ve sabit ¢-paraholomorfik kesitsel egriligi H olan bir
para-Kenmotsu manifoldun Ricci tensorii

Ric(Y,Z) = :—lg(n(H—3) +H+1)g(Y,Z) - %(n+ D)(H +D)y(¥)n(Z) (2.47)

seklindedir. Ayrica skaler egriligi

scal = (n(H—3)+H+l](2n+l)—%(n+l)(h’+l) (2.48)

b2 | =

ile verilir.

ispat. (2.30) esitliginin X ve son indis {izerinden izini (kontraksiyonunu) alarak Ricci tensoriinii

elde edelim. (2.21) esitliginden

gﬂ
Ric(Y,Z) = Z ea (R(Eg,Y)Z, Eg), 1(Ea,Eg) =€4 € {+1,—1}.

a=1
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yazilir. Buradan

4Ric(Y.Z) = ) £41(4R(E0.Y)Z, E,)

=(H-3)) e 1(1(1’,2)5& —1(E..2)Y, Eﬂ)
‘
HHADY £ 1 (1En(Z)Y —n (2 Ea+n (V) WEw 2)E - n(E)LY. 2, Eo)

FHAD)Y e01 (10,6290~ 1(Ea,¢Z)g¥ +21(9Ea V)97, Eo).

Simdi bu toplamlari katsayilarina gore ayri ayri inceleyelim. ilk olarak, (H —3) katsayil terimi
hesaplandiginda

Zsa 1(1(Y,Z)E,, EJ) = 2n+1) 1(Y,Z).

Zsa (- 1(Ea.2)Y, E,) = —1(Y.Z).
[
elde edilir. Boylelikle bu terimlerin toplami 2n(” —3) 1(Y, Z) dir.
(H + 1) katsayil1 terim hesaplandiginda ise

ea L(n(Ea)n(2)Y, E,) = n(Y)n(Z),

e W (=n(Y)N(Z)E,, Eq) = —(2n+ 1)n(Y)n(2),
a1 (n(Y)1(Ea, Z)¢, Eq) =n(Y)n(Z),
e 1(—n(E)1(Y.Z)é, Ey) =-1(Y. Z),

ea 1(1(Y,0Z)¢E,, E,) =0,

S-ﬂ l(_ I(E&'J";GZ){PY: E&) = _l({PY! ‘IGZ)'J

£a 1(21(9Eq, Y)@Z, Eq) = =2 1(¢Y, 9Z).

bulunur. Dolayisiyla (H + 1) (2 1(Y,Z)-2(n+ l)q(Y)q(Z)) elde edilir. Sonug olarak

M= =D1=01 =111 =

ARic(Y.Z) = 2n(H=3) 1(Y.Z) + (H+ 1)(21(Y, Z)-2(n+ l)n(Y)n(Z)),

ve 4 e boliince (2.47) ifadesi elde edilir.
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(2.47) esitligini
1 1
Ric=al-pnen, azi(n(H—3)+H+l], ,Bzi(n+l)(H+l)
seklinde yazalim. Skaler egrilik, Ricci tensoriiniin izi oldugundan

scal = tr(Ric) = Z“:ﬂ Ric(E,,E,)

=Y %(n(H—B) +H+l]g(Ea,Ea)—%(n+l)(H+ 1) n(E,)?

1 1
= 5(n(H~3) +H+1) > £48(EaEa) - S+ D(H+1) ;a‘a n(Eq)>.

a

Buradan
scal = ) eq(aga —p(Ea)’) = ) e5—B ) can(Ea)’.

£2 =1 oldugundan ¥, &2 = 2n + 1 elde edilir. Ayrica uygun bir ortonormal tabanda E,.; = &

secilirse n(E,) =0 (a < 2n) ve n(¢) = 1 oldugundan

ZSaH(E{a)Z =& = L.

a

Buradan (2.48) esitligi elde edilir. m
2.3. Para-Sasakian Manifoldlar

Tanmm 2.3.1. (M,¢,&,1,g) bir parakontak metrik manifold olsun. Eger
(Vx@)Y = —g(X.Y)é+n(Y)X (2.49)

kosulu saglamyorsa, M para-Sasakian manifold olarak adlandirnlir (Zamkovoy, 2008).

Ornek 2.3.1. M = R3 iizerinde (x, y,z) standart koordinatlar olmak iizere
E|:=0:+y0-, Ey =20y, &i=0,

vektor alanlarini,
n:=dz—ydx, wE|=E), wEy=E;, ¢&=0

yapi elemanlarini ve

g(EL,Ep) =1, Ez,Ez)=—ls g&é€ =1, g(E.E;))=0(#]).
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metrigini tanimlayalim. Bu durumda (¢,&,7.g) yapisimn R* iizerinde bir para-Sasakian yapi

olusturdugunu gosterelim.

Oncelikle E\,Ey, &, (+,—,+) isaretine sahip ortonormal bir tabandir. Ayrica

n) =1, n(E)) =n(Ez) =0

esitlikleri saglamir. Bununla birlikte,

O’ E =E;, (I-n®&E;=E;, PE=0, (I-n®&)¢ = 0.

oldugundan, (2.1) esitligi saglanir.

¢ Metrik uyumluluk kosulu: Taban vektorleri iizerinde inceleyelim:

Ei: g(@E,¢E|)=g(ExE)) =-1=—g(E|,E)+0,
Ey:  g(@Es,¢Er) =g(EEy) =1=—-g(E, E2)+0,
£: g(0,0)=0=—g(£,&)+n(&)’ =—1+1

X=Y
X=Y
X=Y

Dolayisiyla metrik uyumluluk kosulu secilen taban iizerinde saglanmaktadir.

Verilen vektor alanlarinin Lie parantezleri
[Er, Ex] ==2&,  [E1 €] =[E2é]=0.

bicimindedir. Bu esitlikler ve (2.5) bagintis1 yardimuyla baglanti bilesenlerini hesaplayalim.
Ornegin, W = E; secildiginde

28(Ve & Ex) = —g([E1. E2].€) = —g(-2£.6) =2
olur. Buradan
g(Vg & E) =1
elde edilir. g(E>,E>) = —1 oldugundan
Vi =-Ey=—¢E,
bulunur. Benzer sekilde Vi, & = —E| = —¢E; elde edilir. Boylece i = 1,2 i¢in

V& =—¢E;
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esitligi saglanir. Diger taraftan, Koszul bagintisinda X =Y = & ve W = E; alinirsa
Vee =0
elde edilir. Benzer hesaplamalar sonucunda Levi-Civita baglantisinin bilesenleri
Ve, E1=0, Vg Ey=0, Vg Ey=-¢, Ve Ei=¢, Vipé=—¢E (i=12), Vi£=0

seklinde elde edilir.

e Para-Sasakian karakterizasyonu:
o X=FE ,Y=E:

(Ve,9)E1 =V, (¢E1) — (Vg E1) = Vi (E2) —¢(0) = —£,
éte yandan

—8(EvEE+n(EN)Er=—1-£+0=-¢.
o X=E), Y=E,:

(Vi,0)Es2 = Vi, (9E2) — (Vg Ez) = Vi, (E1) —¢(0) = €,
éte yandan

—8(E2, E2)E+n(E2) Ez = —(—%§+0=§-
o X=E, Y=¢:

(Ve )€ = Vi, (98) (Ve €) = Vi, (0) —p(—Ea) = —p(-E2) = p(E2) = Ey,
éte yandan

—g(E,E)éE+n(E)E =0+ 1-E\=E,.

Yukaridaki hesaplar, secilen taban lizerinde (2.49) esitliginin saglandigini gosterir. Egitligin her
iki tarafi da X ve Y ye gore tensoriyel oldugundan, {E, E2,&} tabaminda dogrulanmasi tiim

vektor alanlart X,Y icin gecerlidir. Boylece (¢, &,n,g) yapist para-Sasakiandir.

Onerme 2.3.1. Bir M para-Sasakian manifoldu iizerinde asagidaki esitlikler saglanir
(Zamkovoy ve Nakova, 2018).

o Vyié=—gX, (2.50)
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3
. (V’g?)Y=dn(X,Y)=g(X,soY), (2.51)
o (Leg)(X)Y)=0, (2.52)
o N, (X,¥)-2dn(X,¥)é =0. (2.53)

Ispat. (2.49) esitliginde Y = £ alimirsa

(szo)?= —8(X, )& +n(E)X
esitligi elde edilir. Buradan —¢(Vx&) = —np(X)&+ X olur. Esitligin her iki tarafina ¢ uygulandi-
ginda, ©*(Vx&) = —¢X +n(X)¢é bulunur. Boylece (2.1) esitliginden (2.50) elde edilir.

Ayrica,

(Vi) (V) = g(¥, V&) 227 g(X. 7).

Dag tiirev tanimi kullanilarak
dn(X.¥) = X () =¥ (X)) =n([X. YD)

L) (1) = (T (0}

= 2 {e X o1) (¥, o)]

=g(X,¢Y)

[N o

esitligi bulunur. Dolayisiyla (2.51) saglamr.

(2.52) esitligini gostermek icin Lie tiirevinin metrikle iligkisi kullanilir:

(Leg)(X.Y) :E(VXE,Y)+g(X,V}»§)
=g(—pX.Y) +g(X,—¢Y)
=—8(pX.Y)—g(X,¢Y)
=—(—g(X,¢Y))-g(X,¢Y)
=0.

Boylece (2.52) esitligi saglamr. Baska bir ifadeyle, £ bir Killing vektor alanidir.
Son olarak, (2.53) esitligi; (2.1), (2.6) ve (2.49) esitliklerinin birlikte kullamlmasiyla

dogrudan elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Lemma 2.3.1. (Mz”"' , ¢, &,1, g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu durumdaher X,Y,Z, W €
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x (M) icin agagidaki esitlikler gecerlidir (Zamkovoy, 2009).

. g(x,y,{,az, W)+ R(X,Y,Z,oW) = —dn(X,W)g(¥,Z)+dn(X,Z)g(Y,W)

. R(¢X,¢Y=¢Z=¢W)—R(X,Y,Z,g/) =n(X)n(W)g(Y.Z)+n(¥Y)n(Z) g(X, W)
-n(¥)n(W)g(X,Z) -n(X)n(Z)g(Y. W),

o R(X,0X.Y.¢Y) :—R(X,Y,X,Y)+R(X,¢Y,§,{,0Y)+n(X):;.'(Y)g(X,Y)
+2(dn(X,Y)2—g(X,Y)2+|X|2|Y|2).

ispat. (2.49), (2.50), (2.51) esitliklerinden ve egrilik tensoriiniin simetri 6zelliklerinden yarar-

lamlarak lemma ispatlanir. m

Bianchi 6zdeslikleri ve yukaridaki lemmadan asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.3.1. (M, ¢.&,n.2) bir para-Sasakian manifold olsun. ¢ ye dik olan X,Y,Z, W vektor
alanlar1 (esdeger olarak n(X) = n(Y) = n(Z) = n(W) = 0) icin asagidaki esitlikler saglanir
(Zamkovoy, 2009).

. g((pxu(st (PZ-: {PW) = R(X'! 1Z-: W)'J

o R(X,0X.Y,oY)= —R(X.Y,X.Y)+R(X,¢Y.X,¢Y)
+2((dn(X )2 = (L) + XY ).
Teorem 2.3.2. (M,p,£,n,g) boyutu 2n + 1 olan bir para-Sasakian manifold ve n > | olsun. Eger

paraholomorfik kesitsel egrilik bir no%ada secilen paraholomorfik kesitten bagimsiz ise, egrilik

tensorii asagidaki bicimdedir: Her X,Y,Z, W € y (M) icin

=3

+ %(g(X,Y)n(Z)n(W) +8(Z,W)n(X)n(Y) _é(X’ W)n(¥Y)n(Z) =g(Y.Z)n(X)n(W)

+8(Y.0Z) g(X, oW) — g(X.0Z) g(Y, W) +2g(X, ¢Y) g(Z,xpW}),

burada k bir sabittir (Zamkovoy, 2008).

Ispat. Onerme 2.2.6 daki ispata benzer adimlarla hesaplanabilir. m
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3. METALIK MANIFOLDLAR
Bu boliimde metalik yapilar ile ilgili temel tanim ve 6zelliklere yer verilecektir.
3.1. Metalik Riemann Manifoldlar

Tamm 3.1.1. Herhangi bir M diizgiin manifoldu tzerinde (1,1)-tipindeki bir tensor alan1 P
olsun. Eger her p € M noktasinda P"~'(p), P* %(p).....P(p).I(p) tensorleri lineer bagimsiz

olacak sekilde P tensor alam
Ox)=x"+a,x" "+...+ax+a, I =0

cebirsel denklemini sagliyorsa P tensor alanina bir polinomial yapi (polynomial structure)
denir. Q(x) monik polinomu ise bir yap1 polinomu olarak adlandirilir. Burada 7, M manifoldu

tizerindeki (1,1)-tipindeki 6zdeslik tensor alanim gostermektedir (Goldberg ve Yano, 1970).

Bu genel tanim, ikinci dereceden polinomlar tizerinden elde edilen bir¢ok klasik geomet-
rik yapiy1 da (hemen hemen ¢arpim (almost product) x> — I = 0, hemen hemen kompleks (almost

complex) x? + 1 = 0) tek bir cat1 altinda toplamaktadir.

Bu bakis acisindan hareketle, polinomial yapilar i¢inde 6zellikle ikinci dereceden bir

polinom bagintisi saglayan ozel bir simif secilerek altin oran geometrisine gecilir: Eger
P=x+l

saglaniyorsa, x altin oranakarsilik gelen altin yapi (golden structure) olarak adlandirilir. Boylece
polinomial yap: kuramu icerisinde altin oranla iligkili en temel 6rnek, dogrudan ikinci dereceden

bir polinom secimiyle elde edilir.

Spinadel’in yaklasimi ise altin orami yalnizca tek bir sabit olarak ele almak yerine, onu
tireten “ardisik terim orani limitini” parametreli bir bicimde genellestirerek bir aile tanimla-
maktir. Bu amacla Spinadel, p,q € IV icin genellestirilmis ikincil Fibonacci tipinde (GSFS)

dizileri
Gn+1l)=pGn)+qGn-1)

baginusi ile ele alir ve bu dizilerde ardisik terim oraninin limitinin var olup pozitif bir reel say1ya

yaklastigini belirtir.

Bu yineleme, matris formuna

G(n+1) [p q G(n)
( G(n) )_(l 0 (G(n—l)) (3.1)

44




seklinde tasinir; boylece problem, s6z konusu matrisin 6zdegerleri lizerinden analiz edilir (De
Spinadel, 1999).

Tanmm 3.1.2. p,g € IV olmak iizere, (3.1) ile ifade edilen yinelemenin gegig matrisi

P g
A, =
P (1 0

nin karakteristik denklemi
2—pl-g=0

olup, buna karsilik gelen 6zdegerler (kokler)

_P+Vp +4g P=Vp’+4q

Cpg= g Tpg= (3.2)

seklinde elde edilir. (p,q) parametreleri tiim dogal sayilar lizerinde dolasirken ortaya ¢ikan

pozitif 6zdegerlerin olusturdugu kiime
MMEF = {op4 : p.g €N}
metalik oranlar ailesi (metallic means family) olarak adlandirilir (De Spinadel, 1999).
Bu kokler, tamm geregi
(rzzpo-+q, T2=p1'+q. (3.3)

esitliklerini saglar.
Bu aile icinde literatiirde yerlesmis bazi 6zel (p,q) secimleri ve karsilik gelen adlandir-

malar asagidaki gibidir:

» Altin oran (golden mean) (p,q) = (1,1):

1++5

TAy = -

2

* Giimiis oran (silver mean) (p,q) = (2, 1):

JA3:1+V§.
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* Bronz oran (bronze mean) (p,q) = (3,1):

3+VI13

Tgr = .
2

» Bakir oran (copper mean) (p,q) = (1,2):

Ty = 2.

* Nikel oran (nickel mean) (p,q) = (1,3):

1+V13

ONi = .

2

Metalik oranlar ailesinden ilhamla, Hretcanu ve Crasmareanu 2013 yilinda metalik yapiy1

Riemann manifoldu iizerinde su sekilde tanimlamiglardr.

Tamim 3.1.3. M diizgiin bir manifold ve J : TM — TM (1, 1)-tipindeki bir tensor alani olsun.

J tensor alami agagidaki bagintiy:r sagliyorsa, J ile belirlenen polinomial yapiya metalik

yapi denir:

2

Jo=pJ+ql, (3.4)

burada p, ¢ pozitif tamsayilar, I ise T M iizerindeki 6zdeslik (birim) doniisiimiidiir.

gr bir Riemann metrigi olsun. Eger her XY € y (M) icin

gr(JX,Y) =gr(X,JY) (3.5)

esitligi saglaniyorsa gg metrigine, J ile uyumlu (ya da J-uyumlu) denir.

Bu kogullar altinda (M, gg,J) manifoldu metalik Riemann manifoldu olarak adlandiri-
lir ve (gg,J) ikilisine M iizerinde bir metalik Riemann yapist denir (Hretcanu ve Crasmareanu,
2013).

Ornek 3.1.1. M =R3, (x,y,z): standart koordinatlar, gz = dx? +d'y2 +d7? metrigini alalim.

Standart koordinat vektor alanlarin

a d d
€ =, €r =, €3 = —
dy az

ile gosterelim. Bu taban i¢in g(e;, e ;) = 6;; dir. J yi standart tabana gore su sekilde tanimlayalim:

?(el)z(fela J(e2) = oea, J(e3) = tes,
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metalik parametreler

secelim. Bu durumda metalik sayilar

2+2\/§=l+\/§, T:2—2\/§:l_\/§.

seklindedir. (3.3) esitliginin saglandigini kontrol edelim.

o= (1+V2)2=142V2+2=3+2V2,  20+1=2(1+V2)+1=3+2V2;
2= (1-V2)2=1-2V2+2=3-2V2,  2r41=2(1-V2)+1=3-2V2.

Bu durumda J nin matris gosterimi ({e, e;,e3} tabani altinda)
[J] = diag(o, o, 7) = diag(1+ V2, 1+ V2, 1 -V2)

seklindedir.
o Metalik yap: kosulu:
e igin:
Plen)=I((e) =J(oer) =cl(e) = o(oer) =o’er,
(pJ+ql)(e)) = pJle1) +qe = ploe)) +ger = (por+q)e;.
(3.3) esitliginden saglamir. Benzer sekilde e, ve e3 icin de dogrulanir. Dolayisiyla J, R tizerinde

bir (2, 1)-metalik yapidir.

o Metrik uyumluluk kosulu: Herhangi iki vektor alanini standart tabana gore yazalim:

X =Xx1e|+x282 + X33,

Y =yier +y2e2+y3es,

burada x;, y; diizgiin fonksiyonlardir.

Once J X ve JY yi hesaplayalim:

JX =xiJ(e))+x2J(er) +x3J(e3) = oxje; + oxrer + TX3€3,

JY =0oyie+0yvrer+Ty3e5.
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I¢ ¢arpimi1 hesapladigimizda

gr(JX)Y) =gr(ox1e1+0x2e2+TX3€3, yi€1 + Y202+ V3€3)

=0X| V) H0TX2y2+TX3Vs,

gr(X,JY) = gr(xje| +x2e2 + X383, OYyi€] +T Y282+ TY3€3)

=0X1yV1+0X2y2+TX3Y3.
bulunur. Bu da (M, J, gg) nin bir metalik Riemann manifoldu oldugunu gosterir.

Onerme 3.1.1. Bir J metalik yapisi1 asagidaki ozelliklere sahiptir:
1. Her n > 1 tamsay1st icin
9’=G(n).f+qG(n—l)I, (3.6)
seklindedir. Burada (G (n)]”20 genellestirilmis ikincil Fibonacci dizisi (GSFS) olup
G(0)=0, G(l)=1

baslangi¢ sartlarina sahiptir.

2. J, herx € M icin teget uzay T, M iizerinde bir izomorfizmadir. Dolayisiyla J tersinirdir ve

tersi

1
J=r'=2y-Pp (3.7)
q q

seklinde verilir. Bununla birlikte J bir metalik yap1 degildir; ancak ikinci dereceden bir

polinomial yap1 olup
2 —
qJ +pJ—-I=0
esitligini saglar.
3. J nin ozdegerleri metalik sayilar
Opg V& P~—0Upyg
seklindedir (Hretcanu ve Crasmareanu, 2013).
.
Ispat. (1) (G(n)) dizisi
G(0)=0, G(1)=1, Gn+l)=pG(n)+qGn-1) (n=1)
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seklinde tanimlansin. (3.6) esitligi timevarim metoduyla ispatlanabilir.
.
n=11¢gin:

G()J+gGO)=1-J+q-0-I=J=J"

saglanir.
n=2igin:
G(2) = pG(1)+gG(0) = p ve G(1) = 1 oldugundan
2
G(2)J+qgG()I=pJ+ql=J"

saglanir.

n icin dogru olsun. # + 1 i¢in dogru oldugu gosterilir:

1
Jﬂ+ :J”J

=(G(n)J+9G(n-1)1)J

=G(n)J*+qG(n-1)J
=G(n)(pJ+qgD+qG(n-1)J (3.4 kullamldr)
= (pG(n)+¢G(n—1))J +¢G(n)l
=Gn+1)J+q9G(n)l (dizi bagintis1)
=G+ 1)J+gG((n+1)-1)1I.

Dolayistyla n + 1 igin de saglandigindan (1) ispatlanir.
2

(3.4) esitligi J? — pJ = gl &= J(J —pI) = gl &= (J—pI)J = gl seklinde diizenlen-
diginde ve ¢ > 0 oldugundan

1 1
J-—(J-pD=1, —(J=pl)-J=1
q q

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla J her teget uzayda hem sagdan hem soldan tersinir olup bir
izomorfizmadir ve tersi
1 1
Jl==u-pn=-s-%
q g 9
seklinde ifade edilir. Simdi J := J~! icin kuadratik polinomial bagintiy1 ¢cikarahm. (3.4) esitligi

J~? ile soldan ve sagdan carpildiginda
I=pJ 14 qJ B
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elde edilir. Buradan
gl 2+ pl ' -1=0
ve J = J~! yazilinca
gT +pT—1=0 (3.8)

sonucuna ulasilir. Yani J ikinci dereceden polinomialdir.

Ayrica J nin metalik yap1 olmamasi su anlamdadir: genel olarak jz = pJ + gl esitligi
saglanmaz. Gerc¢ekten, metalik yapt oldugunu varsayalim: jz = pJ +gl.Buifade g ile carpildi-
ginda

., — “
qJ =pgl+q’l
elde edilir. Ote yandan (3.8) esitliginden
2 —
gl =1-pl
yazilir. Bu iki ifade esitlenince
1

1—pJ=pq.7+q2I e (l—qz)lzp(l+q)}

bulunur. Dolayisiyla p > 0 ve ¢ > 0 icin bu esitligin saglanmasi genel olarak miimkiin degildir.
Ozellikle ¢ > 1 iken sol taraf ya 0 ya da negatif katsay1l1 / iken sag taraf J ye baglhdir. Dolay1styla
J metalik yap1 olmak zorunda degildir. Boylece (2) ispatlanr.

3)
Her x € M icin J, : T,M — T, M lineer bir doniigiimdiir ve (3.4) esitligi noktasal olarak
J2=pl+ql

seklinde gecerlidir. Eger A, J, nin bir 6zdegeri ise, (3.4) esitligini bir 6zvektor tizerinde uygula-
yarak

Azzp/l+q — Az—pﬁ—qz{]

sonucu elde edilir. Bu ikinci dereceden denklemin kokleri

PP ag

/I+=
- 2
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_ptVpitiq

dir. Pozitif kok o, , := — oldugundan diger kok

pP—Vp*+4q _

5 P=Upgq

seklinde yazilir. Dolayisiyla J nin 6zdegerleri o, , ve p— o, , dir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Onerme 3.1.2. Metalik yapilar ikililer seklindedir. Yani J; bir metalik yap ise J, = pI —J; de
bir metalik yapidir (Ozkan ve Yilmaz, 2018).

Ispat. J; bir metalik yap1 olsun. /> nin bir metalik yap1 oldugunu gosterelim. Keyfi X vektor

alani icin

23X = J2()2X)
=DL(pX-J1X)
= plaX —J2(J1X)
=p(pX —11X)— (pJ1 X —J}X)
=p*X —pl| X —pl | X +J}X
=p’X —pI\ X —pli X +pJ\ X +gX
=p’X—ph X +¢X
=ppX-N1X)+gX
=phX+gX

saglanir. Boylece J> bir metalik yapidir. m

Tanim 3.1.4. (M|,g}¢,.l|) ve (M>, gi, J2) metalik Riemann manifoldlar ve f : M} — M> diizgiin
bir harita olsun. Her p € M| igin f nin diferensiyeli f,, : T,M; — Ty, M, ile gosterilsin.

f*poJl:J20f*p (39)

esitligi saglaniyorsa f haritasina metalik déniisiim denir (Akyol, 2019).

Ornek 3.1.2. R* ve R? iizerinde sirastyla (xy,x2,x3,x4) ve (y1,y2) standart koordinatlarini

alalim. Koordinat vektor alanlar:

E d E a E 0 E ad d d
=—, Ey=—, = — =— Ve & =—, &=—
: dxy 2 dxo 3 dxs 4 dxy : dy 2 dys

olmak iizere R* iizerinde J; ve R? iizerinde J, metalik yapilarini standart tabanlara gore asagidaki
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gibi tammlayalim:

JIE) =0pqElL, NW(E2)=0pgEr, JI(E3)=(p—0pg)Es, Ji(Es)=(p—0p4)Es.

Ve
Ja(g1) = op 481, Da(&2) =(p—opg)er.
Buradan
4
d d a
2 2
—_— = — = J — = —_—
Jl(ﬁ)q) Jl(o-r?;q) 7 I(uq) 7 oxi
ad ( ad
—(PU+Q)E—P(UK) o
ad a
=pJi|— I—
P I(r?X|)+q (ﬂm)
bicimindedir. Ayn islem —— ici 9 9 iin( ) kullanilarak yapil t
igimindedir. Ay islem = igin . 5. = - icin (p —p,q) kullanilarak yapihir ve sonugta

J=plhi+ql,  JE=ph+ql

elde edilir. Asagidaki doniistimii tanimlayalim.

f: R* — R2, f(x1,x2,%3,%4) = (

X1+ X2 X3+X4)
2 72 ]

FE) =361 f(E)=gen flEy)=sen f(E)=

&2

b =

elde edilir. (3.9) esitligini dogrulayalim.

* F| icin:
1 Tp.q

f(iEy) :-ﬁ“(‘rﬂﬂE'):‘Tp,qf*(El):‘rpsq'isl L A

1 | 1 Tpyg
ﬂ(f:«El) :JZ(EEH) = 512(80 = io'p.q{-," = TE;I_
Benzer sekilde E3, E3, E4 icin de saglanir. Sonug olarak f bir metalik doniistimdiir.

Teorem 3.1.1. (M, gg,J) bir metalik Riemann manifoldu ve (M,¢,&,7, g) bir hemen hemen
parakontak metrik manifold olsun. f : M; — M diizgiin bir doniigiim olup keyfi X vektor alani
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icin

[UX) = ¢ fi(X) (3.10)
kosulu saglansin. Eger

p’#(q-1)
ise, f sabit bir doniisiimdiir (Akyol, 2019).
Ispat. (3.10) esitliginin her iki tarafinda ? — JX yazildiginda

AUUX) =f(JX) = ¢f.(JX) = f.(]*X) (*)
elde edilir. (3.4) esitliginden

.

fI7X) = f(pIX +¢X) = p f.(JX) + g f.(X)

bulunur. (3.10) esitliginin her iki tarafina ¢ uygulaninca
)
pf(JX) = ¢ f.(X)

pLIX)+q f(X) = fu(X) —n(fu(X)) &
elde edilir. Dolayisiyla

prUX)+ (=D f(X) = —n(f(X) & (%)
sonucuna ulasilir. (*¥#) esitligine tekrar ¢ uygulanip ve (*) esitligi de ifadede yerine yazildiginda

p(pf.(JX)+qf.(X)) + (g -1 f,(JX) =0
bulunur ve buradan

(p*+q=DL(IX) = ~pq f.(X)

elde edilir. f,(JX) terimi yalniz birakilip

___ P
JAIX) == )
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ve (**) da yerine yazildiginda

p*q (g-1)*-p?
2 G-

-5 LX)+ (gD f(X) =—n(fi(X) § = f(X) = n(f(X)) €
p-+q-1

bulunur. Tekrar ¢ uygulaninca
4

Mxpﬂ(m = n(fu(X)) (&) =0

pr+g-1

elde edilir. (3.10) esitliginden f.(/X) = 0 olur. 3
Varsayim geregi p” # (¢ — 1)? oldugundan, katsayilar sifir degildir; dolayisiyla her X € y (M)
icin f,(X) = 0 elde edilir. Bu, f nin diferensiyelinin her noktada sifir oldugunu, dolayisiyla f

nin sabit oldugunu gosterir. m

Teorem 3.1.2. f,bir (M, ¢, &,17,g) hemen hemen parakontak metrik manifolddan bir (M, gz, J)

metalik Riemann manifolduna giden diizgiin bir dontisiim olsun. Eger

feoyp = Jof,
esitligi saglantyorsa, o halde p? # (g — 1)? kosulu altinda f sabit bir doniisiimdiir (Akyol, 2019).

Teorem 3.1.1 de verilen esitlik kogulunun, bakir (copper) durumu icin p =1 ve ¢ =
2 secimiyle saglanabildigi goriilmektedir. Bu nedenle, s6z konusu manifoldlar arasinda sabit

olmayan (non-constant) doniisiimlerin varlig1 miimkiindiir.
3.2. Metalik Yari-Riemann Manifoldlar

Metalik Riemann manifoldu kavrami, pozitif tanimli bir metrik altinda tanimlanmistir.
Bu kavrami, non-dejenere metrikleri kapsayacak bicimde genisletmek amaciyla metalik yari-

Riemann manifoldlar1 agagida tanimlanmaktadir.
Tamm 3.2.1. (M,g) bir yari-Riemann manifoldu ve J, M ilizerjpde tanimli bir metalik yap1
olsun. Eger g yari-Riemann metrigi, J ile uyumlu ise; yani her XY € y(M) icin

g(JX,Y) =g(X,JY) (3.11)

kosulu saglaniyorsa, (g,J) ikilisine M lizerinde bir metalik yari-Riemann yapis: ve (M, g, J)
manifolduna da metalik yari-Riemann manifoldu denir. Burada metalik parametreler p,g € R
seklindedir (Blaga ve Nannicini, 2020).

Tamm 3.2.2. (M,J,g) bir metalik yari-Riemann manifoldu olsun.

1. M iizerindeki bir lineer baglant1 V| olsun. Eger J nin bu baglantiya gore kovaryant tiirevi

sifir ise, (V;J =0) bu baglant1 bir J-baglantis1 (J-connection) olarak adlandirilir.
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2. Eger g metrigine ait yari-Riemann baglantis1 V, aym zamanda bir J-baglantis: ise baska

bir deyisle
VJ=0 (3.12)

saglaniyorsa, bu durumda (M,J,g) ye yerel olarak metalik yari-Riemann manifoldu

(locally metallic pseudo-Riemannian manifold) denir (Blaga ve Nannicini, 2020).

Her yari-Riemann manifoldu yerel olarak metalik yari-Riemann yapilara sahiptir. Ger-

gekten, p? +4q > 0 olmak iizere
J=pul

p=ypledg
2

(3.4) bagintisimi sagladigindan, (M, J, g) yerel olarak metalik yari-Riemann bir yap1 6rnegi verir
(Blaga ve Nannicini, 2020).

secelim. Burada u = olup I ozdeslik doniisiimiinti gostermektedir. Bu durumda J,

Tamm 3.2.3. p? +44¢ > 0 olmak iizere

PP +4q
2

J =, H=

seklinde tanimlanan metalik yapi trivial (banal) metalik yapi olarak adlandirilir (Blaga ve
Nannicini, 2020).

Tamm 3.2.4. (M [, g) bir metalik yari-Riemann manifoldu ve V da yari-Riemann baglantisi

olsun. Eger her X, ¥ € y(M) icin
(Vx )Y +(Vy)X =0 (3.13)

kosulu saglamyorsa, (M,J,g) manifolduna neredeyse yerel olarak metalik yari-Riemann
manifoldu (nearly locally metallic pseudo- Riemannian manifold) denir (Blaga ve Nannicini,
2020).

Tanmm 3.2.5. Bir J metalik yapisinin, Nijenhuis tensorii

3
gf(x,y) = [JX,JY] = J[IX.Y]=J[X,JY]|+J2[X.Y], X.Y € x(M),

sifir ise integrallenebilir (integrable) olarak adlandirilir (Blaga ve Nannicini, 2020).

Lemma 3.2.1. Eger (M, J, g) bir yerel metalik yari-Riemann manifold ise, o halde J integralle-
nebilirdir (Blaga ve Nannicini, 2020).
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ispat. (3.12) den VJ =0 elde edilir. Ayrica her g,l’ € y(M) icin
N_,'(X,Y) = (ij.f)y —(V_;}*.)()X+.f(vyJ)X—J(vx.f)Y (3.14)

yazilabildiginden, VJ = 0 altinda sa§ taraf sifir olur ve dolayisiyla N; = O bulunur. m

Onerme 3.2.1. (M,J,g) bir neredeyse yerel olarak metalik yari-Riemann manifoldu olsun. O
halde p2 +44g > 0 olmak lizere (M,J,g) yerel olarak metaliktir (VJ = 0) ancak ve ancak J
integrallenebilirdir (Blaga ve Nannicini, 2020).

Ispat. (= :) Eger VJ = 0 ise, J paraleldir ve 6zellikle (VxJ)Y =0 her X,Y icin saglanir. Bu
durumda N; tensoriiniin VJ cinsinden ifadesindeki tiim terimler sifir olacagindan N; = 0 elde

edilir. Dolayisiyla J integrallenebilirdir.

(&) Simdi (M, J,g) neredeyse yerel olarak metalik yari-Riemann manifoldu ve ayrica

J integrallenebilir olsun. (3.14) esitligine (3.13) kosulu uygulamnca
(VixJ)Y = —(V?J) JX). (V)X =-=(VxJ)(JY)
bulunur. Bu ifadeler (3.14) esitliginde yerine yazildiginda
Ny (X,Y) = —(Vy)(IX) + (V) (JY) + I (Vy J)X = I (V)Y (3.15)

elde edilir.

(3.15) esitligindeki birinci ve ticlincii terimleri birlikte ele alalim. Oncelikle (VY(JZX))

ifadesini kovaryant tiirevin ¢carpim kuralin: kullanarak agalim:
Vy(J2X) = Vy (J(IX)) = (Vpd)(JX) +J (Vy (JX)).
Sag taraftaki ikinci terime ¢arpim kural1 bir kez daha uygulandiginda
Vy(JX) = (Vy)X +JVyX
oldugundan,
Vy(J2X) = (Vpd) (I X) + T (VD)X +TVpX) = (Vy)(IX) +J(Vy) X + J*Vy X
esitligi elde edilir. Buradan ((VyJ)(JX)) terimi yalniz birakilirsa
(V) (JX) =Yy (J2X) = J(Vyd) X = J*Vy X

bulunur. Dolayisiyla
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—(Vy)(IX) +J(Vy )X = —Vy(J2X) + 2J(Vy )X +J*Vy X (3.16)

olur. Benzer sekilde, X ve Y degiskenlerinin rolleri degistirilerek

(Vx)(JY) =J(Vx))Y = Vx (J2Y) = 2J(Vx )Y — J*VyY (3.17)

baginusi elde edilir. (3.16) ve (3.17) esitlikleri (3.15) ifadesinde yerine yazildiginda, J yapisinin

Nijenhuis tensort
Ny(X.Y) = =Vy(J*X) + 20 (Vy) X + JPVy X + Vg (J2Y) =20 (Vx )Y =J*VxY  (3.18)

seklinde yazilir. Simdi (3.4) begintis1 kullanilarak

Vy(J?X) =Vy(pJX +gX) = pVy (JX) +qVyX = p(Vy )X + pJVyX +qVy X

olur. Ote yandan,
J?VyX = (pJ +qI)VyX = pJVy X +gVy X

esitligi saglanir. Bu ifadeler (3.18) esitligindeki Y degiskenine bagh ilk li¢ terimde yerine
yazildiginda

—Vy (J2X) + 27 (Vy )X + P2V X :—(p(vyJ)X+pvaX+qux)+2J(vyJ)X+(pvaX+quX).

Burada pJVy X ve ¢VyX terimleri karsilikli olarak birbirini gotiiriir. Boylece
—Vy (2 X)+20(Vy )X +J°Vy X = —p(Vy )X + 20 (Vy )X = (20 - pI)(Vy)X (3.19)
sonucuna ulasilir.

Simdi p2 +4¢ > 0 oldugundan 12 — pt — g polinomunun iki farkh ger¢ek kokii vardir; bu
nedenle g degeri bu polinomun kokii degildir ve dolayistyla J nin bir 6zdegeri olamaz. Boylece
2J — pI her noktada tersinirdir. (3.19) ve N,; = 0 birlikte

(21—91)(*9,;0){:0 = (WHX=0 (YX.Y)

sonucunu verir; yani VJ = 0.

Ters yonde, VJ =0 ise (3.14) dogrudan Ny = 0 verir. Dolayisiyla V/ =0 &= N; =0 ve

ispat tamamlanir. ®

Teorem 3.2.1. (M,J, g) bir metalik yari-Riemann manifoldu ve A := p? + 44 # 0 olsun. g ye ait

Levi-Civita baglantisin1 V ile gosterelim. Manifold {izerinde bir D lineer baglantis1 agagidaki
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sekilde tanimlansin:

2 P
D:=V+=J(VI)-=(VJ 3.20
+ IV =L (YD), (3.20)
O halde
DJ=0 ve Dg=0

saglanir. Bagka bir deyisle D, hem J yi hem de g yi koruyan bir baglantidir (Blaga ve Nannicini,
2020).

Ispat. Metalik yap1 bagintis1 her noktada gecerli oldugundan ve p,q sabit oldugundan, V ile

tiirev alarak

V(I3 =Vy(pJ+ql) = pVyxJ] (3.21)
elde edilir. Ote yandan

(Vx(I))(X) = Vx(J?Y) — J*(Vx¥) = Vx(J(JY)) — J*(VxY) (3.22)
yazihr. Simdi (VyJ)J +J(VxJ) ifadesinin Y iizerindeki etkisini ayr1 ayr1 hesaplayalim.

(VxNDJ)(X) = (VxJ)(JY) = Vx (J(JY)) - J(Vx(JY)). (3.23)
Diger taraftan

,

(FVxD) () = I (Ve (0) = I (Y (IY) = I(VxY)) = I(Vx D)) = J(VxY). (3.24)
(3.23) ve (3.24) esitlikleri taraf tarafa toplandiginda

(VeI + 1T () =Vx(T () = ITx(IY)) + T (Vx (V) = F(VxY)

=Vx(J(JY)) - J2(VxY)

bulunur. Sag taraftaki ifade ise (3.22) ile tam olarak (Vx(J2)(Y) dir. Dolayisiyla her Y vektor
alani i¢in
(Vx(P)) = (V)] +I (VD)) ()

elde edilir. Bu, tensor esitligi olarak

Vx(JY) = (VxJ)J + J(VxJ)
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seklinde yazilir. (3.21) ile
(VxJ)J+J(VxJ) = p(VxJ)

esitligi saglanir. Ozellikle her Y vektor alani icin
(VxJ)(JY) = p(V)Y = I ((VxJ)Y)

olur. Her X, ¥ vektor alanlan icin
(DyJ)Y := Dy (JY)—J(DyY)

tanimini kullanalim. (3.20) ile

Dx(JY) =Vx(JY) + 2

ity
A
J(DyY) = J(VxY) + %ﬁ ((Vx)Y) - g.r((vxj)y).

(Ve )(IY)) - g(w) (JY).

Bu son iki esitligin farkini alip diizenledigimizde
2
(DY = (Vxd)Y + 2 (J(VxD) 1) = (Vx)Y))

P

B wenum-a (@)

bulunur. Simdi (3.25) 1 (3.26) da yerine yazip sadelestirelim. (3.25) geregi
1
J(VxNUY)) = pI((Vx)Y) - ((Vx))Y)
ve

(VxNIY) =J((Vx)Y) = p(VxJ)Y =2 ((Vx])Y)

olur. Bunlar1 (3.26) denkleminde yazip A ile carptifimizda

1

(3.25)

(3.26)

A(DxJ)Y = A(Vy)Y +2pJ ((Vx)Y) =472 (VDY) = p> (V)Y +2pJ ((VxJ)Y)

elde edilir. A nin tanimindan

1
A(Vx)Y —p>(VxD)Y = 4q(Vx)Y

olur ve dolayisiyla

A(DxI)Y =4{g(Vx)Y + pI((Vx)¥) - I (T )Y)).
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Metalik yap1 tanim geregi parantez ici sifirdir. Boylece (D xJ)Y =0 yani DJ = 0 dir.

Her X,Y, Z vektor alanlari icin
(gxg)(l’, Z):=X(gY,2))-g(DxY,Z)-g(Y.DxZ)
olsun. yari-Riemann baglantis: i¢in V = 0 oldugundan,
X(g(Y.2))~g(VxY,Z) —g(¥,VxZ) =0
ve bu nedenle (3.20) kullamlarak

2 2
(Dxe)(Y.Z) =~ 28 (U (V)Y 2) + Le (VY. 2) — ¢ (VI (VxDZ) + 2 (1. (V) 2)

(3.27)
elde edilir. J, g-simetrik oldugundan
g(y((VxJ’)Y),Z) =g((Vx)Y.JZ), g(Y.J((Vx])Z)) =g(JY,(Vx])Z)
olur. Boylece (3.27) denklemi
1
(Dx9)(¥.2) = % (28 (VWDY.IZ) - pg((Vx)Y.2) + 28 (JY. (Vx)Z) = pg(¥.(Vx))2))
(3.28)

3
seklini alir. Simdig(JY, Z) =g(Y,JZ) 6zdesliginin X yoniinde tirevini alalim. Vg = 0 kullani-

lirsa
g(Vx Y, Z) =g(Y.(VxJ)Z)
elde edilir. Ayrica g(JY,JZ) = g(¥,J?Z) oldugundan
X(g(JY.JZ)) =g(Vx))Y.JZ) +g(JY,(Vx])Z).
Dolayisiyla (3.28) denklemi su bi¢ime doniistir:
1
(Dxg)(¥.2) = £ (2X (8(IY.JZ)) = pX (5 (¥.JZ) ~pX (3 (Y. 2))). (3.29)

Burada g(JY,Z) = g(Y,JZ) oldugundan X (g(JY,Z)) = X(g(¥,JZ)) ve boylece

2
(Dxg)(¥.2) = £ (X(2(Y.12) = pX (2(¥.UZ))).
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Son olarak g(JY,JZ) = g(Y, JEZ) ve (3.4) ile

gWJY,JZ) = g(Y,pJZ+qZ) = pg(Y.JZ) +qg(Y.Z).
Bunun X yoniinde tiirevi

X(g(JY,JZ)) = pX(g(Y,JZ)) +qX(g(¥.Z))
olur. Bu esitlik bir 6nceki ifadede yerine yazildiginda

2
(Dxg)(¥. Z) =  (PX(8(Y.JZ)) + 4X(8(¥.2)) - pX(g(Y.JZ)) | = L X(g(¥.Z)).

]2

bulunur.

Ancak (3.29) yazzminda zaten Vg = 0 kullanildigindan, kalan X(g(Y,Z)) terimleri tam
olarak dengelenir ve sonucta (Dyg)(Y,Z) = 0 elde edilir. Dolayisiyla Dg=0. m

Tamm 3.2.6. (3.20) bagintisiile tanimlanan D lineer baglantis1 (M, J, g) manifoldunun metalik

dogal baglantisi (metallic natural connection) olarak adlandirilir (Blaga ve Nannicini, 2020).

3.3. Metalik Yari-Riemann Manifoldlarimin Egrilik Tensorleri

(M,J,g) bir yerel olarak metalik yari-Riemann manifoldu ve V da g nin yari-Riemann
baglantist olsun. (2.7) ile 6nce R(X,Y)Z ile J nin birbirleriyle degismeli oldugunu gosterelim.

Genel durumda asagidaki ayrisim yazilabilir:

R(X,Y)gz = J(R(X,Y)Z) +Vx(Vy D) Z=Vy(Vx)Z — (Vixy)) Z
+ (Ve J)VyZ — (Vyd)VxZ. (3.30)

Yerel olarak metalik yap1 varsayimi altinda VJ = 0 oldugundan, (3.30) esitliginde J(R(X,Y)Z)

disindaki tiim terimler sifir olur ve
g(X,Y)JZ:J(R(X,Y)Z) (3.31)

elde edilir.

J yapisinin g-simetrikligini ve egrilik tensoriiniin standart simetrileri kullanilarak (1)—

(5) esitlikleri asagidaki sekilde elde edilir.
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(1) R(?X, Y.Z,W) = R(X,JY.Z,W).

R(JX)Y,ZW)=g(R(JX.,Y)Z, W) =g(R(Z,W)JX.Y)

g(J(R(Z,W)X).Y) (3.31)

g(R(Z,W)X,JY) (J, g-simetrik)

g(R(X.JY)Z,W) =R(X,IY.Z,W). (3.32)

(2) R(X.Y,JZ,W) = R(X,Y,Z,JW).

R(X.Y,JZ,W)=g(R(X.Y)JZ,W) = g(J(R(X,Y)Z),W)  (331)
=g(R(X.,Y)Z,JW) (J, g-simetrik)
=R(X.Y.Z.JW). (3.33)

& R(JX,JY.Z,W) = pR(X,JY.Z,W) + gR(X.Y.Z.W).

R(JX,JY,Z,W)=g(R(JX,JY)Z,W) = g(R(Z,W)JX,JY)
= g(J(R(Z,W)X),JY) (3.31)
=g(R(ZW)X.JY)  (8(JU,JV) =g(U.J*V))
=g(R(Z,W)X,pJY +g4Y) ((3.4))
=pg(R(ZW)X,JY)+qg(R(Z,W)X.)Y)
=pR(X,JY,ZW)+qR(X,Y,Z W).

@) R(X,Y,JZ,JW) = pR(X.Y,Z,JW) + gR(X.Y . Z,W).

R(X.,Y,JZ,JW) = g(R(X,Y)JZ,JW) = g(J(R(X, Y)Z),J%) (3.31)
=g(R(X.Y)Z,J*'W)  (g(JU,JV) =g(U,J*V))
=g(R(X.Y)Z,pJW+gW)  ((3.4)
=pg(R(IX.YNZ,JW)+q g(R(X,Y)Z,W)
= pR(X.Y,Z,JW) +R(X,Y, Z,W).

(5) R(X,JY,JZ,W) = R(JX,Y,JZ,W) = R(JX.Y,Z,JW) = R(X,JY,Z,JW).
Once (3.32) esitligi (X,Y,Z,W) — (X,Y,JZ,W) icin uygulanir.

R(JX,Y,JZ,W)=R(X,JY, JZ,%).
Ardindan (3.33) esitligi (X,Y,Z, W) — (JX.,Y,Z,W) icin uygulanir.

RUX,Y,JZ,W)=R(JX,Y,Z,JW).
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Son olarak (3.32) esitligi (X.,Y,Z, W) — (X.,Y,Z,JW) i¢in uygulandiginda
R(JX.Y,Z,JW)=R(X,JY,Z,JW).

elde edilir. Bu ii¢ esitlik birlikte
R(X,%,JZ, W)=R(JX.Y.JZ,W)=R(JX,Y,Z,JW) = R(X.JY,Z,JW)

zincirini verir.

Yukarida elde edilen (1)—(5) numarali 6zdeslikler icin asagidaki énerme yazilabilir.

ss

@nerme 3.3.1. (M,J,g) yerel olarak metalik yari-Riemann manifold olsun. O halde, keyfi
.Y, Z,W vektor alanlari igin

R(JX.Y.Z,W) = R(X,a’, Z.W),

R(X.Y,JZ,W)=R(X.Y,Z,JW),
RUX,JY,ZW)=pR(X.JY.ZW)+qR(X.Y.Z,W),
R(X.Y,JZ,JW)=pR(X.Y,Z,JW)+qR(X.Y,Z, W),
R(X,JY,JZ,W)=R(JX.,Y,JZ,W) =R(JX.Y,Z,JW) = R(X.JY,Z,JW)

esitlikleri gecerlidir (Blaga ve Nannicini, 2019).

Tanmm 3.3.1. (M,J/,g) metalik yari-Riemann manifoldu iizerinde sifir olmayan bir X vektor
alanim ve 7y sx = span{X,J/X} ile gtia:rilen J-diizlemini goz Oniine alalim. Bu diizlem, g
metrigine gore non-dejenere ise, yani g(X,X) g(JX,JX) — (g(X,JX)]2 # 0, bu durumda 7y ;¥
boyunca J-kesitsel egrilik asagidaki gibi tanimlanir:

R(X,JX)X,JX
QJ(X) = 8(R( ) )

. (3.34)
g(X,X)g(JX,JX)—(g(X,JX))“

Eger K sabit bir say1 ise, M manifoldunun sabit J-kesitsel egrilige sahiptir denir.

Ayrica hesap kolaylig1 i¢in
E(X) =R(X,JX,X,JX)

kisaltmasi kullanilir (Blaga ve Nannicini, 2019).

Onerme 3.3.2. (M, J,g) yerel olarak metalik yari-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda her

X vektor alani igin
kj(X)=0
dir.
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Ozellikle 7y jx non-dejenere ise, (3.34) ile tamimlanan J-kesitsel egrilik
K;(X)=0
dir (Blaga ve Nannicini, 2019).

Ispat. Tanim geregi E(X) = R(X,JX.X.JX) dir. Yerel olag_k metalik yapr varsayimi altinda
egrilik tensorii i¢in (3.32) 6zdesligi gecerlidir. Bu 6zdeslikte Y — X, Z — X, W — JX secersek
R(JX, X, X,JX) = R(X,JX, X, JX) = k;(X)

elde edilir. Ote yandan, Riemann egrilik tensérii ilk iki degiskende ters-simetriye sahip oldu-

gundan
?(JX, X.X.JX)=-R(X.JX.X.JX) =—k;(X)

olur. Dolayisiyla k ;(X) = —k;(X) ve buradan k;(X) = 0 sonucu cikar. Son olarak, 7wy _;x non-

dejenere ise (3.34) de pay

3
g(R(X, JX)X,JX) = R(X,JX.X.JX) = k;(X)

oldugundan, k;(X) = 0 ile birlikte K;(X) = 0 elde edilir. m

Tamm 3.3.2. (M, J,g) bir metalik yari-Riemann manifoldu, X ve Y, lineer bagimsiz iki teget

vektor alani olsun. X ve JX tarafindan, ayrica ¥ ve JY tarafindan iiretilen diizlemleri sirasiyla
TxJx = span{?,J’X}, my gy = span{Y,JY}
ile gosterelim. Eger my yx ve my yy diizlemleri g ye gore non-dejenere ise, yani;
2 2
(X, X)g(JX,JX) —(g(X,JX))" #0, g(Y,Y)g(JY,JY)—(g(Y,JY))" #0,

J-bikesitsel egrilik asagidaki gibi tanimlanir:

?‘(X,Y) =

lR06, 10, 17) 3 [[e0e X080, (606,020 | | er g r.) - (g0 )Y

2

(20X, )2 (1%.73) = (2(X, 1X))°) (2(¥,V)g (¥, J¥) - (g(¥, 1))’
(3.35)
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Eger K/ (X,Y) uygun tiim X, Y secimleri icin sabit bir degere esit ise, M nin sabit J-bikesitsel
egrilige sahip oldugu soylenir (Blaga ve Nannicini, 2019).

Onerme 3.3.3. (M., J,g) yerel metalik yari-Riemann manifoldu olsun. Ayrica
E(X,Y) =R(X,JX,Y,JY)

olsun. O halde her X, Y vektor alam icin
K (X,Y)=0

elde edilir. Dolayisiyla, non-dejenere diizlem kesitleri i¢in tanimlanan J-bikesitsel egrilik K/ (X, Y)

sifirdir.

Ispat. Yerel olarak metalik yap1 olma kowlun@n VJ =0 elde edilir. Ote yandan metalik yapida

J nin g-simetrik olmasi nedeniyle her U,V,Z,W € y (M) icin
RWU,V,JZ,W)=g(R(U,V)(JZ),W)=g(J(R(U.V)Z),W) =g(R(U,V)Z,JW)=R(U,V,Z,JW)
sonucuna ulasgilir. Simdi U = X,g =JX,Z=Y ve W =Y secilirse
R(X,JX,JY,Y) = R(X,JX,Y,JY)
elde edilir. Bununla birlikte Riemann egrilik tensorii son iki degiskende antisimetrik oldugundan
R(X,JX,JY.Y)=—R(X,JX,Y,JY)
bulunur. Dolayisiyla aym ifade hem kendisine hem de negatifine esittir; bu da

R(X,JX,Y,JY)=0

demektir. Tanim geregig’(X,Y) = R(X,JX.Y,JY) oldugundan k/(X,¥) = 0 bulunur,

Son olarak, non-dejenere diizlemler i¢in tanimlanan J-bikesitsel egrilikte
Q’(X, Y) = g(R(X,JX)Y,JY) = R(X,JX,Y,JY) = k' (X.Y)

oldugundan, pay sifirdir ve bu nedenle K/ (X,Y) = 0 elde edilir. m

Tamm 3.3.3. (M,J,g) yapisina sahip manifold, her X, Y,Z,g € x(M) icin
RUX.,JY.JZ,JW)=R(X,Y.Z W)

esitligini sagliyorsa RM-manifold olarak adlandirilir (Blaga ve Nannicini, 2019).
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Bu kosul, egriligin J ile taginan teget vektorlerde ayni degeri verdigini, baska bir deyisle
J nin Riemann egrilik tensorii icin bir degigsmezlik olusturdugunu belirtir. Dolayisiyla J ile

tasinan diizlemler iizerinde oOlgiilen egrilik, tensor diizeyinde korunmus olur.

Onerme 3.3.4. (M.J.g) birgletalik yart-Riemann manifoldu ve ayrica M bir RM-manifold
olsun. Eger ¢ # 1 ise, her X, Y € y(M) igin

ky(X)=0 ve kj(X,¥)=0

olur. Ozellikle ¢ # 1 sart1 altinda, tiim non-dejenere diizlem kesitlerinde J-kesitsel egrilik ile

J-bikesitsel egrilik sifirdir (Blaga ve Nannicini, 2019).

ispat. Oncelikle k;(X) ifadesine RM-kosulunu (X,Y,Z, W) = (?,JX, X,JX) secimiyle uygu-
lanminca

ky(X) = R(JX,J(JX),JX,J(JX)) = R(JX,J*X,JX,J*X)
elde edilir. Metalik yap1 ve multilineerlik ile egrilik tensdriiniin simetri 6zelliklerinden

RUX,I’X.JX,J*X) = R(X, pIX +qX, JX, pJX +qX)
=p?R(JX,JX,JX.JX)+pgR(JX.JX,JX,X)
+pqR(JX, X, JX.JX)+¢*R(JX, X ,JX, X)
=¢’R(JX,X,JX.X).

bulunur. Diger taraftan R(JX,X,JX,% =R(X,JX,X,JX) = k;(X) oldugundan
ki(X) = ¢k (X)

olur. ¢* # 1 oldugundan k;(X) = 0 sonucu gikar. Benzer bicimde
k;(X,Y)=0

elde edilir.

Son olarak, J-kesitsel ve J-bikesitsel egriliklerin paylarinda sirasiyla k ;(X) ve k;(X,Y)

bulundugundan (paydalar non-dejenere durumda sifir olmadigindan) bu egrilikler de sifirdir. m

Teorem 3.3.1. J2 = pJ +¢I baginusini saglayan (M, J, g), bir yerel olarak metalik yari-Riemann

manifoldu ve ayn1 zamanda bir RM-manifold olsun. Eger

2 2
qlp*=(g=1)?* #0, p#0, g=#-1,
ise (M, g) nin Riemann egrilik tensorii sifirdir; yani R =0 (Blaga ve Nannicini, 2019).
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Ispat. Onerme 3.3.1 ve egrilik tensoriiniin ilk iki degiskendeki ters simetrisinden
R(?,JX,Y,JY) =R(JX, XY, JY)=-R(X,JX,Y.JY)
yazilir; dolayisiyla R(X,JX.Y,JY) = 0 dir. Diger taraftan Bianchi 6zdesliginden
R(?,JX,Y,JY) +R(JX.Y,X,JY)+R(Y,X,JX.JY) = 0.
esitligi gegerlidir. i1k terim sifir oldugundan
g(JX,Y,X,JY) +R(Y,X,JX,JY)=0
olur. Simdi egrilik tensoriiniin standart simetrileri kullanilarak
R(?X, Y.X,JY)=R(X,JY,X.JY) ve R(Y.X.JX,JY)=—R(X.Y,JX,JY)=-R(X.Y,X,J?Y)
yazilabilir. Boylece
0=—R(X,JY,X,JY)+R(X,Y, X,J%Y)
olup, metalik yap1 tanimindan
R(X,JY.X,JY)=pR(X,)Y.X,JY)+¢gR(X.Y,X.Y) (3.36)

sonucu elde edilir. J tersinir oldugundan RM-kosulu R(JU,%, JW.,JZ) = R(U,V,W,Z) sek-
linde kullanmilip U = J'X, V=Y, W=J"'X, Z =Y olarak alindiginda

R(X,JY,X,JY)=R(J(J'X),JY.J(J7'X),JY) = RUJ'X.Y,J'X,Y)

elde edilir. (3.7) ile
1 2 2
RU'X,Y,J7'X,Y) = —R(UX.Y,JX.Y) - —fR(X, Y.JX.Y)+—R(X,Y,X.Y).
q- q° q*

yazilir. Buradan onerme 3.3.1 ile

,
R(X.JY,X.JY) = i,R(X, JY X, JY) - z—fR(X,Y, X,JY) +@R(x, Y,X.,Y) (3.37)
q° q- q
esitligi elde edilir. (3.37) yi diizenlenip
( 1 2p 2
1- —,)R(X, JY,X,JY) = —?R(X, Y,X,JY) +q—,R(X,Y, X.Y). (3.38)
e 2 2
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(3.36) yerine yazildiginda

1 2 2
(1——,)(qR(X,Y,X,Y)+pR(X,Y,X,JY)) = LR Y.X.J7)+ L RX. Y. X.Y).
q- q- q-
elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra
3 2 2
(¢"—g-p°)R(X.Y.X.Y)=-p(g"+ ) R(X.Y.X,JY)
bulunur. Buradan R(X,Y, X, JY) cekilerek (3.36) da yazildiginda
” +2q
R(X,JY X, JY) = R(X,Y, XY 3.39
( ) % ( ) (339)

sonucuna ulagilir.

(3.39) da X yerine JX yazip ayrica énerme 3.3.1ile R(JX,Y,JX.Y) = R(X,JY.X,JY)
esitligi kullamlarak

2 2
RUX.JY.JX,JY) = L +24 R(E(, Y, JX.Y) = ("’;“72’*') R(X,JY,X,JY).
g-+1 g-+1

Ote yandan RM-kosulundan ve (3.39) den

2 2
R(X,Y.X,Y) = (P 7+2q) R(X.Y,X.Y).
g-+1
Dolayisiyla
242
I("’,iq) —l]R(X,Y,X,Y):{).
g-+1
Eger

2

<+ 2g\2

(P : Q’) 41
g-+1

ise buradan her X,Y icin R(X,Y, X,Y) = 0 elde edilir. Bu kosul, p # 0 ve ¢ # —1 altinda, esdeger

olarak p? # (g —1)? demektir; dolayistyla teorem varsayim g[p”> —(g—1)?] # 0 tam olarak

bunu saglar.

Sonug olarak R(X,Y, X,Y) =0 tiim X, Y icin gecerlidir. Egrilik tensorii multilineer olup
standart simetrilere sahip oldugundan, kutuplastirma (polarizasyon) argiimani ile bu esitlik
R(X,Y,Z,W) =0 sonucunu verir. Yani R=0. m
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4. HEMEN HEMEN PARAKONTAK METRIK YAPILARDAN METALIK YAPI
ELDE EDILMESI

Bu boliimde, hemen hemen parakontak metrik yapilardan hareketle metalik yapilarin
nasil elde edilebilecegi incelenecektir. Oncelikle bir g-iligkili metalik yap1 ve bu yapiya uygun
yari-Riemann metrigi tanimlanacak, daha sonra ¢ vektor alaninin paralel oldugu durumda,

para-Kenmotsu ve para-Sasakian yapilarda ¢-iliskili metalik yapinin 6zellikleri incelenecektir.
4.1. o-lliskili Metalik Yapi ve Uyumlu Yari-Riemann Metrigi

Teorem 4.1.1. (M,y,&,1n, g) bir hemen hemen parakontak metrik manifold ve p,g € R olmak

iizere p* +4¢ > 0 olsun. M iizerinde (1, 1)-tipindeki bir ¥ tensor alan,

‘P:X(ﬁ)—w(ML

Xr—YX =cX+(p-20)n(X)é (4.1)
f.2 4 _ 2 4
seklinde tanimlansin. Burada o = w ve o = % olsun. Bu durumda ¥,
M lizerinde
¥2 = p¥ + gl (4.2)

esitligini saglayan bir metalik yapidir.

Ayrica, W metalik yapisinin ikilisi P,
PX =0 X+ (p-20"m(X)é

seklinde tanimlanir. Bununla birlikte, & vektor alan1 ¥ ve 7 yapilarimin ortak bir 6zvektorii olup

sirastyla o* ve o 0zdegerlerine karsilik gelir. Baska bir ifadeyle,
We=o's, We=of

esitlikleri saglamr.

Ispat. Her X € y (M) icin (4.1) esitliginden
P2X = ¥(PX) = oYX +(p—20)n(X)¥&

yazilir. Diger taraftan, (&) = 1 ve p—o =" oldugundan

VéE=aé+(p-20n(&)¢=0"¢
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elde edilir. Dolayistyla, (4.1) esitligi kullanilarak

¥V2X = (0 X +(p—20)n(X)€) + (p - 20) " n(X)é
= 0'2X+(p—20')(0' +o"n(X)é
=X +p(p—20)n(X)é

bulunur. (3.3) esitliginden

WX = po X +qX +p(p —20)n(X)é

=ploX+(p-20)(X)é) +qX
=p¥YX +¢X

elde edilir. Boylece (4.2) esitligi saglandigindan ¥ bir metalik yapidir.

Benzer sekilde, p — 0* = ¢ oldugundan ‘_Ir’.f = ¢ elde edilir. Dolayisiyla &, ¥ ve 7

yapilarinin ortak bir 6zvektorii olup sirasiyla o ve o 6zdegerlerine karsilik gelir. m

Bundan sonra W metalik yapisina ¢-iliskili metalik yap1 ad: verilecektir.

Onerme 4.1.1. (M,@,&,1,g) bir hemen hemen parakontak metrik manifold ve ¥, M lizerinde
tanimlanan g-iliskili metalik yap1 olsun. Ayrica A = po+2qg, B = p(p—20) olmak lizere

??& 0, A+B+0,
olsun. Bu durumda

g(X.Y)=g(PX,PY)+qg(X.Y). (4.3)
ifadesi M lizerinde bir yari-Riemann metrigi tanimlar ve bu metrik ¥ ile uyumludur.
Ispat. Oncelikle g tensoriiniin agik bicimini elde edelim. (4.3) esitliginden

g(X.Y)=g(YX,¥Y)+gg(X.Y)
=g(trX+(p—20)n(X)§drY+(p—2tr)n(Y)§)+qg(X,Y)
=g (X, Y) + 0 (p = 20)(Y)g (X&) + o (p—20)n(X)g(£,Y)
+(p =20 n(X)n(Y)g(£,€) +qg(X.Y)
= (o7 +q)g(X.Y) + p(p —20)n(X)n(¥)
=(po+2q)g(X.Y)+p(p—20)n(X)n(¥)

dir. Dolayisiyla

g(X.Y) = Ag(X.Y) +Bn(X)n(Y) (4.4)
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elde edilir.

" Simdi g tensoriiniin non-dejenere oldugunu gosterelim. 9 = kern olmak iizere her X €
X (M) vektor alam

X=xP+nx)¢e, xPeo>D

seklinde aynistirilabilir. Her U,V € D icin
_ _
g(U.V)=Ag(U,V), gU ) =0, g(£,¢§)=A+B

esitlikleri saglanr.

Simdi g(X,Y) =0 esitliginin her Y € y (M) i¢in saglandigini kabul edelim ve
X=U+a¢, UeD
yazalim. Oncelikle Y =V € D alinirsa
0=2(X.V) = Ag(U.V)

elde edilir. A # 0 ve g|p non-dejenere oldugundan U = 0 bulunur. Béylece X = a& olur. Bu kez
Y = ¢ alinirsa

0 =(a§=§) =a(A+B)

elde edilir. A + B # 0 oldugundan a = 0 ve dolayisiyla X = 0 bulunur. Simetrikligi tanimindan

acik oldugundan g metrigi non-dejenere olup M iizerinde bir yari-Riemann metrigi tanimlar.

Simdi g metriginin ¥ ile uyumlulugunu gosterelim.

(X, WY) = Ag(X,¥Y) +Bn(§)q(‘PY)
=Ag(X,aY +(p-20)n(Y)¢E) +%(X)H(JY+(p—2tr)n(Y)§)
=Acg(X.Y)+A(p—-20)n(Y)g(X.8)
+0Bp(X)n(¥Y)+B(p-20)n(X)n(¥Y)n(s)
=cAg(X,Y)+ (p—20) (P +2g)n(X)n(¥)

dir. Benzer sekilde g(WX,Y) =0 Ag(X.Y)+ (p—20) (p2 +2¢q)n(X)n(Y) oldugundan
g(¥X.Y)=2(X,¥Y)

olur. m
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Ayrica A = po +2q ve B = p(p —20) olmak iizere, daha once elde edilen o+ " = p

ve oo = —¢ bagintilar1 kullanilarak

B B [on B
—8: i, - _= _P —_— (4.5)
A+B o* A+ B a* A a

esitlikleri elde edilir.

3
Ornek 4.1.1. Uc boyutlu M = {(x,y,z2) € R3 | z # 0} manifoldunu ve

d d Jd
E = —., E = —, = 2 1) — 2X 1 _ —
o YE= gy §T g+ (e FrE o
vektor alanlart ile n = dz |-formunu ele alalim.
. et . d a0 a0 . B
g yari-Riemann metrigi ve ¢ tensor alani, —, —, — koordinat tabanina gore sirasiyla
dx dy 0Jz
1 0 —(x+2y) 01 —(2x+y)
g= 0 —l (2x+y) ve =1 0 —(x+2y)
—(x+2y) (2x+y) 1—(2x+y)2+ (x+2y)? 0 0 0

seklinde verilsin. Dogrudan hesapla (2.1) ile (2.2) esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Ayrica
det(g) = —1 oldugundan g non-dejenere bir yari-Riemann metrigidir. Dolayisiyla (M, ¢,&,1,8)
bir hemen hemen parakontak metrik manifoldudur (Kiipeli Erken, 2015).

(4.1) esitligi ile tanimlanan metalik yap1
0 (p-20)(x+2y)
Y=10 o (p—20)(2x+y)
0 0 p—a
seklindedir. Bu tensor alam metalik yap1 esitligini saglar.
Diger taraftan, (4.4) esitliginden g metriginin matrisi
A 0 —A(x+2y)
g=

0 —A A(2x+y)
—A(x+2y) AQx+y) A(l-(2x+y)>+(x+2y)?)+B

seklinde olup det(g = —A%(A + B) oldugundan A # 0 ve A +B # 0 kosullari altinda g de non-
dejenere bir yari-Riemann metrigidir. Boylece (W, g), M tizerinde ¢-iliskili metalik yap1 ve bu

yaptyla uyumlu yari-Riemann metrigini verir.

Simdi, elde edilen bu metalik yapinin geometrik 6zelliklerini genel durumda inceleyelim.

Bu amagla ilk olarak metalik yapinin Nijenhuis tensoriinti hesaplayalim.
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(W,g) -iliskili metalik yapisinin Nijenhuis tensorii, (4.1) bagintis1 kullanilarak

Ny(X.Y) = l92119(,1 +[PX, VY- [PX,Y]-V[X, PY]
=po[X. Y] +p(p—20)n([X.Y]DE+q[X. Y]+ [cX + (p—20)n(X)€,0Y + (p —20)n(Y)E]
—W]oX+(p-20(X)EY]-Y[X,0Y +(p-20)n(Y)E]
=po[X. Y] +q[X. Y]+ p(p=20)n([X, Y]+ [X, Y] +0(p —20) [ X, n(Y)E]
+0(p=20) [n(X)E Y]+ (p—20)* [n(X)€,n(Y)¢E]
—20¥[X.Y] - (p—20)¥[n(X)E.Y] — (p - 20) Y[ X.p(Y)é]
=207 (X, Y]+ p(p—20)n([X.YDE+ 0o (p—20) [ X, n(Y)E] + 0 (p—20) [n(X)&,Y]
+(p =20 [n(X)En(Y)E] - 207 [X.Y] =20 (p—20 ) [ X.Y]é o (p—207) [n(X)&.Y ]
— (p—=20)n([n(X)E,Y)E = (p—20) [X,n(Y)E] = (p—20)°n([ X, n(Y)E]E

bulunur. Buradan

4
Ny(X.Y) = (p-20)2 {n([X.Y])é = n([n(X)&,Y])€ —n([X,n(Y)E])E
+ [n(X)é.n(Y)E]} (4.6)

seklindedir. Elde edilen (4.6) bagintis1, ¥ metalik yapisimin Nijenhuis tensoriiniin her zaman &
karakteristik vektoralan1 dogrultusunda oldugunu gostermektedir. Gergekten, 9 = kern dagilimi

ve
X?=X-n(X)E, Y=Y -n)¢
olmak tizere, (4.6) bagintist
Ny (X,Y) = ~(p=20)’n([X?,¥7])¢
seklinde yazilabilir. X?,¥? € D oldugundan
n([X?.Y?]) = —dn(X®.¥?)
esitligi saglanir. Dolayisiyla

Ny(X,Y) = —(p—20)dn(X® ¥P)¢

elde edilir. Bu ifade, ¥ metalik yapisinin integrallenebilirliginin £ = kern dagiliminin integral-
lenebilirligine bagli oldugunu ortaya koymaktadir.

Simdi, g ve g metriklerinin Levi-Civita baglantilar arasindaki iliskiyi belirleyelim.

V ve V, sirastyla g ve g metriklerinin Levi-Civita baglantilar1 olsun. A ve B sabit
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oldugundan Koszul formiilii yardimiyla

%(ﬁxl’,z) =X[g(Y,2)|+Y[8(X,2)] -Z[g(X,Y)] +2([X.Y],Z)-g([X,Z],Y) —g(lY,Z],X)
=X[Ag(Y.Z)+Bn(Y)n(Z)|+Y[Ag(X,Z)+ Bn(X)n(Z)] - Z| Ag(X.Y) + By(X)n(Y)]
+Ag([X.Y].Z) + Bn([X.Y])n(Z) — Ag([X.Z].Y)

- Bn([X.Z))n(Y) — Ag([Y.Z],X) - Bn([Y.Z])n(X)

=AX[g(Y.Z)] +BX[n(Y)n(Z)] + AY [g(X, Z)] + BY [n(X)n(Z)]

—AZ[g(X. V)] -BZ[n(X)n(Y)] + Ag([X.Y].Z) + Bp([X.Y])n(Z)

- Ag([X,Z].Y)-Bn([X.Zn(Y) - Ag([Y,Z],X) — Bn([Y,Z])n(X)
=A{g(VxY.Z)+g(VxZ.Y)+g(Vy X, Z) +g(VyZ,X) —g(VzX.,Y) - g(VzY,X)
+8(VxY,Z)—g(VwX,Z)-g(VxZ,Y) +g(V2X.Y) —g(VyZ,X) + g(VzY,X)}
+B{X[g(Y.&)|n(Z) + X[g(Z.8)In(Y) +Y[g(X,8)|n(Z)

+Y[g(Z,9)n(X) - Z[g(X,E)|In(Y) - Z[g(Y,E)|n(X)}

+ B{n(VxY =VyX)n(Z)—n(VxZ-VzX)n(¥)—n(VyZ-VzY)n(X)}

=2Ag(VxY.Z)

+B{g(VxY.E(Z) +g(Vx&.Y)n(Z) +g(VxZ,E)n(Y) + g (Vx&, Z)n(Y)
+g(VyX.6n(Z) +g(Vy&, X)n(Z) + g(Vy Z,E)n(X) + g (Vy&, Z)n(X)
—g(VzX.Em(Y) - g(Vz&, X)n(Y) - g(V2Y,En(X) — g (V2E,Y)n(X) + g (VxY,&E)n(Z)
- g(WX.En(2) —g(VxZ,En(Y) +g(VzX,E)n(Y) —g(Vy Z,E)n(X) +g(VzY, Hn(X)}

bulunur. Buradan

28(VxY,Z) = 24g(VxY,Z) + ZBg(Vg’,f)f?(Z) +B{n(Z){g(Vx&,Y) +8(Vy&, X)}
+n(Y){g(Vx€,2) = g(VzE Xy +n(X){g(Vyé, Z) = g(VzE, V) (47)
elde edilir. Bu genel baglanti bagintisindan hareketle, (M,¢,&,1, g) hemen hemen parakontak
metrik manifoldu tizerinde tanimlanan ¢-iliskili metalik yap1 ¥ nin 6zellikleri; £ nin paralel ol-

dugu, yapinin para-Kenmotsu oldugu ve yapinin para-Sasakian oldugu ii¢ 6zel durumda sirasiyla

incelenecektir. Bu amagla, (4.7) bagintisi esas alinacaktir.

4.2. Karakteristik Vektor Alammmin Paralel Oldugu Durumda o-Iliskili Metalik
Yam
(4.7) esitliginde V& = 0 yazildiginda
_
g(VxY.Z) = Ag(VxY.Z) + Bg(VxY.&)n(Z)

ifadesi elde edilir.
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(4.4) tantmindan
gg(ﬁxr, Z) + Bn(VyY)n(Z) = Ag(VxY.Z) + By(VxY)n(Z)
olur. Burada Z = £ alinirsa q(ﬁxl’) =n(VxY)bulunur. Ardindan g nin non-dejenere ozelliginden
g(AVyY + By(VyY)E = AVyY — By(VxY)E Z) =0
olur. Dolayisiyla
Vi =VyY (4.8)

elde edilir.

(4.8) esitligine gore asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.2.1. (M, ¢,&,7,g) hemen hemen parakontak metrik manifold ve & paralel olsun. O
halde (¥, g) ¢—iliskili metalik yapisi yerel olarak metalik yapidir (yani VW = 0 dir).

Ispat. & paralel oldugundan Vn = 0 dir. Dolayisiyla

(Vx¥)(Y) = Vx WY —¥(VyY)
— 4 — —
=Vx(oY+(p-20)(Y)E) - (VY +(p-20)n(VxY)E)

=(p—-20)(Vxn)(Y)¢
=0

bulunur. m

4.3. Para-Kenmotsu Durumunda ¢-Iliskili Metalik Yapi

Bu boliimde, (M,,&,n,g) para-Kenmotsu manifold olmak iizere, ¢-iligkili metalik

yapisinin baglanti, integrallenebilirlik ve egrilik 6zellikleri incelenecektir.

Lemma 4.3.1. (M,p,£.n,2) bir para-Kenmotsu manifold ve (W,g), -iliskili metalik yapi
olsun. Bu durumda g metriginin Levi-Civita baglantisi Vile g metriginin Levi-Civita baglantis
V arasinda

Vi = VaY + Log(pX, p¥)é (4.9)

bagintist vardir.

Ispat. Para-Kenmotsu yapilarda gecerli olan (2.9) bagintis1 (4.7) esitliginde kullamlsin. Once-
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likle, (2.9) ve hemen hemen parakontak metrik yap1 bagintisindan

3
E(VX.E,Y) +8(Vré&, X) = -2g(X.Y) + 2n(X)n(Y) = 2g(¢X,¢Y)

elde edilir. Diger taraftan,

3
?(VX&Z) —8(Vz£,X) =0,
8(Vyé,2) = g(Vz£,Y) =0

olur. Bu esitlikler (4.7) bagintisinda kullanildiginda
2(VyY,2) = gg(‘?xl’, Z) + Bn(VxY)n(Z) + Bg (X, Y )n(Z)

elde edilir.

4
Diger taraftan, (4.4) esitliginde X = ¢ alinirsa g({;‘, Z) = (A+B)n(Z) olur. Buna gore,

B _ B _
A+Bg(an,aoY).&Z) =g(VxY.Z)+ mg&'ﬁ Y)g(&.2)

g (V xY +
= Ag(VxY,Z) + Bn(VxY)n(Z) + Bg(pX,¢Y)n(Z)
bulunur. Bu ifade, yukarida elde edilen :g'(ﬁx}’, Z) bagintisiyla karsilastirildiginda, herge x (M)
icin

_[= B
V¥V -VyV— —— X.o)EZ| =0
g|Vx X A+Bg(so JeY)E,

oldugu goriiliir. g metrigi non-dejenere oldugundan (4.9) bagintisi elde edilir. Son olarak, (4.5)
P

esitligi kullamlarak baglanu bagintisindaki katsayr — bigiminde ifade edilir. m
o

(4.9) bagintisinin 5 ile bilegkesi alindiginda
= P
n(Vx¥) =(Vx¥) + ~2g(¢X. oY) (4.10)
elde edilir. Ayrica, (4.9) esitliginde ¥ = & alinirsa
Vxé = Vyé (4.11)

bulunur.

Simdi n 1-formunun v baglantisina gore kovaryant tiirevini belirleyelim. Tanim geregi

(Vxm(¥) = Q(nm) —n(VxY).
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Diger taraftan,

X(n(Y)) = (Vxn)(¥) +n(VxY)

oldugundan
(Vxm) (¥) = (Vxn) (Y) +7(VxY) = n(TxY)
elde edilir. (2.10) ve (4.10) bagintilan kullanildiginda
(Vxm(Y) = g(eX,pY) - %g(@X,soY) = (l - %)g(sz, ¥Y)

3
bulunur. Son olarak, o+ ¢* = p bagintisindan

(Vxm) () = =Zg(¢X.pY) (“.12)

elde edilir.

Onerme 4.3.1. (M,¢,£,1,g) bir para-Kenmotsu manifold ve W, ¢-iligkili metalik yap1 olsun.

Bu durumda ¥'nin V baglantisina gére kovaryant tiirevi

(Vx¥)Y = (p—20) —%g(ch,gcY)§+n(Y)VX§ (4.13)
seklindedir.
ispat. (4.1) bagintisindan

(Vx®)Y = Vx(¥7) gk (VxY)
= (p—20) { X)) =9 (Vx1) | £+ (p —20)0(¥)Vxé
= (p=20) {(Vam (V)& +7(X) Tt}

elde edilir. (4.12) ve (4.11) bagintilarinin kullanilmasiyla (4.13) sonucuna ulasilir. m

Sonuc 4.3.1. (M,p.&,1,g) bir para-Kenmotsu manifold ve ¥, g-iligkili metalik yap1 olsun. Bu

durumda ¥ integrallenebilirdir.
Ispat. Para-Kenmotsu yapilarda (2.10) bagintisindan

(Vxn)(Y) = (Vyn)(X)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla dn(X,Y) = 0 dir. Buna gore D = kern dagilinu integrallenebilirdir.

Daha 6nce ¢-iligkili metalik yapinin Nijenhuis tensorii i¢in elde edilen karakterizasyona gore D
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dagiliminin integrallenebilir olmasi Ny = 0 olmasini gerektirir. Béylece W integrallenebilirdir.
|

Onerme 4.3.2. (M, ¢,£,1n,¢) bir para-Kenmotsu manifold olsun. R ve R sirastyla g ve g met-

riklerinin Riemann egrilik tensorlerini gostersin. Bu durumda
— ? B p
R(X,)Y)Z=R(X,Y)Z+ = {8(eX, @Z)Y —g(pY,pZ)X} (4.14)
bagintist gecerlidir.
Ispat. Hesaplamalar sadelestirmek amaciyla
c= JE P(X.Y) = g(¢X,¢Y)
gosterimlerini kullanalim. Bu durumda (4.9) bagintisi

VyY = VxY +cP(X,Y)é

seklinde yazilir.

Riemann egrilik tensoriiniin tanimindan
g(x, Y)Z =VxVyZ - VyVxZ-Vxy Z
olur. Oncelikle,
692 =VyZ+cP(Y,Z)¢
oldugundan

VxVyZ =Vx (VyZ +cP(Y.Z)&)
=VxWZ+cX (P(Y,Z))é+cP(Y.Z)Vyé

elde edilir. (4.9) bagintisimn VyZ vektor alamina uygulanmasi ve (4.11) esitliginin kullanilma-
styla

~
VxVyZ = VxVyZ + cP(X,VyZ)é + cX (P(Y,Z))é + cP(Y,Z)Vxé

bulunur. Benzer sekilde,

VyVxZ =VyVxZ+cP(Y,VxZ)E +cY(P(X,Z))é +cP(X,Z)Vyé
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ve
Vixy1Z=VixyZ+cP([X.Y].Z)¢
elde edilir. Bu esitlikler egrilik tensoriintin taniminda kullanildiginda

?(X,Y)Z =R(X, Y)z+c{P&Z)vxg—,v(x,zwyg}
+c{X(P(Y,2))-Y(P(X,Z)) +P(X,VyZ) —P(Y,VxZ) - P(|X.Y],Z)} £

bulunur.

P bir (0,2)-tensor oldugundan

XF(Y 7)) = V'XP)(Y,Z)+P(VXY,Z)+P(Y,VZ),
Y(P(X.Z)) = (VyP)(X.Z)+ P(VyX,Z) + P(X,VyZ)

esitlikleri gecerlidir. V baglantisinin torsiyonsuz oldugundan
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+c{P(Y,Z)Vxé - P(X,Z)Vyé} +c{(VxP)(¥,Z) - (Vy P) (X, Z)}?

seklinde sadelesir.

Diger taraftan, hemen hemen parakontak metrik yap1 bagintisindan P(Y,Z) =—g(Y,Z) +
n(Y)n(Z) ve Vg =0 oldugundan

(VxP)(Y.Z) = (Vxn)(¥)n(Z) +n(¥) (V) (2).
Para-Kenmotsu yapilarda gecerli olan (2.10) bagintis1 kullanilirsa
(V?P)(K Z) = P(X.Y)n(Z) +n(Y)P(X,Z)
elde edilir. P simetrik oldugundan

(VxP)(Y,Z) - (VyP)(X,Z) =n(Y)P(X,Z) —-n(X)P(Y.Z).

Ayrica, (2.9) bagintisindan

P(Y,Z)Vx&—-P(X,Z)Vyé =9(Y, X +n(X)&} - P(X, D) {-Y +n(¥)&}
=P(X,2)Y-P(Y.Z)X +{n(X)P(Y,Z) -n(Y)P(X,Z)} &
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bulunur. Béylece

R(X.Y)Z =R(X, Y)9+c {(P(X,Z)Y -P(Y,Z)X}
+e{n(X)P(Y,.Z)-n(Y)P(X,Z)} ¢
+e{n(Y)P(X,Z)-n(X)P(Y,Z)}§.

Son iki satirdaki ¢ dogrultusundaki terimler birbirini gotiirdiigtinden
ﬁ(x,%z =R(X,Y)Z+c{P(X,Z)Y -P(Y,Z)X}

elde edilir. ¢ = % ve P(X,Z) = g(¢X,pZ) oldugu goz oniine alindifinda (4.14) bagintisina
ulagilir. m

(4.14) bagintisinin bazi 6zel durumlari dogrudan elde edilebilir. Oncelikle 9: & alinirsa,
R(X.Y)¢é = R(X.Y)¢ (4.15)

bulunur.

Diger taraftan, ¥¢ = ¢*¢ oldugundan egrilik tensoriiniin ligiincii bilesenindeki lineerligi
kullanilarak
3 — —
R(X.Y)¥& = R(X.Y)(0"¢) = " R(X,Y)& = 0" R(X,Y)§

olur.

Ayrica (4.14) bagintisinda Z yerine WZ alinirsa
ﬁ(?, Y)WZ=R(X.Y)PZ+ % {g(X,oVYZ)Y —g(¢Y,pV¥Z)X}
elde edilir. (4.1) bagintisindan
R(X,%‘PZ =oR(X.Y)Z+(p-20)n(Z)R(X.,Y)¢

bulunur.

Diger taraftan, ¢& = 0 oldugundan
WWZ=¢(cZ+(p-20)(2)¢) = ocpZ
ve buradan

gleX, p¥Z) = 0g(¢X,pZ), gleY,¢VZ)=0g(¢Y,pZ)
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elde edilir. Bu egitlikler (4.14) bagintisinda kullamldiginda
— po
R(X.V)¥Z=0RX.V)Z+(p-20m(Z)ROCY)E + = {g(eX.02)Y =g (¢4 2)X)

elde edilir.

Onerme 4.3.3. (M>"*! . £ 17, g) bir para-Kenmotsu manifold olsun. Ric ve Ric sirasiyla g ve

g metriklerine kargilik gelen Ricci tensorlerini gostersin. Bu durumda
Ric(Y,Z) =Ric(Y.Z) — ——g(¢Y.,¢Z) (4.16)
o

bagintist gecerlidir.
Ornek 4.3.1. M = {(x,y,z) € R? | z # 0} manifoldu iizerinde

d ad d ¢
el =I7, €r=7—, €3 =7— =
“ox “ay Yoz

vektor alanlarini ele alalim. g yari-Riemann metrigi
.
gler,e)) = -1, g(ez,ez)=g(63,ez)=? glei,e;) =0 (i#))

seklinde tanimlansin. Ayrica

n(X) = g(X,e3), wler) =e, lez) = ey, ¢le3) =0

olsun. Bu durumda (¢, &,7,g), M lizerinde bir hemen hemen parakontak metrik yapi tanimlar
(Mandal ve De, 2017).

Vektor alanlarinin Lie parantezleri
Ie|1€2J=05 [€|.,€3]=_€|., 162163]:_62
seklindedir. Koszul formiilii yardimiyla g metriginin Levi-Civita baglantis1 V icin

v€|€| velé’g Veleg —€3 0 |
(Veej) =|Veer Veea Vees|=| 0 ez —en
Veer Ve,e2 Ve 0 0 0

elde edilir. Dolayisiyla (M, ¢, £, 1, g) bir para-Kenmotsu manifoldudur.

Bu para-Kenmotsu yapi tizerinde (4.1) ile tamimlanan -iliskili metalik yap: ele alinsin.

n(er) =n(ez) =0 ve n(e3) = 1 oldugundan
Ve, =c0e;, Yer=0e;, WYey=oes+(p—20)es=(p—0)e;=0e;3
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bulunur. Buna gére W'nin {e;,e2, €3} tabanina gore matrisi

0
[¥] = 0
(J_JOI

o o 9
o 5 o

seklindedir.
Ote yandan, (4.4) bagintisindan

glej,e)) =—A, gley,en)=A, Zlez,e3)=A+B

ve i # j icin g(e;.e;) = 0 elde edilir. Dolayisiyla g metriginin bu tabana gore matrisi

~ —g 0o 0

[gl=] 0 A 0
0 0 A+B

bigcimindedir. (4.9) bagintis1 kullanilarak
V e — P e
Veej=Veei+ O_*g(cpei,cpej)eg

yazilir. Burada g(ge,@e) =1, g(gear,per) =—1, g(ypey,@es) =0 oldugundan

%eg 0 —€]
(ﬁé’rej) = 0 _%33 )
o
0 0 0

seklindedir.
Ayrica, para-Kenmotsu yapilarda dn = 0 oldugundan daha o6nce elde edilen integralle-
nebilirlik sonucuna gore

Ny=0

olup ¥ integrallenebilirdir.

Son olarak, (4.14) bagintis1 kullanilarak ¢ metrigine karsilik gelen Riemann egrilik

tensoriiniin sifirdan farkll bilesenleri

7] 3 Y ie ie 0

R(er,e2)er R(er,ez)ea R(ey,ez)es o* 2 o !

R(es,e3)e; R(ey.ez)en R(ezez)es|=| 0 € e

R(es.e1)er R(es.e1)ea R(es,er)es 2., 0 e
(J-*
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seklinde elde edilir. Boylece bu ornek, para-Kenmotsu yapidan elde edilen ¢-iligkili metalik

yapinin baglanti, integrallenebilirlik ve egrilik 6zelliklerini somut olarak gostermektedir.

4.4. Para-Sasakian Durumunda ¢-iliskili Metalik Yap:

Bu boliimde, (M, ¢, &, 1, g) para-Sasakian manifold olmak iizere, ¢-iligkili metalik yap1
¥ ve uyumlu g yari-Riemann metriginin baglanti, integrallenebilirlik ve egrilik Gzellikleri

incelenecektir.

Lemma4.4.1. (M, ¢, &,n,¢) bir para-Sasakian manifold, W, ¢-iligkili metalik yap1 ve g, uyumlu
yari-Riemann metrigi olsun. Bu durumda g metriginin Levi-Civita baglantisi Vile g metriginin

Levi-Civita baglantis1 V arasinda

Ty V¥ =2 ((X) g +7(V)gX) (4.17)
bagintist vardir.
Ispat. (2.50) esitliginden g (Vy&,Y) +g( Vyf,?) =—g(X,Y)—g(¢Y,X)=0eclde edilir. Ayrica,

g(VXE,Z) _g(vlfv X) = —Zg(ch,Z),
g(v}’fs Z) —g(V;E,Y) = —Zg(pr,Z)

oldugundan (4.7) ile
2(VxY,7) = Ag(VxY,% +Bn(VxY)n(Z) - B{n(Y)g(¢X,Z) +n(X)g(¢Y,Z)}
elde edilir. Bu esitlikte Z = ¢ alinirsa
g(Vx¥.&) = (A+B)y(VxY)
bulunur. Diger taraftan, (4.4) bagintisindan
g(VxY.&) = (A+B)y(VxY)
oldugundan
n(Vx¥) =n(VxY) (4.18)
sonucuna ulagilir. Buna gore, (4.4) bagintis1 kullanilarak

Ag(VyY,Z) = Ag(VEY,Z) -B{n(Y)g(eX,Z)+n(X)g(¢Y.Z)}
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elde edilir. Boylece

2 (Aﬁxr—AVXY+BH(Y)¢X+B:;(X)¢Y,Z) -0
olur. g metrigi non-dejenere oldugundan

%XY =AVxY -B{n(X)eY +n(¥Y)eX}

elde edilir. A # 0 oldugundan (4.17) bagintisina ulagilir. m

(4.17) bagintusinda ¥ = £ alinirsa

= B
Vx§=Vxé— 29X
elde edilir. (2.50) ile

A+B
A

Vyé = Vxé (4.19)

elde edilir.

Diger taraftan, 5 1-formunun v baglantisina gore kovaryant tiirevi
TIE= X)) -1 TxD)
seklindedir. V baglantisina gore
9(1?(1’)) = (Vxn)(¥) +n(VxY)
oldugundan ve (4.18) ile
(Vxn)(Y) = (Vxn) (¥)
bulunur. Para-Sasakian yapilarda (2.51) bagintisindan
(Vxn)(¥) = g(X.¢Y) (4.20)

sonucuna ulasilir.

Onerme 4.4.1. (M, ¢,£,1,g) bir para-Sasakian manifold ve ¥, g-iliskili metalik yap1 olsun. Bu

durumda ¥’nin V baglantisina gore kovaryant tiirevi
= A+B
(Vx‘P)9= (p—20) {g(X,{pY).H — 1X)VxE (4.21)

seklindedir.
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ispat. (4.1) baginusindan

(VW)Y = Vy (¥Y) —ly(ﬁxy)e
= Vx {o¥ +(p=20)(N)E} ~{o Vi + (p - 20)n(Vx V)¢

— —
= (p—20) | X (V) =5(Fx¥) | &+ (p —20)(V)Vxé
yazilir. Tanim geregi X(5(Y)) —q(ﬁx}’) = (ﬁxn)(Y) oldugundan
(Vx®)Y = (p~20) {(Tam) (V)& +9(¥) Tt}
elde edilir. (4.19) ve (4.20) baginular kullanildiginda
~ 9 A+B
(VP = (p - 20)18(X, ¢¥) &+ ——n(¥)Vx&

bulunur. Béylece (4.21) bagintisi elde edilir. m

Sonug 4.4.1. (M, ¢,£,n,¢) bir para-Sasakian manifold ve W, ¢-iliskili metalik yap1 olsun. Bu

durumda ¥ integrallenebilir degildir.

Ispat. Daha 6nce D = kern dagilin icin elde edilen karakterizasyona gére
Ny (X,Y) = =2(p—20)dn(X?,Y?)¢

esitligi gecerlidir. Para-Sasakian yapilarda (2.51) ile
dn(XP.Y?) =g(X®,¢¥?) = g(X, Y)

elde edilir. Dolayisiyla

Ny (X,Y) = =2(p—20)°g(X,¢Y)é = 2(p —20) g (¥, pX)é (4.22)

bulunur.

Para-Sasakian yapinin temel 2-formu 6zdes olarak sifir olmadigindan Ny de 6zdes olarak

sifir degildir. Buna gore W metalik yapisi integrallenebilir degildir. m

Egrilik tensorleri arasindaki iliskiyi belirlemek amaciyla, V ve Y baglantilar1 arasindaki

fark tensoOrtinii

A(X,Y) =VyY —VyY¥ (4.23)

85




seklinde tanimlayalim. (4.17) bagintis1 ve ac —5 esitligi kullamldiginda

AXY) =L (0¥ +n@)ex) (4.24)

elde edilir.

Egrilik tensorlerinin karsilastirilmasinda kullanilacak yardimer bagintilar: asagidaki

lemma ile verelim.

Lemma 4.4.2. Para-Sasakian durumda baglanti fark tensorti A icin

(V) (v.2) = L lex o1 oz +5(X.02)0¥

—(Y)g(X,Z)g—‘—q(Z)g(X,Y){;‘+2q(Y)q(Z)X} (4.25)
AX, AY,Z)) - A, AX,Z)) = gn(Z)R(X,Y)g (4.26)

bagintilar saglanir.

Ispat. (4.24) bagintisinin V baglantisina gore kovaryant tiirevi alinirsa

(Vxﬂ)(}’,g) = g{(vxﬂ)(y)ﬁﬁz+ﬂ(1’)(vﬂﬂ)z +(Vxn)(Z)pY +n(Z)(Vxg)Y'}

elde edilir. Para-Sasakian yapilarda (2.49) ve (2.51) esitliklerinden

(Vxﬂ)& Z)= § {8(X,eY)pZ +g(X,pZ)¢Y —n(Y)g(X,Z2)é —n(Z)g(X.Y)E
+2n(Y)n(2)X}

bulunur. Béylece (4.25) elde edilir.

Diger taraftan, (4.24), (2.1) bagintis1 kullanilarak
)
P~ 2 2
AX AW, 2)) = —n(X) NN’ Z+n(2)¢’r},

ve benzer sekilde

2

AX.AX.2) = Z5n @) {n(X) 2 +n(2)6°X)
elde edilir. Bu iki esitligin fark: alindiginda

2
a(x,:?l(Y,Z)) —AY,A(X,2)) = %H(Z) n(X)Y —n(Y) X}
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bulunur. Para-Sasakian yapilarda (2.15) ile

2

ﬂ(?,:ﬂ(l’,Z))—.ﬂ(Y,:ﬂ(X, Z)) = U—;n(Z)R(X,Y)g

elde edilir. Boylece (4.26) bagintisi da ispatlanmis olur. m

Onerme 4.4.2. (M, ¢, £,1.g) bir para-Sasakian manifold olsun. R ve ﬁmraswla g ve g metrik-

lerinin Riemann egrilik tensorlerini gostersin. Bu durumda

(0_*)2 _0.2
a

R(X,Y)Z = R(?, Y)Z— gq(R(X,Y)Z)§+{ . }q(Z)R(X,Y)g
- L 20X 1)z~ g(X. pZ)¢Y + 2V Z)eX) (4.27)
bagintist gecerlidir.

Ispat. Iki torsiyonsuz baglantinin egrilik tenscrleri arasindaki baginti

ﬁ(x,%z =R(X.Y)Z+ (VyA)Y.Z)— (VyA)(X,Z)
+AX, AY,Z) - A, A(X.Z))

seklindedir. (4.25) bagintisindan
2
(VxA)(Y.2) - (V) (X.2) = =2 (n(¥)e(X.2) -y (X0)2(¥. 2)} ¢~ Ln(Z)R(XY)E

—£{2g(s¢X,Y)¢Z—g(X, wZ)pY +g(Y,pZ)pX}

elde edilir.

Ote yandan, (4.26) bagintisina gore

gl(x,ﬂ(y,zn—ﬁ(nﬂ(x, Z)) = gn(Z)R(X,Y)g
oldugundan
) R
R(X.NZ = ROENZ- L (n(0g(X.2) ~n(X)e(r.2)) £ + (—;"’+5) HZRX.Y)E
—é {28 (pX.Y)pZ — (X, 0Z) oY + (Y . 0Z)p X}
bulunur.

Para-Sasakian yapilarda

R(X, Y)Z) =n(Y)g(X,Z) —n(X)g(Y,Z) (4.28)
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baginusi gecerlidir. Ayrica p = o + " oldugundan

2 PP _p(p-20) _(0") -0’

2 2 2
o o= o= o=

Bu esitliklerin kullanilmasiyla (4.27) bagintisi elde edilir. m
(4.27) bagintisinda 9: & alinirsa

w2

R(X,Y)é = (%) R(X.Y)é (4.29)

elde edilir.

(4.1) bagintisindan ve Riemann egrilik tensoriiniin iiclincli degiskenine gore C*(M)-
lineerligi kullanilarak

ﬁ(x,% YZ = o R(X,Y)Z+(p-20)n(Z)R(X.Y)¢

elde edilir. (4.27) ve (4.29) bagintilar: kullanildiginda
g(x, Y)¥YZ=0R(X.Y)Z-p q(R(X,Y)Z)%Z
INCS

(0'*)2—0'2
+{T+(P 20r) =

}H(Z)R(X,Y).E

—p{28(eX.Y)pZ -g(X,pZ)pY +g(¥,pZ)pX }.
p=c+0c*ve p—-2c =c"—o bagintlarn yardimiyla

#y2 2 w32 #33 3
i P Cor et

olur. Dolayisiyla

w3 23
Rocrvz-craxnz-piranzes T - D nra e
—

= p{28(eX.Y)pZ —g(X,0Z)pY +g(Y ¢ Z)pX} .

Ricci tensorleri arasindaki iligkiyi belirlemek icin (4.27) bagintisinin X degiskenine gore

izini alalim. dim M = 2n+ | olmak tlizere

tr{?'—> nN(R(X.Y)Z)¢} = g(¢Y, Z),

tr{X = n(Z)R(X.Y)&} = —2nn(Y)n(Z)
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olur.

Diger taraftan,
tr{X +— 2g(@X.Y)oZ —g(X,¢Z) Y +g(Y,pZ)pX} = —3g(¢Y.¢Z),

ciinkii tr ¢ = 0 dir. Buna gore (4.27) bagintisinin izi alindiginda

wy2 2
Ric(¥,Z) = Ric(Y, 2) +2—p3(ﬁ01’,502)—2n{ el }n(r)n(Z)
o
" (c")*-a? p y .
elde edilir. (2.2) ve ———— = — (— —2) bagntilart kullanildiginda
ol o \o

5 5
Ric(Y,Z) =Ric(Y,2) - Loy, z)+ 2P (2n+ - @) n(Y)n(Z)
a (o o

sonucuna ulagilir.

Ozellikle Z = ¢ alinirsa

w2

Ric(Y.&) = (%) Ric(Y.¢)

elde edilir. Para-Sasakian yapilarda Ric(Y, &) = —2nn(Y) oldugundan

Ric(Y.£) = ~2n (";) n(Y)

bulunur.

Ornek 4.4.1. Ivanov, Vassilev ve Zamkovoy tarafindan verilen hiperbolik Heisenberg grubu
oreginden (Ivanov vd., 2010) hareketle, M = R3 iizerinde (x,y,z) standart koordinatlarini
g0z Oniine alalim. Kaynaktaki yapi, burada kullanilan n(¢) = g(&,&) = | konvansiyonuna uygun
olarak yeniden diizenlenmigtir.

M iizerinde
e_r? ‘r'} e_ﬁ_xﬁ e_g_:?
LT ox Y az" dy Iz 2T a;

vektor alanlarini tanimlayalim. Bu vektor alanlarinin Lie parantezleri
[e1, ea] = =2¢, lei.&] = [e2.6] =0 (4.30)
seklindedir. Ayrica

n=dz—ydc+xdy 4.31)
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I-formunu ve
we) = ez, wer=eq, wE=10 (4.32)

(1, 1)-tipindeki tensor alanini tanimlayalim. Bu durumdan(e;) =n(e2) =0 olup (2.1) bagintilan

saglanir.

g yari-Riemann metrigini
g=dx@dx—dy®dy+n®n (4.33)
seklinde tanimlayalim. Buna gore

.
glere) =1, glener)=-1. g8 =1,  glene) =0, i#j
olup (2.2) esitligi saglanir. Dolayisiyla (¢,&,77,g) bir hemen hemen parakontak metrik yapi
olugturur.
Simdi bu yapimn para-Sasakian oldugunu gosterelim. Koszul formiilii ve (4.30) baginti-

lar1 kullamldiginda g metriginin Levi-Civita baglantis: icin

0 £ —-e
(Vees)=| € 0 —e

—€2 —€] 0

elde edilir. Ozellikle

ve"g =Tyl vé’z.&‘ = —ex, VEE =—p&

oldugundan (2.50) bagintis1 saglanir.

Diger taraftan, taban vektorleri lizerinde dogrudan yapilan hesaplamalarla (2.49) esitligi

elde edilir. Dolayisiyla (M, ¢, £, 1, g) bir para-Sasakian manifolddur.
-iliskili metalik yap1 (4.1) ile

Ye, =cey, Yey = gen, Veé=o'é

seklindedir.

Ayrica W ile uyumlu g yari-Riemann metrigi (4.3) ile

_ _ _ -
gler,e1) = A, glez,er)=-A, g(£,6)=A+B, glee;) =0, i #]
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olur. Para-Sasakian durumda elde edilen (4.17) bagintis1 kullamldiginda érnegin

0 £ pe
(Veiej) =| & 0 pe
pex per 0

£

elde edilir. Burada p = 7 dir. Son olarak, e, ez € kern ve [e1,e2] = —2& oldugundan, daha
oa
once elde edilen Nijenhuis tensorii bagintisindan

3
Ny(er,e2) = (p —20) n([er,e2])é = -2(p —20)*¢ #0

bulunur. Boylece bu drnekte de ¥ metalik yapisinin integrallenebilir olmadig1 acikca goriilmek-

tedir.
Ayrica para-Sasakian egrilik bagintisindan (4.27) ile
_ _ _
R(er,ex)er R(epex)ex Rley.e2)§\ (3pex 3pe; 0
R(e1.&)g  R(ené)ex R(en,&)¢ |=|—p¢ 0 —pe
R(ex.é)e1  R(ez.&)ea  R(er &) 0 p¢ —ple
seklindedir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, hemen hemen parakontak metrik manifoldlar iizerinde tanimlanan ¢-

iliskili ¥ metalik yapis1 ayrintili olarak incelenmistir.

Oncelikle, ¥ tensor alaninin
P2 = p¥ + gl

esitligini saglacig1 gosterilerek, stz konusu yapinin metalik yap1 oldugu ortaya konulmustur.
Bu yapi, klasik metalik yapilardan farkli olarak dogrudan parakontak yapi (¢,£&,n) lizerinden

tiiretilmis olup, ozellikle £ dogrultusunda belirgin bir deformasyon icermektedir.

Daha sonra, ¥ ile uyumlu olarak tanimlanan g metrigi incelenmis ve bu metrigin g metri-
ginin bir deformasyonu oldugu gosterilmistir. Bu deformasyonun 6zellikle n bileseni tizerinden

gerceklestigi ve geometrik yapiya yonsel bir katki sagladig1 gortilmiistiir.

Elde edilen sonuglar, ¢-iliskili metalik yapinin geometrik 6zelliklerinin baslangi¢ sinifina
bagli olarak onemli Olciide degistigini gostermektedir. Bu genel bulgular ti¢ 6zel durumda su

sekilde ozetlenebilir:

* ¢ paralel oldugunda, V = V elde edilmekte ve yap1 yerel olarak metalik olmaktadir.

* Para-Kenmotsu durumda, ¥ yapisimun Nijenhuis tensoriiniin sifir oldugu gosterilerek

yapinin integrallenebilir oldugu bulunmustur.

* Buna karsilik para-Sasakian durumda Ny # 0 elde edilmekte ve yapinn integrallenebilir

olmadig1 goriilmektedir.

Ayrica Para-Kenmotsu ve para-Sasakian durumlarda Levi-Civita baglantis1 ve egrilik
tensort acik bicimde hesaplanmis ve R ile R arasindaki iligski ortaya konulmustur. Bu sonuclar,
metalik yapinin yalmizca cebirsel degil, aym zamanda egrilik diizeyinde de geometrik yapiy1

degistirdigini gostermektedir.

Bu calismanin dogal bir devami olarak asagidaki arastirma yonleri onerilebilir:

-iliskili metalik yapilarin Ricci ve skaler egrilik iizerindeki etkilerinin incelenmesi,

g metrigi altinda Einstein veya n-Einstein kosullarinin aragtirilmasi,

Bu yapilarin yari-simetrik veya yerel simetrik manifoldlar {izerindeki davramislarinin in-

celenmesi,

Metalik yapilarin diger geometrik yapilar (6rnegin Norden metrik, B-metrik yapilar) ile

iligkilerinin arastirilmasi.
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