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OZET

Bu calisma, ii¢ boyutlu Oklid uzayindaki egrileri analiz etmek icin alternatif bir geometrik ¢at1
sunmaktadir. Alternatif ¢at1 vektorleri ciimlesi olusturulup, bunlara karsilik gelen tiirev iligki-
leri incelenerek, uzay egrilerinin diferansiyel geometrisine yeni bir bakis agis1 getirilmistir. Bu
cat1 vektorleri ve 0zel olarak tanimlanmig bir Darboux vektorii kullanilarak orijinal egriyle ilis-
kili yonlii vektorel moment egrileri elde edilmistir. Bu calismanin temel katkisi, alternatif ¢ati
yapist i¢inde bu vektorel momentlere karsilik gelen dual yonlii egrilerin tanimlanmasi ve karak-
terizasyonudur. Bu yaklasim, uzay egrilerinin 6zelliklerine yeni bakis acilar1 sunarak teorik ve
uygulamali geometrideki ¢alismalar i¢in mevcut analitik araglar1 genisletir.

Anahtar Kelimeler: Alternatif ¢ati, genel helis, vektorel moment, yon egrileri.
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ABSTRACT

This study introduces an alternative geometric framework for analyzing curves in three dimen-
sional Euclidean space. By constructing a set of alternative frame vectors and examining their
corresponding derivative relations, a new perspective on the differential geometry of space cur-
ves is developed. Utilizing these frame vectors and a specifically defined Darboux vector, the
directional vectorial moment curves associated with the original curve are derived. A key cont-
ribution of this work is the identification and characterization of the dual directed curves corres-
ponding to these vectorial moments within the alternative frame structure. This approach offers
new insights into the intrinsic properties of space curves and broadens the analytical tools ava-
ilable for applications in theoretical and applied geometry.

Keywords: Alternative frame, direction curves, general helix, vectorial moment.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride 6zellikle ii¢ boyutlu Oklid uzay: E*’teki egrilerin incelenmesi,
uzay egrilerinin geometrik ve kinematik 6zelliklerinin anlagilmasinda énemli bir rol oynar. Bu
alandaki temel yaklagimlardan biri, bir egri parametresine (genellikle yay uzunlugu) gore degi-
sen egrinin konum vektoriiniin vektdrel moment egrisi olarak bilinen bir egriyi nasil olusturdu-
gunu incelemektir. Bu kavram; orijinal egrinin, vektoriin bir nokta veya eksene gére momen-
tinden tiiretilen yeni tanimlanmis bir egrinin geometrisini nasil etkiledigini arastirir. Vektorel
moment egrileri, yalnizca miithendislikteki statik ve dinamik analizlerde degil; ayn1 zamanda
fizik, matematik ve bilgisayar destekli tasarim gibi cesitli alanlarda da 6nemli bir rol oynar.
Fizikte bu egriler, donme hareketini modellemek ve moment dengesini korumak i¢in dnemli-
dir. Geometrik acidan bakildiginda kuvvet uygulama noktalar1 ile donme eksenleri arasindaki
iligkilerin gorsellestirilmesine ve analiz edilmesine yardimci olurlar. Bilgisayar destekli miihen-
dislik yazilimlarinda ise bu egriler; burulma, egilme ve donme gibi yapisal tepkilerin 6nceden
simiilasyonunu saglayarak daha hassas malzeme optimizasyona ve giivenlik analizine olanak ta-
nir. Ayrica robotik kol hareketlerinden koprii tasarimina kadar uzanan uygulamalarda, moment
vektorlerinin yonsel etkileri dikkate alinarak daha islevsel ve dengeli sistemler olusturulur. Bu
sayede, vektorel moment egrileri yalnizca teorik yapilar olarak degil, ayn1 zamanda tasarim ve

analiz siireclerine dogrudan katkida bulunan disiplinlerarasi araclar olarak da iglev goriir.

Son yillarda arastirmacilar tarafindan; bu fikri bir egrinin hareketli ¢atilarina, ozellikle
de Frenet catisina genisletilmistir (Tuncer, 2017). Yazar; belirli bir uzay egrisinin teget (7), asli
normal (N) ve binormal (B) Frenet vektorleriyle iligkili vektorel moment egrilerini incelemistir.
Bu cat1 vektorlerine moment islemleri uygulanarak yeni egriler tanimlanmig ve bunlarin Frenet
elemanlar1 (egrilik ve burulma dahil) hesaplanmigstir. Bu yontem, orijinal egrinin gelisimindeki

ek geometrik yapilari ortaya ¢ikarmigtir.

Bu temele dayanarak asli normal vektor N, birim Darboux vektorii W ve N ile W’nin
carpimi olarak tanimlanan birim vektor C’den olusturulmus alternatif ortogonal ¢ati sunulmus-
tur (Kaya ve Onder, 2017). Bu cat1, uzay egrilerini analiz etmek icin yeni bir bakis ag1s1 sunarak
ozellikle orijinal ¢atinin iglevselligini kaybettigi veya daha az bilgilendirici hale geldigi durum-

larda, klasik Frenet-Serret catisina bir alternatif sunmustur.

Geometride iyi bilinen egrilerden biri olan helis egrisi, ¢esitli ¢atilar altinda incelenmis-
tir (Barros, 1997; Cift¢i, 2009). Farkli ¢atilar ve uzaylar arasindaki iligkili egriler, ¢esitli calig-
malarda arastirllmistir (Choi ve Kim, 2012; Deshmukh vd., 2018; Korpinar vd., 2013; Nurkan
vd., 2019; Yilmaz, 2015). Vektorel moment egrileri lizerine ¢esitli ¢alismalar gerceklestirilmig-
tir (Karagoz, 2024; Kaya ve Giiven, 2023; Senyurt vd., 2020). Egriler iizerine farkli ¢caligmalarda
yiiriitmiistiir (Millman ve Parker, 1977; Struik, 1988).

Bu calismada, yapilan arastirmalari bir adim 6teye tasinmak istenmistir. Oncelikle klasik

Frenet catisindan degil, alternatif ortogonal gat1 vektorlerinden( Kaya ve Onder, 2017) tiiretilen



yonlii vektorel moment egrilerinin integrali alinarak olusturulan integral egrilerinin Frenet vek-
torleri, egrilikleri ve burulmalar1 hesaplanmistir. Bu N, W ve C vektorlerine uygulanan moment
islemleriyle yeni egriler tiiretilmis ve ardindan geometrik 6zellikler Frenet formiilleri aracili-

giyla ayrintili olarak analiz edilmigtir.

Daha sonra, bu yeni olusturulan moment egrilerinin her biri i¢in karsilik gelen alternatif
cat1 vektorleri olusturulmustur. Bu, orijinal ¢atinin alternatif geometrik davranisinin vektorel

moment doniisiimii boyunca nasil yayildigini izlememizi saglanmigtir.

Son olarak, elde edilen bu integral egrilerinden dual yonlii egriler insa edilmistir. Integral
egrileri, ozellikle kinematik ve vida teorisinde, uzaysal olaylar1 analiz etmek i¢in giiclii bir
cebirsel arac saglar. Buradaki uygulama, egri dinamiklerinin vektorel doniisiimler altinda nasil

gelistigine dair daha kapsamli bir anlayis sunmustur.

Bu tezde, yonli vektorel moment ve alternatif cati kavramlar1 bir araya getirilerek,
[E3*teki egrilerin geometrik calismasini zenginlestirmek, hem teorik hem de uygulamali alan-

larda daha kapsamli aragtirmalar i¢in bir platform sunulmasi amag¢lanmisgtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmm 2.1. 7 :C R, I = (a,b) bir agik alt aralik olmak iizere

o:1—E"
s—>o(s) = (a(s),a(s), ..., 0 (s))

diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. Bu durumda, a(I) C E" alt ciimlesine E" de diferansi-

yellenebilir bir egri ve s € I ya parametre denir (Yiice, 2020).

Tamm 2.2. E* uzayinda bir M egrisi (I, ) komsulugu ile verilsin. s € I, M egrisinin yay-

parametresi olmak iizere;

T(s)=o'(s), N(s)= % B(s) = T(s) AN(s)
k(s)=IT"(s)l,  ©(s)=—<N(s),B'(s) >

seklinde tanimlanan vektorlere sirasiyla o egrisinin teget vektorii, asli normal vektorii, binormal
vektorii, egrilik ve burulma fonksiyonlari denir. Ayrica {T,N,B} catisina o egrisinin Frenet
catis1 denir (Yiice, 2020).

Tanmm 2.3. o : [ — E? bir regiiler egri ve K # 0 olsun. 7, N, B, k, T Frenet elemanlart;

_ o(s)Aa(s)
loc'(s) A (s)]]"

T(s)= N(s) =B(s) AT(s), B(s)

le@ra @] der(a(s).0(s).0"(s)
e T A A PI S YN-TI B

esitlikleriyle tanimlanir (Yiice, 2020).

Tamim 2.4. o egrisinin Frenet vektorleri s parametresine bagli olarak donme hareketleri yapar.

Bu eksen iizerinde bulunan bir vektor W ile gosterilirse

T"=WAT, N =WAN, B =WAB (D.1)
esitlikleri saglanir. Buradan Darboux vektorii W

W =1T + kB

sekilde tanimlanir. Frenet vektorleri {7, N, B}; egrilik ve burulma, k, T olmak iizere birim Dar-



boux vektorii

T K
W= T+ B
4/K2+12 ‘/KZ_{—TZ

seklinde tanimlanir (Gray, 1997).

o egrisinin asli normal vektorii N, birim vektor W ile vektorel olarak ¢arpilirsa C birim

vektori
C—WAN=—~_74+__° p
VKZ+12 VK412

seklinde elde edilir. Burada elde edilen {N,C,W} catisina alternatif cat1 denir (Kaya ve Onder,
2017).

B W= sz‘j (zT + xB)

(@)

Sekil 2.1: Alternatif ¢ati
Alternatif cati ile Frenet catis1 arasindaki iligki,

—K T T K

seklindedir. Bu iki esitlik yardimiyla

K T T K
T=-— C+ W, B=

, C+ 4
V2412 VK212 V2 +12 VK2 412

esitlikleri elde edilebilir. Burada;

B =+vVKk*+12, K:E, f:%, y L

denirse, asagidaki esitlikler

C=—«xT+7B T=—-xkC+1TW
_ _ veya
W =—-71T+ KB



elde edilir (Senyurt, 2018).

Teorem 2.1. {N,C,W} alternatif cat1 vektorleri ile alternatif cati vektorlerinin tiirevleri arasin-
daki iliski:

N =BC, C =-BN+ywW, W =—yC

seklinde verilir. Bu esitlikler matrisler yardimiyla

N’ o B O][N
cl=|-B 0 y||cC
w’ 0 -y O w

seklinde ifade edilebilir (Kaya ve Onder, 2017).
Teorem 2.2. o egrisinin alternatif cati vektorleri {N,C,W} olsun. Bu « egrisinin alternatif
Darboux vektorii:

D=1vyN+BW

seklindedir (Senyurt, 2018).

ispat. N,C,W vektorleri ile D Darboux vektorii arasinda

D =aN +bC+cW
esitligi yazilabilir. D ile N nin vektorel ¢arpimu (D.1) yardimiyla

N =DAN,
= BC = (aN+bC+cW) AN,
= BC =cC—bW

elde edilir. Buradan b = 0 ve ¢ = f8 elde edilir. D ile C’nin vektorel garpim (D.1) yardimiyla

C'=DNC,
= —BN+yW = (aN +bC+cW) AC,
= —BN+ W = —cN+aW

elde edilir. Buradan a = ¥ ve ¢ = f8 elde edilir. D ile W’nin vektorel carpimi (D. 1)) yardimiyla

W =DAW,
= —yYC = (aN+bC+cW)AW,
= —yC = —aC — bW



elde edilir. Buradan a = y ve b = 0 elde edilir. Bulunun bu degerler yerine yazilirsa

D=1vyN+pBwW

esitligi elde edilir. m

(=)
W

Sekil 2.2: Darboux vektorleri

Tanim 2.5. Birim hizli & egrisinin o (s) noktasindaki alternatif ¢at1 elemanlart {N(s),C(s), W (s)}

oldugunu varsayalim. Bu durum su sekilde ifade edilebilir:
o(s) = f(s)N(s) +g(s)C(s) + h(s)W(s) (Sardag, 2019).
Yukaridaki ifadenin tiirevi alinirsa,

o = f/N+fN' +5'C+gC' +W'W+hWw',
—KCHIW = f/N+ fBC+ g C+g(—BN+yW) + KW + h(—yC),
—KC+TW = (f' —gB)N+ (g’ + fB—hy)C+ (K +gn)W

yazilir. Buradan
f—gB=0, g+fB—hy=-k ve Wtgy=1

esitlikleri elde edilir. f/, g’ ve i’ arasinda

' =gB,
g/:h}/—fﬁ—l_{,
W=1—gy

seklinde iligkiler vardir.

Tanim 2.6. Birim hizli regiiler bir « egrisinin alternatif ¢ati vektorleri {N,C,W} olsun. Asli
normal vektor N "nin vektor momenti tarafindan olusturulan egri, N* = o¢ AN olarak tanimlanir

ve asagidaki iligki ile verilir,



oy (s) =h(s)C(s) — g(s)W(s) (Sardag, 2019).

(a1)

Sekil 2.3: o egrisinin vektorel momenti

Tanmm 2.7. a: 1 CR — E", a(s) = (o (s), 00(s), ..., 04, (s)) edrisi verilsin. X € y(E") olmak

da
iizere —— = X (a(s)) = Xyy) ise a(s) egrisine X vektor alamnin bir integral egrisi denir. Burada
s
o(s) = [ Xds seklindedir (Yiice, 2020).



3. OKLID UZAYINDA ALTERNATIF CATIYA GORE VEKTOREL MOMENT-
LERIN YONLU EGRILERI

Bu béliimde, E3’te N— dual yonlii egri, C— dual yonlii egri, W — dual yonlii egri ve D—

dual yonlii egri tanimlanarak bazi karakterizasyonlar verilecektir.

Tanim 3.1. «, sifirdan farkli egrilige ve burulmaya sahip, s yay uzunlugu parametreli regiiler
bir egri olsun. Eger a’nin alternatif ¢atisit {N,C,W} ise o’nin yay uzunlugu parametresi s* olan

N— dual yonlii egrisi

Y (s") = / " (als) AN(s))ds" (D2)

sekilde tanimlanir.

Y1 (s*)’nin a’nin N— dual yonlii egrisi oldugunu varsayalim. y;’in Frenet vektor alan-

larini, egriligini ve burulmasini hesaplayalim.

Teorem 3.1. «(s), E3’te birim hiza sahip regiiler bir egri olsun. {N,C,W}, &’nin alternatif ca-
tist ve Y (s*), o’nin N- dual yonlii egrisi olsun. Bu durumda, i (s*) nin Frenet vektor alanlari,

egriligi ve burulmasi:

_ hC—gW

Ty = e,
VS

_ —hB(g* +1°)N +g[gT+h(fB + K)|C+h[gT+h(fB + &)W
V(g2 + ) {2 B2 (g7 + h?) + [gT + h(R+ fB)]*}

Y

Nllll

_ (T +h(K+fB))N+ghBC+h*BW
Y RBA(@ ) + (gt - h(k+ B))*

_ o1/ (> + 1) + (g7 +h(K+ fP))>

K ’
i (V2 +g2)3

__ GihBIh(fB) — ghB? — fgBY] — O1(fhp +hk +gF)(z+hp)
i (g% +h(k+fB))*+ (ghB)* + (h2B)?]

seklindedir.
Ispat. a, s yay uzunlugu parametreli bir egri ve yi, s* yay uzunlugu parametreli bir egri oldu-

gunu varsayalim. Ayrica o “nin alternatif ¢ati elemanlar1 {N,C,W,k,t} ve y;’ m Frenet ¢ati



elemanlar1 {Ty,, Ny, ,By,, Ky, , Ty, } "dir.
Bu denklemde s*’ye gore (D.2) cinsinden tiirev alinirsa:

~~
\
~
[}
S—
=
—~
A
SN—
/'\
\/
/\
\_/
+
>
—~
[}
S—
=
\_/
N—
>
—~
=
—~
[}
S—
N—

elde edilir. Bu denklemin tekrar s*’a gore tiirevi alinirsa

dy;(s)

I x\ 1

IVI (S ) - dS*
_dyi(s) ds
ds  ds*
=HWC+hC' —gW —gW
=(T—gY)C+h(—=BN+yW)— (hy— fB—K)W +gYyC
= (=hyN+IC+ (fB+ )W)

d
elde edilir. Burada d—i = 0] denirse
s

vi(s*) = o1(—hBN +TC+ (K + fB)W)

elde edilir. Burada norm alinirsa

ds 1
T a T B ()t (kB
J(st) = HBNEC+ (R4 fBIW

V (hB)? + (72) + (R + fB)?



elde edilir. Ugiincii tiirev alinirsa

my % _dl/]{/(s)
WI (S )_ ds*

_ dwi(s) ds
ds ds*
= 0] (—hBN+TC+ (fB+K)W)—o0o1((hB)'N — (hB)N'+ (%) C
+2C + (fB+ &)W+ (fB + k)W)
= (—o1(hB) — 61(hB) — 61 BT)N + (01T — 61h> + 617 — o1 Y(f B + K))C
+(o[(fB+K)+o1(fB+K))W.

( (—o1(hB) —o1(hB) — c1BT)N )
=y (s") =01 | +(o]T—0c1hB*+ 017 — o1 Y(fB+K))C
+(o1(fB+&)+o1(fB+K))W
=P N+RIC+S$1W

bulunur. Burada

P, = —cit—o1hfo] — o (hB),
R, = —o?hp? — otyfB + 01701,
S| = oi(fB) + o1ko| + 01 fBo]

dir. Bulunan bu esitlikler yardimiyla

Yi(s") = hC—gW,

= Vi) = Vg2 + 2
elde edilir.
sYAY] (5%) = (hC — gW) A (01(—hBN +TC+ (fB + K)W))

= —01h?B(CAN) + 61hT(C AC) 4 o1h(fB + &) (CAW)
+018hB(W AN) —018T(W AC) — o18(fB + K)(WAW)
= (0187 + O1h(fB + K))N + 01ghBC + o1 h> BW.

= Wi (") AW ()| = /(0187 + GIA(FB +R)) + (018hB)? + (01/2B)?

— o1/ (g7 + h(fB + K))? + I2B2(g2 + ?)

10



bulunur.

0 h —g
det(Wilei/> 1//): _Glhﬁ 017 Gl(fﬁ—i_k)
P R S1

= 01h(fB + k)P + 618hBR + 01gTP, + 61h*BS)

= 61*Boi(fB) + o1h’Boioi K+ 0101 fBoi B — o1ghBoihB* — cighBoivfB
+01ghBo1T0] — 01h(fB + k)01 T — G1h(fB + K)o1hB o] — 01h(fB + K) 07 (hB)’
—01gT0iT— 01gT01hf o] — o18To (hB)

=0 h*B(fB) + orh’Biko| + of fh* B0 — oi gh* B> — o fghB>y
+07ghPTo] — orh(fB + k)T — 6T B(fB + &) 0] — 6P h(fB + &) (hB)
—07g1T— oighPTo] — o7 gt (hB)

=6 h*B(fB) — oigh’B> — o} fghB>y — i h(fB + K)T — o7 h(fB + &) (hB)’
—07g71— 07 gT(hB)

= 6; (h(fB)' — ghB* — fgBY) — 6i (hB) (hfB + h& +gT) — oy T(hfB +hKk + gT)

= Gy hB(h(fB) — ghB> — fgBY) — i (fhB +hk +gT)(t+hB)’

dir. Bu denklemler kullanilarak

T 74 _ hC—gW
AT V2 + g2
N B _ —hB(&*+h*)N+g(gT+h(fB +K))C+h(gT+h(fB+ &)W
vi — Py /\T% - = = )
V(82 +12) (W2 B2 (g2 +h?) + (eT + h(R + fB))?)
_ WAy (8THA(R+fB))N +ghBC+hBW
AL /2B +2) + (gt +h(k+ fB))2
o _lvirvlll _ o ViPB e + 1) + (T +h(k+fB))*
v AR (Vh*+g2)3 ’

_ der(wi, v, vi") _ o1hB(h(fB) —ghB> — feBY) — o1(fhB +h& +8%)(T+hpB)’
v Al (g7 +h(R+fB))>+ (ghB)* + (h2B)?)

ifadeleri elde edilir. m

Tanim 3.2. o, sifirdan farkli egrilide ve burulmaya sahip, s yay uzunlugu parametreli regiiler

bir egri olsun. Eger o’ nin alternatif ¢atist {N,C,W } ise o’nin yay uzunlugu parametresi s* olan
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C— dual yonlii egrisi

Y (s") = / ((s) AC(s))ds" (D.3)
sekilde tanimlanir.

Y5 (s*)’nin o’nin C— dual yonlii egrisi oldugunu varsayalim. y, nin Frenet vektor alan-

larini, egriligini ve burulmasini hesaplayalim.

Teorem 3.2. o(s), E¥’te birim hiza sahip regiiler bir egri olsun. {N,C,W}, a’mn alternatif
catist ve Y (s*), o’nin C- dual yonlii egrisi olsun. O zaman 5, (s*) nin Frenet vektor alanlari,

egriligi ve burulmasi:

5 _ TN+ W

Y

_ [lghB — f(T —gIN — (B + f¥)(f* + h*)C + h[ghB — f(T —g7))]W

v V(P22 (B+ f7)2(f2+8%) +[ghB — f(T—gV)]*} ’
g — JUB+ YN+ (hgB — f(T—g¥)C+ (h(hB + f1))W

" VB AP+ g+ shB—fG gV
o _ oo/ (hB+ 1Y) (f>+8) +[ehB — f(Z— gV

" (V) |

o2h(h + f7)(B) — Gahy(hB + f7)* + 0o f (T —g¥)(hB + fY)'
+f(T—gY)(hB+ fy)oy + 2BT(T—gY) — o2h(hB + f¥)(T—gY)
S —h(hB + fY)(T — 8Y)0; + 02hB(hB + f7)> — 028hB(hB + f7)' — 028hB>T
v {(hB+17)(f>+8>) +[ghB — f(T—gV)]*}
seklindedir.

Ispat. o, s yay uzunlugu parametreli bir egri ve y», s* yay uzunlugu parametreli bir egri ol-
sun. Ayrica, o’nin alternatif ¢ati elemanlart {N,C,W,k, 7} ve y,’nin Frenet ¢at1 elemanlari
{Ty,, Ny, By, , Ky, Ty, }dir.
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Bu denklemde s*’ya gore (D.3) cinsinden tiirev alinirsa:

= (f(s)N(s) +g(s)C(s) + h(s)W (s)) A C(s)
A

= f(s) N(s) AC(s)) +8(s) (C(s) ANC(s)) +f (W(s) NC(s))
\ﬁ/_/ TV Vv
w 0 —N(s)

= —h(s)N(s)+ f(s)W(s)

elde edilir. Bu denklemin tekrar s*’a gore tiirevi alinirsa

"oy leé ()
WZ (S ) - dS*
_d V) (s) ds
ds ds*

= —WN—hN'+ fW+ fw'
= —(T—gY)N—hBC+gpW —fyC
= (TN —(hB +fV)C+gBW

d
elde edilir. Burada d—s* = 0y denirse
s

¥y (5") = 02 (—(T—gY)N — (hB + fy)C + gBW)

elde edilir. Buradan norm alinirsa

ds 1
a5 T gyt B L1 1 (8B

VE=gy)*+(hB+ f7)?+ (gB)>

elde edilir. Ugiincii tiirev alinirsa



me o\ dl/’él(s)
WZ (S )_ ds*

v ds
ds ds*
= 05(—(T—gY)N — (hB + fy)C+gBW)
+02(—(T—gY)'N—(T—gV)N' = (hB + f7)'C— (hB + f7)C'+ (¢B)'W + gBW’)
= 03(—(T—gY)N — (hB + fY)C +gBW)

+02(—(T—gY)'N— (T —gy)BC— (hB + f7)'C— (hB + fY)(—BN +yW )+ (gB)'W + gB(—
>

= (—03(T—gY) — 02(T—gY)' + 2B (hB + fY))N
—(05(hB + fy) + 02(hB + fy) + 2B (T — gY) + 028BY)C
+(05(gB) +02(gB) — o2 y(hB + f7))W.

=y (s) = 0 —(0y(hB — fy) +02(hB + f7) + 02B7)C
+(038B — o2y(hB + fy) +02(8B) )W

=PN+R,C+ S W

( (—05(T—gy) — 02(T—gY)' + 2B (B + f¥))N )

bulunur. Burada

P, = —0,05(T—gY) — 05(T—gY)' + 0 B(hB + V),
Ry = —0,05(h — fy) — 03 (hB + fy)' — 03 BT,
S» = 06,0588 — 03 Y(hB + fY) + 03 (gB)’

dir. Bulunan bu esitlikler yardimiyla

:>||‘If§ II—\/fZJrh2
elde edilir.
SN, (s°) = (=hN + fW) A (—=02(T — gY)N — G2 (hB + f7)C + 028BW))

= hoy(T—gY)(NAN) +hoy(hB + f¥)(NNC) —hogB (N AW)
—f02(T—gY)(WAN) — for(hB + fy)(WAC) + forgB(W AW)
= 02 f(hB + fY)N + (02hgB — 02 f (T — g7))C + O2h(h + Y)W,
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= [lya(s") Ay (s7) | = 62\/ (hB + fY)*(f>+h?) +[hgB + f(T—gV)]?

bulunur.
—h 0 f
det(v2,v5, v, ) = | —0o(T—gy) —0a(hB+fy) 08B
) R, AY)

= oh(hB + f7)S2 — 02f (T — gY)Ra + Co f (hB + fY) P> + 028hBR>

= 0h(hf + [7)02652B — Gah(hB + f7) 03 Y(hB + f7) + 02h(hB + £Y) 05 (2B)
+02f (T — 8Y)0203(hB + [7) + 0o f (T — gY)03 (hB + f7) + 0af (T — gY) 05 BT
—02h(hB + £7)0205(T — gY) — Oah(hf + £7)03 (T — gY) + Gah(hB + £) 05 B(hB + fY)
—02ghfB o3 (hB + fY) — 028hB G205 (h + fy) — CaghP o3 BT

= 038hB(hB + f7)05 — G5 hy(hB + f7)* + o5 h(hB + fY)(gB)’
+03 f(2—gY)(hB + f1)05+ 05 f(T—gY)(hB + f7) + 03 fBE(T — gV)
—05h(T—gY)(hB + fY)03 — 3 h(hB + £7)(T— gV) + 03 hB (hB + f7)?
—058hB(hB + f)' — 03ghB(hf + f7)03 — 03 ghB>T

= 05 h(hB + 1) (8B) — 03 hy(hB + fY)* + 05 f(T—gV) (hB + fV)’
+05 (2 —gY)(hB + f7) 05+ 03 BT(T— gy) — 05 h(hB + f7) (T — gY)’
—05h(hB + ) (T —gY)03 + G hB (hB + f7)* — 03 ghB (hB + fy) — 05 ghB> T

dir. Bu denklemler kullanilarak

T Vi, —hN+fW
%)

el R

(8hB — f(Z—gV)IN — (hB+ fY)(f* +h*)C+h(ghB — f (T — V)W

B _f
Mo =B M e VIR (B + T+ 8 + (5B — S (2 —g1)?)

Y

_ WA f(hB+ YN+ (hgB — f(T—gY)C+ (h(hB+ fY))W
vz Ayl V(B + V(2 +8%) +[ghB — f(Z—gv)]?

V2

Y

Al oo/ (B + fY)*(f2 +8%) + [ghB — f(T—gY)]?

Ky, = - )
2 ) (V2 +12)3
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o det(vy,yy, v)")
AR
o2h(hB + f7)(gB)' — Gahy(hB + f7)* + 02f (T — gY) (hB + f7)'
+f(T—gY)(hB + fy)os + 02 BT(T —gY) — C2h(hB + f7)(T—gy)’
—h(hB + f7)(T — 8Y) 03 + 2B (hB + f¥)* — C28hB(hB + fY)' — C28hB>T
{(hB+f7)*(f2+8%) +[ghB — f(T—gV)]*}

ifadeleri elde edilir. m

Tanim 3.3. o; sifirdan farkl egrilige ve burulmaya sahip, s yay uzunlugu parametreli regiiler
bir egri olsun. Eger o’ nin alternatif ¢atisi {N,C,W } ise &’ nin yay uzunlugu parametresi s* olan

W — dual yonlii egrisi

s*

Ys(s”) = / (a(s) AW (s))ds" (D4)

*
0

sekilde tanimlanir.

y3(s*)’tin @’nin W— dual yonlii egrisi oldugunu varsayalim. y3’iin Frenet vektor alan-

larini, egriligini ve burulmasini hesaplayalim.

Teorem 3.3. o(s), E3’te birim hiza sahip regiiler bir egri olsun. {N,C,W}, a’nin alternatif
catist ve Y3 (s*), o’nin W- dual yonlii egrisi olsun. O zaman y3(s*)’nin Frenet vektor alanlart,

egriligi ve burulmasi su sekilde verilir:

gN— fC
_ f(hy—&)N +g(hy— K)C —y(f> + 8" )W
Y P+ )+ @)+ (hy—R)%)

N+ YCH (Y- R)W
YU+ @)+ (=2

_ o3 f V(1) + gy + (hy—k)?

i Prer
_ osf*y(hy — &) + 03fgBy(hy — &) + 03°8Y’ — 03.f (hy — &) (f7)
v P72+ (gv)* + (hy — k)]
seklindedir.
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Ispat. a, s yay uzunlugu parametreli bir egri ve w3, s* yay uzunlugu parametreli bir egri oldu-
gunu varsayalim. Ayrica, o’ nin alternatif ¢ati elemanlari {N,C,W, k, 7} ve y3’iin Frenet ele-
manlart {7y, , Ny, , By, Ky, Ty, } dir.

Bu denklemde s*’a gore (D.4) cinsinden tiirev alinirsa:

= (f(5)N(s) +8&(s)C(s) +h(s)W(s)) AW (s)
= f(s) (N(s) AW () +g(s) (C(s) A\W(s)) +-f (W (s) AW(s))
—_——

elde edilir. Bu denklemin tekrar s*’a gore tiirevi alinirsa

dy;(s)
ds*

d%( 5) ds
ds ds*

:glN+gN/_f/C_fC/
= (hy—fB—K)N+gBC—gBC— f(—BN+YW)
= (hy—fB—k+fB)N— fYW)

vy (s") =

d
elde edilir. Burada d—s* = 03 denirse
S

V3 (s*) = o3(hy— K)N — o3 fYW

elde edilir. Buradan norm alinirsa

G:ds: 1
s =R+ ()
11 hy— k)N — fyW
W5 = BN Y

V(Y =)+ (f7)?

elde edilir. Ugiincii tiirev alinirsa

17



ds*
dyy(s) ds
ds ds*
= 03((hy—K)N — fyW) + 03((hy— K)'N + (hy— &)N' = (f7)W — (f1)W')
= 03((hy— K)N — fyW) + 03((hy — K)'N + (hy— K)BC — (f7)'W — (f7)(—¥C))
= (03(hy— &)+ 03(hy — k) )N + (03B (hy — &) + 03 £ ¥*)C — (03(f¥) + 03(f7) )W

= v3'(s*) = 03((05(hy — k) + 03(hy — &) )N + (03B (hy — &) + 03 f*)C — (03(f¥) + 03(f7) )W)
= (0303(hy — &) + 03 (hy— &)")N + (03 B(hy — k) + 03 f¥*)C — (0305(f7) + 03 (f7)" )W
= P3N +R3;C+ S3W

bulunur. Burada

Py = 0305(hy — k) + o3 (hy — k),
= 03B (hy—K)+ 0317,
S3 = —0305fy— 03 (f7)

dir. Bulunan bu esitlikler yardimiyla

l;/é(s*) :gN_fC7

= lys(s")l =V f2 + g

elde edilir.
) AW (5%) = (8N — fC) A (o3(hy— K)N — o3 fYyW)
= 03g(hy— &) (NAN) — 03fgY(N AW) — 03 f(hy — &) (CAN) + 03 f*Y(CAW)
= 03 f*YN + 03 fgYC+ o3 f (hy — K)W.
Buradan
= WA AW ()| = /(03202 + (03/57)2 + (03 £ (hy — R))?

= o3 f\/ (F1) + (g7 + (hy— R)?
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bulunur.

g -f 0
det(y3,v3,y3") = | +o3(hy—k) 0 —osfy
P R3 S3

= 03f2YPs+ 03 fgYR3 + 03 f (hy — K)S3

= 03 f2y0305(hy— &) + 03 f>y03 (hy — &)’ + 03 f Y03 B (hy — K)
+038Y03 fY — 03 f (hy — K) 0305 fy — 03.f (hy — K) 05 ()’

= 03 f*y(hy — k)05 + 03 f2y(hy — &) + 03 feBy(hy — k)
+03 128y’ — 03 f*y(hy — K)o} — 03 f (hy — R) (f7)'

=03 fy(hy— &) + 03 fgvB(hy — k) + 03 f2gY’ — 03 f(hy — &) (fV)'

dir. Bu denklemler kullanilarak

_ ¥ gN—fC
M 7z

f(hy—&)N +g(hy—&)C —y(f*+g*)W
V) ()2 + (g2 + (hy—k)2)

Ny, = By, ATy, =

_ WAY YN+ YC+ (hy— KW
Al VO + gy + (hy— k)2

o _lvrvdll _ osf V() +(gr)* + (hy— k)
vl (/7 +82)3

Y

_ det(y3, y3, v3')
B v Ay
_ o3f*y(hy— &)’ + o3 fgBy(hy— k) + 03787’ — 03 f (hy — &) (f7)'
FHfr)? + (g7)? + (hy — k)?]

ifadeleri elde edilir. m

Tanmmm 3.4. «; sifirdan farkli egrilige ve burulmaya sahip, s yay uzunlugu parametreli regiiler
bir egri olsun. Eger a’nin alternatif ¢atis1 {N,C,W} ise o’nin yay uzunlugu parametresi s* olan
D— dual yonlii egrisi:

ya(s") = / ((s) AD(s))ds" D.5)
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sekilde tanimlanir.

Y4 (s*)’tin o’nin D— dual yonlii egrisi oldugunu varsayalim. yy’itin Frenet vektor alan-

larini, egriligini ve burulmasini hesaplayalim.

Teorem 3.4. o(s), E3’te birim hiza sahip regiiler bir egri olsun. {N,C,W}, a’nin alternatif
catist ve Yy (s*), o’nin D- dual yonlii egrisi olsun. O zaman Wy (s*) nin Frenet vektor alanlart,

egriligi ve burulmasi su sekilde verilir:

_ gBN+(hy—fB)C—gyW
Ty, = 2 2 2
V(B2 + (hy—fB)2+ (g7)

{ ~81lsB(s7) — 5¥(sB)) — (hy— FB)[s*B* + 8P (hy— fBY }N
+8° By — (hy—fB)(sB) + B(hy—fB)]
.\ { $BI°B* + B (hy— [B) +&°BY — (hy— [B)(8B) +B(hy— /B)] }C
+8Y[y(hy—fB)* — (hy—fB)(gy) + &*B>v+8v(hy— fB) +8°7’]
. { (hy = 1B)[Y(hy = 1B)* — (hy— fB)(&v)' + &6 }W
+gy(hy—fB) +8°7’] — gBlgB(g7)' — 8¥(gB)']

J (eB)2+ (hy— 1B + (g7 [¥(hy— FB): — (hy— 1B)(g7) +£2B%Y

+gy(hy— fB) + &V’ )* + [gB(gy) — gv(gB) 1> + [g*B> + gB (hy — fB)' g*BY
—(hy—fB)(gB) + B(hy— fB)]*},

+[gB(gy) —gv(gB)IC
+[g*B> +gB(hy— fB) g*By* — (hy— fB)(gB) + B(hy— fB)]W

( [v(hy—£B)* — (hy— £B)(gv) + &*B*v+gy(hy— fB) +&*V’IN )
B‘I’4 - )
J [y(hy— fB)* — (hy— fB)(gY) + &*B*v+gv(hy— fB) + &*V’]?

+(gB(gy) —gv(gB))*+[g*B* + 8B (hy— fB) g*BY* — (hy— fB)(sB)’
+B(hy— fB))?

B(gy) —gv(gB) > + 18>8+ gB(hy—fB)'g*BY* — (hy— fB)(gB)
+B(hy— fB))?

[y(hy— £B)* — (hy— £B)(gV) + &*B>*y+gy(hy— fB) + &*V*)?
o4 | +g
A (V@B + (hy— 1B+ (g1?)?
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+[gB(gy) —gv(gB)|R4
o +{gB(gB*+ (hy— fB) +gY*) — (hy— fB)((gB) — B(hy— fB))}S4
" { [y(hy—fB)> — (hy— £B)(gY) + &*B*v+gy(hy— fB) + &*v*]? }
o;y +l

( {gv(gB>+ (hy— fB) +g¥*) + (hy— fB)(y(hy— £B) — (g7)) } P4 )

gB(gy) —gv(gB) 1>+ [g*B> +gB(hy— fB) g*BYy* — (hy— fB)(gB)’
+B(hy—fB))?

seklindedir.

Ispat. o, s yay uzunlugunda parametreli egri ve vy, s* yay uzunlugunda parametreli egri ol-
dugunu varsayalim. Ayrica, o’nin alternatif ¢ati elemanlar1 {N,C,W, k, T} ve yy’iin Frenet cati
elemanlar1 {Ty,, Ny,, By, , Ky, , Ty, } dir.

Bu denklemde s*’a gore cinsinden tiirev alinirsa

Yi(s") = a(s) AD(s)

(f(s)N(s) +g(s)C(s) +h(s)W () A (Y(s)N(s) + B(s)W (s))

S (5)7(s) (N(s) AN(s)) +8(s)7(s) (Cs) AN(s)) +h(s)y(s) (W(s) AN(s))
—_—— —_— —_——

0 4 C
+/(s)B(s) (N(s) A\W(s)) +g(s)B(s) (C(s) AW (s)) +h(s)B(s) (W (s) A\W(s))
—C N 0

= gBN + (hy—fB)C —gYW
elde edilir. Bu denklemin tekrar s*’a gore tiirevi alinirsa
d /
//(S*) _ lI/4(S)

Yy ds*
dyy(s) ds

ds ds*
= (gB)'N+ (gB)N'+ (hy— fB)'C+ (hy— fB)C" — (gv)'W — (g7)W'
(gB)'N+(gB)BC+ (hy— fB)'C+ (hy— fB)(=BN +yW) — (gv)'W — (g7)(—7C)
((gB) — B(hy—fB))N + (gB>+ (hy — fB) + 87 )C+ (v(hy— fB) — (gv) )W

d
elde edilir. Burada d_s* = 04 denirse
s

Wi (s") = 0u(((gB) — B(hy— fB)N + (gB + (hy — fB) + &7 )C+ (v(hy — fB) — (7) )W)

elde edilir. Buradan norm alinirsa

ds 1
64:—:

ds* \/((gB) — B(hy—fB))2+ (gB2+ (hy— fB) +8y*)2+ (y(hy— fB) — (g7)))*
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W (s") = ((8B)' = B(hy—fB))N +(8B> + (hy — fB)' + v )C + (y(hy — fB) — (g7) )W
) V(8B) = B(hy—fB))* + (¢B*+ (hy— fB) +gv*)* + (v(hy — fB) — (g7)')?

elde edilir. Ugiincii tiirev alinirsa

e s\ dl//f((s)
IV4 (S )_ dS*

_dyy(s) ds

ds ds*
= 04(((gB)' — B(hy— fB))N + (gB>+ (hy— fB) +&Y*)C+ (y(hy — fB) — (g7) )W)
+04(((gB)' — B(hy—fB))N+ (B> + (hy— fB) +g7")'C+ (y(hy— fB) — (g7))'W
+(((gB) — B(hy—fB)N'+ (B> + (hy— fB) +gY")C' + (y(hy— B) — (g7))W')
= 04(((eB)' — B(hy—fB))N+ (gB>+ (hy— fB) +87")C+( hy fB)—(gv) )W)
+04(((gB)" — (B(hy—fB)) )N+ ((gB>) + (hy— fB)" + (g7*)')C
+((y(hy—£B)) = (g7)")W + (((gB) — B(hy— fB))BC
+(gB*+ (hy— fB) +gV*)(=BN +YW) + (y(hy— B) — (87)")(—¥C))
= (04((gB)' — B(hy—fB)) + 04((gB)" — (B(hy— fB))') — 04 (B> + (hy— fB) +g¥))N
. ( (G4(sB>+ (ry—fBY +87") +0a((sB?) + (hy— 1B)" +(s7°)) )C

+04B((gB) — B(hy—fB)) — oay(y(hy—fB) — (87)")

+(o4(y(hy— fB) — (7)) + 03¥(gB> + (hy— fB) +g7V*) + o4((y(hy— fB)) — (g7)")W.

( (04((8B)' ~ B(hy—fB)) +0u((B)" ~ (B(hy—fP))) )N
—0ouB (B + (hy—fB) +87°)
s —a | 4 ( (G£(g132+(hy—fﬁ>’+g72)+c4((gﬁz)’+(hy—fﬁ)”+(/g72)’) )c
+ouB((eB) — B(hy—1B)) — oay(v(hy—fB) = (7)")
. ( (04(rlhy = B) — (7)) + 047(sB* + (hy— fB) +57°) ) W
+ou((v(hy—fB))' = (¢v)")

= PyN + R4C + S4W
bulunur. Burada

Py = 0ul(sB) — B(hy— fB)|}+—2l(eB) — Blhy— £B)] — o2Ble> + (hy— B +87.

Ry = o4[gB*+ (hy— fB) gV’ los + i [gB> + (hy— fB) gv’] + 6z Bl(gB) — B(hy— fB)],
—oyly(hy—fB) - (gv)'],

Sa = ou[y(hy—fB) — (8Y)']04+ 04 ¥IgB> + (hy— B) + 8¥’] + of [y(hy— fB) — (¢V)'T

dir. Bulunan bu egitlikler yardimiyla
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Vi(s") = BN + (hy— FB)C — g1W.
= [yi(s)l| = 1/ (8B)2 + (hy— FB)? + (g7)?

elde edilir.

( ( ((eB) —B(hy—fB))N ))
s)YAWY (") = (eBN + (hy — fB)C—gYW) A | 04 | +(gB>+ (hy— fB) +87*)C
+(y(hy—fB) — (gv)" )W)
= gB((gB) — B(hy— fB))(NAN)+gB(gB>+ (hy— fB) + gV )(NAC)
+8B(y(hy—fB) — (g7) YINAW) + (hy— fB)((gB)' — B(hy— fB))(CAN)
(hy—fB)(eB>+ (hy—fB) +8Y*)(CAC) + (hy— fB)(v(hy— fB) — (g¥) ) (CAW)
( (y(hy— fB)*— (hy— fB)(gY)' + &*B*Y+gy(hy— fB) +&*V*)N )
=0y +(gB(gy) —gv(gB))C :
+(°B° +eB(hy—fB) + &*BY* — (hy— fB)(¢B) + B(hy — fB))W

[y(hy— fB)* — (hy— fB)(gY)' + &*B*y+gy(hy— fB)’
= [y (s") Ay (s")|| = o4 +8*7°1 + (B (gy) — g¥(gB)')* + [¢*B°
+gB(hy— fB) +&*By* — (hy— fB)(gB) + B(hy— fB)]

bulunur.

gB hy—fB —gY
det(vy, vy, vy') = | (sB) —B(hy—fB) gB*+ (hy—fB) +gy* y(hy—fB)—(g7)
Py Ry S4

= {g¥(gB>+ (hy— fB) +87") + (hy— fB)(y(hy— fB) — (g7)) } 4
+{gB(gy) —g¥(gB) }R4
+{gB(gB*+ (hy—fB) +g¥v*) — (hy— fB)((gB) — B(hy— fB))}Sa

dir. Bu denklemleri kullanarak

_ Vi 8BN+(hy—fB)C—gyW
lwall /(eB)?+ (hy — FB)>+ (g7)*

Yy
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Ny, = By, NTy,,

{ ~8118B(gY) ~ 87(sB) ]~ (hy— fB)[s*B> + 8B (hy— /B) }N
+8°By* — (hy—fB)(sB)' +B(hy—fB)]
{ 8Bl +8Bry—B) +&*BY — (hy—fB)(sB) +B(hy—fB) }C
+evlv(hy— fB)? — (hy— fB)(8v) +&*B* v+ gy(hy— fB) + 87|
{ (hy— fB)[Y(hy— fB)* — (hy— fB)(27)' +&*B*Y }W
B +gy(hy — fB)' +8°7)| — 8BlsB(g7)' — g¥(sB)’]

- )

J [(8B)? + (hy— fB)? + (e7)2H{[¥(hy — £B)? — (hy— £B)(2Y) + &* By

+gy(hy—fB) +&*¥')* + [gB(gy) — gv(gB) > + (2B +gB (hy— fB) &?B Y
—(hy—fB)(gB) + B(hy— fB)]*},

_ v
vy Ayl
( [y(hy—fB)? — (hy— £B)(gy) + &*B*v+gv(hy — fB) + &2 V’IN )

2

+[gB(gy) —gr(gB)IC
+[g?B* +gB (hy— fB) g*BY* — (hy— fB)(gB) + B(hy— fB)IW

- )

J Y(hy— £B)? — (hy— fB)(g7)' + 2By + g¥(hy — FBY + &)

+[gB(gy) —gv(gB))* + [8*B* +gB(hy— fB)'*BY* — (hy— fB)(gB)’
+B(hy— fB))?

AN Al
O flwl®

\I [Y(hy— fB)* — (hy— fB)(gY) + &*B*y+gY(hy— fB) + &*V’|
O4

+[eB(g7)' —8¥(8B)' > +[8°B> +gB(hy— fB)g*BY* — (hy— fB)(sB)'
B +B(hy—fB)I?

- )

(V/(gB)?+ (hy— fB)*+ (g7)?)?

7 ///)

o der(vy, v g
iAo

( {gv(gB?+ (hy— fB)' +87*) + (hy— fB)(v(hy — fB) — (7)) } P4 )

+[gB(gy) —gYv(gB)'|R4
+{gB(gB*+ (hy—fB) +gv*) — (hy— fB)((¢B) — B(hy—fB))}S4

- { [y(hy— fB)? — (hy— £B)(gy) + &*B*v+gy(hy — fB) + &*V*) }
o;

+[gB(gy) —8v(gB) ) +[8°B> +gB(hy— fB)'g*BY> — (hy— fB)(8B)
+B(hy—fB))?
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ifadeleri elde edilir. m

S

. S S
Ornek 3.5. o(s) = | cos—,sin—, — | dairesel bir helistir. Bu egrinin N(s) ve vy, N—
16) = (cos ssin ) grinin N(s) ve v

dual yonlii egrisi asagidaki gibi hesaplanabilir:

N(s) = (—cos%,—sin%,O),I//l(s):/al(s)/\N(s)ds:/(%sin%,—%cos%ﬁ) ds.

v (s) dual yonlii egrisinin Frenet elemanlart:

s S
Ty, = | cos—,sin—,0 |,
v ( V33 )
Ny, = (—sini cosi O)
1 \/ga \/§7 s

By, =(0,0,1),
V3
R
Ty; =0
seklinde elde edilir.

Sekil 3.1: Helis egrisi o (s) (mavi) ve yonlii moment egrisi Y (s) nin (kirmizi) s € [—6.5, 6.5]
aralig1 izerindeki ¢izimi.

S

.. s s
Ornek 3.6. a3(s) = | cos —,sin—, — | dairesel bir helistir. Bu egrinin W (s) ve yz, W—
dual yonlii egrisi asagidaki gibi hesaplanabilir:
W (s) (sin > cos .,

S)= T = T =y =)

V3T V33

(s) /a()/\W()d /<s( S s> s(, S S>C 2s)d

§) = s s)ds = — (sin—= —cos—= | ,—= | sin—= —cos —= | ,cos —= | d.
v 3 BT 5 B\ a0 ) A

y;3(s) dual yonli egrisinin Frenet elemanlari:
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2 7 2 2
V3+1 . s V341 s
Ny, = sin —, co 01,
¢ 3T d
B —\/§ C0S ——, sin — V3
Y3 2 \/§7 37 3 )
1
Ky; = 4
V3
Ty =~
seklinde elde edilir.
Ornek 3.7. oy(s) = (cos ) dairesel bir helistir. Bu egrinin D(s) ve yg, D—
. V3" f V3
dual yonli egr1s1 a§agldakl g1b1 hesaplanabilir:
D(s) = sm— cos —
V3 f \/_

= st (5 - ) oo ) o

y;3(s) dual yonlii egrisinin Frenet elemanlari:

S . )
OS— SIn —
V3 V3 V3

TV/4 - 2 9 2 ) 6 9
Ny, = (0,0,0),
B —\/5 coss sins \/§
Yy 3 ’ 3 ) 3 )
V2
Yy — T»
V6
e =~
seklinde elde edilir.
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4. SONUC

Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda alternatif bir ortogonal catiya gore uzay egrile-
rinin yonli vektorel moment egrileri olusturulmustur. S6z konusu integral egrilerine ait Frenet
elemanlar1 elde edilmistir. Bu teorik yap1 dual yonlendirilmis egrilere uygulanarak alternatif
catilardan yararlanmanin klasik geometriye sundugu katkilar1 ortaya koymustur. Bu yaklagim,

yonlii vektorel momentler ve alternatif ¢ati teorisi arasinda baglantilar kurmasina yardimci olur.

Sonug olarak alternatif catinin, Frenet catisina kiyasla klasik yapinin islevselliginin bo-
zuldugu veya tanimlayici giiciinii kaybettigi durumlarda daha saglam araglar sunabilecegini
vurgulamaktadir. Dolayisiyla ¢alisma, hem teorik hem de uygulamali baglamlarda egri dina-
miklerinin daha derin ve kapsamli bir sekilde anlagilmasi i¢in alternatif ¢atilarin benimsenme-
sinin gerekliligini vurgulamaktadir. Gelecekteki calismalar; bu sonuglar1 daha yiiksek boyutlu
ortamlara, Oklid dis1 geometrilere veya kinematik, robotik ve bilgisayar destekli geometrik ta-

sarim gibi uygulamali alanlara genisletebilir.
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