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OZET

KUVVET SERISI ANLAMINDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK YARDIMIYLA
KESIRLI TRIGONOMETRIK KOROVKIN TEORISI

Bu tez ¢aligmasi bes boliimden olugsmaktadir. Birinci bolim giris kismina ayrilmis olup ikinci
boliimde istatistiksel yakinsaklik ve kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik kavram-
lart hatirlatilmistir. Ayrica pozitif lineer operatorler, siireklilik modiilii ve kesirli analize iliskin
temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Uciincii boliim trigonometrik Korovkin teorisi ve
kesirli trigonometrik Korovkin teorisine ayrilmistir. Dordiincii boliim ise orijinal sonuglar icer-
mekte olup once istatistiksel yakinsaklik yardimiyla elde edilen kesirli trigonometrik Korovkin
tipi sonuglar verilmistir. Ayrica daha 6nce bilinen metotlar tarafindan icerilmeyen kuvvet serisi
anlaminda istatistiksel yakinsaklik yardimiyla elde edilen kesirli trigonometrik Korovkin tipi
sonuglar ve drnekler sunulmustur. Son boliimde ise, elde edilen orijinal sonuglar degerlendiri-
lerek literatiire katkist vurgulanmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Analiz, Pozitif Lineer Operatorler, Siireklilik Modiilii, Trigono-

metrik Korovkin Teoremi, Kuvvet Serisi Anlaminda Istatistiksel Yakinsaklik.
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ABSTRACT

FRACTIONAL TRIGONOMETRIC KOROVKIN THEORY VIA STATISTICAL
CONVERGENCE WITH RESPECT TO POWER SERIES METHOD

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction and in the
second chapter statistical convergence, statistical convergence with respect to power series met-
hod are recalled. Basic definitions, properties and theorems of positive linear operators, modulus
of continuity and fractional calculus are also given. The third chapter is devoted to the trigo-
nometric Korovkin and fractional trigonometric Korovkin theories. The fourth chapter includes
original results and firstly fractional Korovkin type results obtained by statistical convergence
are given. Also fractional Korovkin type results and examples are presented via statistical con-
vergence with respect to a power series which is not included by previously known methods.
In the last chapter by evaluating the obtained original results the contribution to the literature is
mentioned.

Keywords: Fractional Calculus, Positive Linear Operators, Modulus of Continuity, Trigono-
metric Korovkin Theorem, Statistical Convergence Method With Respect to Power Series Met-
hod.
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KISALTMALAR VE SIMGELER LISTESI

Reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

[a, D] kapali araliginda tanimli ve reel degerli siirekli fonksiyonlar uzay1
Tavan fonksiyonu

G kiimesinin yogunlugu

G kiimesinin P-yogunlugu

f fonksiyonunun siireklilik modiilii

[—m, ] izerinde tanimli reel degerli, bu aralikta mutlak siirekli tiim
fonksiyonlar uzayi

{f:[-ma] = R: 1) e AC([~m, 7))}

Gamma fonksiyonu

Diizgiin yakinsaklik

a > 0 olmak iizere f fonksiyonunun . basamaktan Caputo

kesirli tiirevi

[— 7, ] iizerinde esas sinirli fonksiyonlar uzay1



1. GIRIS

Yaklasim teorisinin gelisimi 1885 yilinda Karl Weierstrass’in bir teoreminin ispatina da-
yanmakta olup bu teorem [a, b] araliginda siirekli bir f fonksiyonuna cebirsel ve trigonometrik
polinomlarla yaklasimi ifade etmektedir (Weierstrass, 1885: Giris). Uzun ve karisik bir ispata
sahip olan bu teoremin daha kolay bir ispatin1 vermek bir¢ok matematik¢inin temel amaci haline
gelmigtir. Bu amagla giiniimiizde de iyi bilinen Bernstein polinomlari insa edilerek aranilan is-
pat verilmistir (Bernstein, 1912: 1-2). Daha sonra bu polinomlar yerine pozitif lineer operatorler
kullanilarak daha genel sonuclar elde edilmistir ve yaklasim teorisinde pozitif lineer operatorler
aktif bir rol oynamaya baslamistir. Popoviciu (Popoviciu, 1951: 1-4), Bohman (Bohman, 1952:
45) ve Korovkin (Korovkin, 1953: 961) tarafindan birbirinden bagimsiz olarak "(L,) opera-
tor dizisinin siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsak olmasi icin gerekli sartlar nedir?" sorusu,
{1,x,x?} test fonksiyonlar1 yardimiyla yanitlanmistir. Bunun yani sira 27 periyotlu siirekli bir f
fonksiyonu i¢in {1,sinx,cosx} test fonksiyonlar: kullanilarak bu teoremin trigonometrik versi-
yonu da elde edilmistir. Boylece Korovkin tipi yaklasim teorisi ortaya ¢ikmis ve zamanla bir¢ok
acidan farkli amaglarla genellestirilmistir. Bu genellestirmelerden biri de kesirli analiz kullani-

larak Korovkin teoreminin elde edilmesidir.

Kesirli analiz, keyfi mertebeden tiirev ve integrallerin uygulamalarina ve arastirmala-
rina iligkin analizin bir dali olup uzun bir matematiksel ge¢mise sahiptir. Baglangict 1600’lii
yillarda L’Hospital ve Leibniz’in mektuplagmalari sirasinda x fonksiyonunun 1/2. mertebeden
tiirevinin ne olacagini sorgulamalarina dayanmaktadir. Gliniimiize kadar kesirli analiz bir¢ok
matematikcinin ilgi alan1 olmug ve ¢ok sayida caligma yapilmistir. Biitiin bu caligmalar 151-
ginda Riemann-Liouville kesirli tiirevi ve kesirli integrali, Weyl kesirli tiirevi ve kesirli integrali,
Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi ve kesirli integrali, Caputo kesirli tiirevi gibi bir¢ok kesirli tii-
rev ve kesirli integral tanimi verilmistir (Samko vd., 1993). Igor Podlubny (Podlubny, 1999),
kesirli analizin ciddi bir geometrik ve fiziksel yorumunu vermistir ve bununla birlikte kesirli
analiz; akustik dalga yayilimi, homojen olmayan gozenekli malzeme, yayilmali tagima, sivi
akigt, jeoloji, deprem dinamigi, biyomiihendislik, optik, elektromanyetik dalgalar, sinir aglari,
tomografi ve termodinamik gibi bir¢ok uygulamali bilimde kullanilmaya baglanmistir. Klasik
analizde tamsay1 mertebeler dogaya uygun olmayan bir model iken kesirli analiz daha gercek¢i
yaklagimlar elde etmeyi saglamaktadir. Kesirli analizin mevcut matematiksel teorisinin yuka-
rida saydigimiz tiim uygulamalarin matematiksel modellemesine yonelik ihtiyaclarinin geri-

sinde kaldigini1 belirtmekte fayda vardir.

Diger yandan seriler ve serilerin incelenmesi de matematikte 6nemli bir yer tutmaktadir.
Onceleri matematikgiler yakinsak serilerle ilgilenmisler, rraksak serilere gereken 6nemi verme-
mislerdir. Ancak toplanabilme teorisinin gelismesiyle birlikte 1raksak seriler de dikkate alin-
mustir. Toplanabilme teorisinin asil amaci 1raksak bir seriye bir toplam karsilik getirmek olup
calisilmaya baslandig1 andan itibaren toplanabilme teorisi genellikle alisilmis seri ve diziler icin

arastirllmistir ve bunlar icin bir¢ok yakinsaklik tanimlanmistir (Boos, 2000). Bunlardan en ilgi
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cekici olanlart iki boyutlu sonsuz matrisler kullanilarak tanimlanan A-istatistiksel yakinsaklik
ve A-toplanabilme metotlaridir. Birgok metodun matris metodu olarak ifade edilip edilemeye-
cedi toplanabilme teorisinin 6nemli problemleri arasindadir. Ornegin istatistiksel yakinsaklik

bir matris metodu tarafindan icerilmemektedir.

Klasik analiz kullanilarak trigonometrik Korovkin teorisi P. P. Korovkin tarafindan ge-
listirilmis ve bircok matematik¢i tarafindan caligilmistir (Altomare ve Campiti, 1994), (Korov-
kin, 1960), (Gadjiev ve Orhan, 2002), (Duman, 2003). Ornegin; O. Duman tarafindan 2003
yilinda alisilmig yakinsaklik yerine istatistiksel yakinsaklik kullanilarak trigonometik Korovkin
tipi teoremler elde edilmistir (Duman, 2003). Ayrica Korovkin tipi teoremler ve trigonometrik
versiyonlart G. A. Anastassiou tarafindan klasik analiz yerine kesirli analiz kullanilarak ca-
lisilmistir (Anastassiou, 2009), (Anastassiou, 2010). 2010 yilinda ise G. A. Anastassiou ve O.
Duman, kesirli analiz ve istatistiksel yakinsaklik yardimiyla elde edilen trigonometrik Korovkin
tipi sonuglart birlikte g6z oniine almiglardir ve istatistiksel yakinsaklik yardimiyla kesirli trigo-
nometrik Korovkin teorisini gelistirmiglerdir (Anastassiou ve Duman, 2010). 2019 yilinda ise
M. Unver ve C. Orhan tarafindan istatistiksel yakinsaklik ve kuvvet serisi metodu birlikte goz
Oniine alinarak kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel yakinsaklik yani P-istatistiksel ya-
kinsaklik tammlanmgtir (Unver ve Orhan, 2019: 537). Bu ¢alismada, P-istatistiksel yakinsaklik
metodunun klasik yakinsaklik ya da istatistiksel yakinsaklik tarafindan icerilmedigine dair or-
nekler verilerek Korovkin tipi sonuclar P-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla da elde edilmistir
(Unver ve Orhan, 2019: 538).

Bu tezin amaci, kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik yardimiyla kesirli ana-
liz kullanilarak trigonometrik Korovkin tipi sonuglar elde etmektir. Literatiirde kesirli analiz ve
yaklagim teorisini birlestiren caligma sayist ne yazik ki azdir. Bu durum goz 6niinde bulundu-
ruldugunda elde edilecek orijinal sonuclar, literatiire onemli bir katki yapacaktir ve bu tez ise

bu konuda calisacak arastirmacilar i¢in bir el kitab1 olma niteligini tagiyacaktir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde tez boyunca ihtiya¢c duyulacak temel tanim, kavramlar ve iyi bilinen te-

oremler hatirlatilacaktir.

2.1. Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda N dogal sayilar kiimesi ve G C N olmak {izere G kiimesinin yogunlugu
ve istatistiksel yakinsaklik kavramlan tanitilacaktir. Ayrica klasik yakinsaklik ile istatistiksel

yakinsaklik arasindaki iligki 6rneklerle ortaya koyulacaktir.

Tamim 2.1.1. #, G kiimesinin kardinalitesini gostermek iizere
.1
0(G):=lim -#{n<k:ne€G}
k—oo k

limitinin var olmasi durumunda 6 (G) degeri G kiimesinin yogunlugu olarak adlandvrilir (Niven

ve Zuckerman, 1980: 473).

Tamum geregince 8(N) = 1 olup dogal sayilarin sonlu alt kiimelerinin yogunlugunun 0

oldugu kolaylikla goriiliir. Ayrica
1 1
0({2k:keN}) = 5 ve 0({2k+1:keN}) = X

asal sayilar ve {1,4,9,...,k*,...} kiimelerininin yogunlugunun da 0 oldugu iyi bilinmektedir.

Tanim 2.1.2. s = (s,,) reel ya da kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 icin

1
lim ;#{ngk: |sp—¢| >¢€}=0

k—>oo

olacak sekilde bir ¢ sayisit bulunabiliyorsa s = (s,) bu degere istatistiksel yakinsaktir denir. Bir

baska ifadeyle, her € > 0 icin
Ge={neN:|s,—1| > ¢}

olmak iizere 6(G¢) = 0 ise s dizisi bu degere istatistiksel yakinsaktir denir ve st —lims = { ya

da s, — ((st) seklinde gosterilir (Fast, 1951: 241), (Fridy, 1985: 302), (Salat, 1980: 139).

Ornek 2.1.3. m € N icin



seklinde tarmimlanan (s,) dizisini inceleyelim.

(sn) dizisi wraksak olup her € > 0 icin,
.1 .1 !
lim —#{n <k:|s,| > e} < lim —#{n<k:s, #0} < lim —vVk =0
k= k k—oo k k—oo k
elde edilir. Dolayistyla her € > 0 icin 8§(Gg) = 0 olup s = (sy,) dizisi 0 degerine istatistiksel

yakinsaktir.

Ornek 2.1.4. m € N icin

seklinde tanimlansin.
(sn) dizisi stmrsiz oldugundan wraksaknr. Benzer sekilde s = (s,) dizisinin 3 degerine istatistik-

sel yakinsak oldugu elde edilir.

Ornekler incelendiginde simirl 1raksak ya da sinirsiz iraksak dizilerin istatistiksel yakin-
sak olabildigi goriiliir. Ayrica klasik anlamda yakinsaklik istatistiksel yakinsaklig1 gerektirse de
bunun karsit1 dogru degildir.

2.2. A-Yogunluk ve A-Istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda A sonsuz matris olmak iizere A-yogunluk ve A-istatistiksel yakinsaklik kav-

ramlar1 hatirlatilacaktir.

Tamm 2.2.1. A :=[aj,] j,n=1,2,---; sonsuz matrisi ve s = (s,) dizisi verilsin. Bu durumda

"A-doniigiim dizisi" As == ((As) ), her bir j icin seri yakinsak olmak iizere

(49);:= ¥ aps

n=1

seklinde tanmimlanmir. Yakinsak dizilerin A doniisiim dizilerinin limiti aynt kaltyorsa, yani limit A

doniistimii altinda korunuyorsa, A matrisine regiiler denir (Hardy, 1949: 42).

Regiilerligi karakterize eden teoremi ispatsiz olarak hatirlatalim.



Teorem 2.2.1 (Silverman-Toeplitz). Bir A = [a,| matrisi regiilerdir <=

i. sup Z |@jn| < oo,
J n=1

ii. her n € Nigin a, :=limaj, =0,
j

oo
iii. im Y aj, =1
I n=1

(Hardy, 1949: 43), (Maddox, 1970: 165).

Tamm 2.2.2. A = [a},] negatif olmayan regiiler matris ve G C N olsun.

84(G)=1im ) aj, 2.1)
J

neG

limiti varsa bu degere G kiimesinin A-yogunlugu denir (Freedman ve Sember, 1981: 296).

Tamm 2.2.3. A = [a,] negatif olmayan regiiler matris olsun. Her € > 0 i¢in

lim ) aju=0 (2.2)

J n:|s,—t|>€
olacak sekilde bir ¢ sayisi bulunabiliyorsa s = (s,) bu degere A-istatistiksel yakinsaktir denir.
Bir baska ifadeyle, her € > 0 i¢in

84(Ge) =0

ise s dizisi { degerine A-istatistiksel yakinsaktir denir ve sty —lims = ¢ ya da s, — {(sty) sek-

linde gosterilir (Kolk, 1993: 79), (Miller, 1995: 1811).
Yukaridaki tanimda

* eger A = I birim matrisi alinirsa klasik yakinsaklik,

* eger A matrisi Cesaro matrisi olarak alinirsa istatistiksel yakinsaklik

elde edilir.



Ornek 2.2.4. A = [aj,] matrisi j =1,2,--- icin

1, n:j2

0 , n#j?

seklinde tammlansin. A = [aj,) matrisinin negatif olmadig ve regiiler oldugu agiktir.

(sn) dizisi ise

y o=/
Sn -
0, n#j
seklinde tanimlansin.
1
Ge = {nEN: S”_E’ 28}

olup, her € > 0 icin

lim Y aj,=0
J neGg

olarak bulunur. Dolayistyla s = (s,) dizisi % degerine A-istatistiksel yakinsaktir.

Ornek 2.2.5. A = [aj,] matrisi j=1,2,--- igin

1, n=j?

0, n#j?

seklinde tanimlansin. A = |a ,) matrisinin negatif olmadigi ve regiiler oldugu agiktir.
(sn) dizisi ise

_ 2
9 I’L—]

jo. n#J

B[ —

Sn:

seklinde tamumlansin. s = (sy) siursiz dizisi i¢in her € > 0 igin

lim Y aj,=0
J neGg



olup bu dizi % degerine A-istatistiksel yakinsaktir.

Klasik yakinsaklik A-istatistiksel yakinsaklig1 gerektirir. Bunun kargiti her zaman dogru

degildir.
2.3. Kuvvet Serisi Metodu ve Kuvvet Serisi Anlaminda Istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda kuvvet serisi metodu, bir dizinin kuvvet serisi anlaminda yakinsaklig1 ve

kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklig1 tanitilarak aralarindaki iligki verilecektir.

Tanim 2.3.1. (p,) reel sayilarin n > 2 icin p, > 0, py > 0 olacak sekilde bir dizisi olsun. Ayrica

p(t) =Y pat"!
n=1

kuvvet serisinin yakinsaklik yarigcapt R ve 0 < R < oo olsun.

Cp:= {f: (—=R,R) — R|0<ltig1R7 ﬁf(t) mevcut}

ve s = (sy,) dizisi igcin

Cp, = {s = (s0)|ps(t) := Z pat""Ls,  yakinsaklik yaricapt > R ve pg € Cp}
n=1

olsun. Kuvvet serisi metodu P —lim : Cp, — R (kisaca P) olmak iizere

1 oo
P—lims= lim —— "l
0<t—R~ p(t) ng'lpn "

seklinde tanimlanir ve s = (sy,) dizisine P-yakinsaktir denir (Boos, 2000: 152), (Kratz ve Stadt-
miiller, 1989: 362).
Kuvvet serisi metodunun regiilerligi asagidaki teorem ile karakterize edilir:

Teorem 2.3.1. P metodu regiilerdir <= Her n € N icin

_ pntnfl
lim =
t—R~ p(t)

gerceklenir (Boos, 2000: 160).

Eger



1
i. R=1,p(t) = 1= ve n > 1 igin p, = 1 ise Abel,

ise Borel

ii. R=oo, p(t) =¢ ven>1igin p, =

1
(n—1)!
metotlar1 elde edilir.

Ornek 2.3.2. s = (s,) = (1,0,1,0,1,0,...) olsun.

1

pn:—<n_l)!,n€N

icin R = oo, p(t) = €' olup bu kuvvet serisi metodu igin kolaylikla

Sl st 1y
1 =1
el Zl (n— 1)l rowel & (24)!

s (455
=lim
t—oo 2

elde edilir. Dolayisiyla s = (sy), % degerine P-yakinsaktir. Bu dizi ne klasik anlamda ne de

istatistiksel anlamda yakinsaktir.

Ornek 2.3.3. n > 1 icin s, = (—1)" ile tammlanan s = (s,) dizisi ve p, = 1, her n € N olmak
iizere (py) dizisi ile tamimlanan kuvvet serisi metodu verilsin.

Bu durumda R =1 ve p (t) = ﬁ olup

lim (1—1) ant" =0

t—>1* —1

bulunur. Dolayistyla s = (s,), 0 degerine P-yakinsaktir. s = (s,,) dizisinin klasik anlamda yakin-

sak olmadig acik olup buradan kuvvet serisi metodunun daha etkili oldugunu soyleyebiliriz.

Tanim 2.3.4. P, regiiler ve G C N olmak iizere

op(G) = Z put"

0<I%R p nEG

varsa 6p(G) degerine G kiimesinin P-yogunlugu denir (Unver ve Orhan, 2019: 537).
Actkca 0 < 8p(G) < 1 gerceklenir.



Tanim 2.3.5. s = (s,) reel terimli dizi ve P regiiler olsun. Eger her € > 0 icin

1
lim — =0
0<t—R- p(t) ng’;epn

yani her € > 0 icin
0p(Ge) =0

ise s = (sy) dizisi bu degere P-istatistiksel yakinsaktir denir ve
stp—lims = ¢

seklinde gosterilir (Unver ve Orhan, 2019: 537).

Ayrica bir kilmenin yogunlugunun ve P-yogunlugunun farkli olduguna iligkin ornekler
verilmistir ve bu 6rneklerden yola ¢ikilarak istatistiksel yakinsaklik ile P-istatistiksel yakinsak-

L1 birbirini gerektirmedigi gosterilmistir (Unver ve Orhan, 2019: 538).

2.4. Pozitif Lineer Operatorler

Bu kisimda pozitif lineer operatorlere iliskin temel kavramlar ve iyi bilinen teoremler

hatirlatilacaktir.

Tanmm 2.4.1. X ve Y iki fonksiyon uzay: olsun. X uzaywmdaki her g fonksiyonuna Y uzayinda bir
h fonksiyonu karsilik getiren T kuralina X uzaymndan Y uzaywna bir operator denir ve h(x) =

T (g;x) gosterimi kullamlir.

X uzayimnin lineer olmast durumunda 7" operatoriiniin lineerliginden sz edilebilir ve

asagidaki gibi tamimlanir:

Tanim 2.4.2. X ve Y reel fonksiyonlarin iki uzay: olmak iizere her f,g € X ve i, 0 keyfi iki

reel sabiti icin T operatorii,
T(ouf+ongx)=aT(f;x)+aT(g:x)

ise T : X — Y doniisiimiine lineer operator denir. g > 0iken Tg > 0 ise T pozitif operator denir

(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 11).

Tanimdan T lineer operatorii icin 7' (0;x) = 0 oldugu kolaylikla goriiliir.



Onerme 2.4.3. T : X — Y pozitif lineer operatér olsun. Bu durumda

e g<hiseTg < Th, (monotonluk)

* [Tg| <Tlg|
gerceklenir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 11).
Tanim 2.4.4. X, Y normlu uzaylar ve T : X — Y lineer bir operator olsun. Her g € X icin

ITglly <M|gllx (2.3)

olacak sekilde bir M > 0 sayist varsa T operatoriine sinirlidir denir ve T operatdriiniin normu

ITslly
IT]| = sup ——r=

2.4)
g€X 946 HgHX

ile hesaplanir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 12), (Kreyzig, 2007: 91-92).

Simdi pozitif lineer operatorlerin dnemli bir rol oynadig1 "Bohman-Korovkin Teoremi’ni"
hatirlatalim. Bu teorem 1951 yilinda Popoviciu (Popoviciu, 1951: 1-4), 1952 yilinda H. Bohman
(Bohman, 1952: 45) ve 1953 yilinda P. P. Korovkin (Korovkin, 1953: 961) tarafindan bagimsiz

olarak literatiire katilmugtir.

Teorem 2.4.1. Cla,b] := {f|f : [a,b] — R, fsiirekli}, e;(t) =t/ ve her n € N i¢in L, :

Cla,b] — Cla,b] pozitif ve lineer olmak iizere

Ly(ej(t);x) = ej(x),j=0,1,2 (2.5)
sartlart saglanirsa her f € Cla,b] icin

Ly(f(2);x) = f(x) (2.6)

gerceklenir.

Ornek 2.4.5. Bernstein polinomlari, n € N ve f € C[0,1] icin

B (f) = k:ZO £(5) ({)a-artove o
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seklinde tamimli olup bu operatorler icin Teorem |2.4.1['in gerceklendigi iyi bilinmektedir.

Simdi smurli fonksiyonlar icin tanimlanan siireklilik modiiliinii ve temel 6zelliklerini
verelim (Altomare ve Campiti,1994: 17), (Korovkin, 1960: 16).

Tanim 2.4.6. f : [a,b] — R suurli bir fonksiyon olsun. Keyfi § > 0 igin

o(f,6)= sup |[f(x)—f()l
[x—y|<8
x,y€a,b]

ile tamimlanan fonksiyona, f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

o(f,0) fonksiyonu i¢in

L herx 7y, x,y € [a,b] igin [ f(x) — f(y)| < @(f, [x - ]),

2.0< 0 <&ise o(f,61) <ao(f, &),
3. f fonksiyonu [a,b] aralig1 iizerinde diizgiin siireklidir <= léi;m +(x)( f,6)=0,
—0

4. f, [a,b] tizerinde sinirli ve § > 0 olmak tizere her n € N i¢in @(f,nd) < nw(f,d) ve
v > 0icin o(f,vd) < (1+vVv)w(f,d) gergeklenir.

2.5. Kesirli Analize Iliskin Temel Kavramlar

Bu kisimda kesirli analize iliskin temel kavramlar hatirlatilacaktir ve 6rnekler verilecek-

tir.

Simdi keyfi mertebeden tiirev ve integrallerin uygulamalarina ve arastirmalarina ilig-
kin analizin bir dal olan kesirli analizin ihtiya¢ duyacagimiz kavramlarim1 hatirlatalim. Kesirli
analizde tiirev icin Riemann-Liouville, Weyl, Griinwald-Letnikov, Caputo, Riesz gibi cesitli ta-

nimlar verilmistir.

Kesirli diferansiyel teorisinde baslangi¢ kosullarini fiziksel yorumlara en uygun sekilde
veren M. Caputo olmustur. Simdi literatiirde sik karsilasildig1 haliyle «. basamaktan Caputo

tiirevin tanimini verelim:
Tamm 2.5.1. m pozitif tamsay: olmak iizere m — 1 < o0 < m i¢in

Z

/ (z—1)m= ! flmay 2.7)

a

1

aD?f(Z) = m

11



seklindedir (Podlubny, 1999), (Kilbas vd., 2006).

f(z) fonksiyonunun normal sartlar altinda, o« — m i¢in Caputo tiirevi, f(z) fonksiyonu-
nun m. basamaktan klasik tiirevine esittir. Gergekten de, 0 <m — 1 < o < m ve f(z) fonksiyo-
nunun her H > a i¢in [a,H| aralifinda (m+ 1) kez siirekli ve sinurli tiireve sahip oldugunu kabul

edelim. Bu durumda

: N B A O | G O KA G Gt D K AR
hm“sz(Z)_hm< T(m—o+1) +/a T(m—o+1) dt)

a—m a—m

— @)+ [ s
=M (m=1,2,..)

elde edilir (S6kmen, 2012: 32).

Belirli sartlar altinda bu tanimlar esdeger olmasina ve aralarinda gegisler olmasina rag-
men tanimlar1 ve tanimlarin fiziksel yorumlari farklilik gosterir (Anastassiou, 2009: 68), (Samko
vd., 1993), (Sokmen, 2012: 64). Ornegin; Riemann-Liouville ve Caputo tanimlar1 i¢in sabitin
tirevi farklilik gostermektedir. Sabit bir sayinin Caputo tiirevi sifir iken sonlu bir alt sinir degeri
icin Riemann-Liouville kesirli tiirevi sifir degildir. Bir problemin fiziksel olarak yorumlanabil-

mesi icin sabitin kesirli tiirevinin sifir olmas1 gerekmektedir.

Simdi tezde ilgilendigimiz uzaya uygun haliyle sol ve sag Caputo tiirev tanimlarini ve-

relim:

Tamm 2.5.2. r >0, m= [r], f € AC™([—=, «t]) olmak iizere her x € [—7, 7] i¢in

X

1

D;(fﬂ)f(x) = m /(x— t)mfrflf(m) (t)dt (2.8)

—7T
seklinde tamumlanan D, (=) f(x) fonksiyonuna, f fonksiyonunun sol Caputo tiirevi denir.

[

Burada m = [-]| saymin tavan fonksiyonu ve I'; T'(y) = / e 'P1dr, y > 0 ile tanimlanan

0
Gamma fonksiyonudur. Ayrica

AC"([-m,w)) := {f: [-m, 7] = R f"V e AC([-m, 7))}

ve AC([—m, &]) ise [—m, ] tizerinde tanimli reel degerli, bu aralikta mutlak siirekli tiim fonksi-
yonlarin uzayidir.

Tamm 2.5.3. f € AC"(|—n,x]), m= [r|, r > 0 olmak iizere her x € [—7, 7t i¢in

12



I VAR PP
= oy ] €0 ©ag (2.9)

X

Dy f(x)

seklinde tamimlanan DY, f (x) fonksiyonuna, f fonksiyonunun sag Caputo tiirevi denir.
Yukaridaki (2.8) ve (Z.9) esitliklerinde, [, 7] iizerinde DY _f = f ve Dg(_ ) f = f olarak
aliacaktir.

Ayricar > 0,m = [r], f € AC"([—r,x]) olmak iizere

herx< —nm lgln D:(_E)f(.x> = 0,

herx > micin  Dj_f(x) =0,
oldugu kabul edilecektir.

Ornek 2.54. f(t)=t*€C[0,1], ¢ € [0,1], r = % olsun. Bu durumda m = 1 olup

i L 1
20/ ) 12@/0 (y=1) 3o ldr

ifadesinde t = yx alirsak

1 o aya_%

1 1
=7 (1—x)’§(xxo‘*1dx
o

ifadesini elde ederiz. Beta fonksiyonunun ozelliklerini kullanarak

1 T(o+1)y* 3
D’ =

1 1
oldugunu goriiriiz. Eger o € (0, %) olursa D:(O)f(O) =ocove @ = % olursa Dj(o)f(O) = F(%) >0

olur. Goriildiigii gibi D', (@) f(a) degeri sifir veya sifirdan farkl olabildigi gibi sonsuz da olabilir.

Ornek 2.5.5. f(y)=yver= % olsun. O halde

13



buluruz. Eger bu ifadenin 1/2. tiirevini alirsak

oldugunu goriiriiz. Yani f(y) =y icin iki kere 1 /2. tiirev almak ile birinci tiirevini almak aymdir.

Ornek 2.5.6. Hatta ™ fonksiyonunun Caputo tiirevi

AR g1 (Ax)

olup burada E, g(z),
A=Y fo
E s2)=Y —
@Y & T(ak+ )

seklinde tanmimlanan Mittag-Leffler fonksiyonudur.

Ayrica (Anastassiou, 2009), (Anastassiou, 2010) ve (Anastassiou ve Duman, 2010) ca-

lismalarindan asagidakilerin gerceklendigi bilinmektedir:

M) r>0,r¢N,m=[r], feC" Y([~n,x]) ve f € Lo([—x,x]) olmak iizere
DZ(,ﬂ)f(—ﬂ') =0 ve D_f(m) =0 gerceklenir.

(2) y € [-m, @] noktast sabit olsun. r > 0, r ¢ N, m = [r], f") € Lo.([—x, 7)) olacak sekilde
her f € C"!([~x, 7)) igin:
her y € [x, 7] i¢in

y
1
Up(e.) = DS ) = gy [ 0= 007 7 e 2.10)
ve her y € [—m,x] i¢in
Vi) =Dy f(y r T / (C =y fm(g)ag @11
y

seklindeki kesirli Caputo tiirevleri goz oniine alalim. Bu durumda her sabit x € [—x, 7]
noktasi i¢in; [x, 7] kapali araliginda Uy (x, -) siireklidir ve [—,x] kapali araliginda Vi (x;, -)
sireklidir. Ek olarak, eger f € C"'(|—x, 7)) ise [—7, 7| x [—7, 7] kiimesi iizerinde Uy (-, -)
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ve Vy(-,-) siireklidir.

(3) [, x| tizerinde siireklilik modiilii @(f,8), § > 0 igin eger g € C([—7, w] x [—7, 7]) ise
her 6 > Oigin, s(x) := @ (g(x,"),8)_5 y ve 1(x) := @ (g(x,"), 8)[, ) fonksiyonlarinin her
ikisi de x € [—, 7] noktasinda siireklidir.

@) £ € L.,([-m, 7)) olacak sekilde her f € C"~!([—x, 7]) ve her § > 0 i¢in

sup w(Uf(x,-),é)M<oo (2.12)
x€[—7,7) ’

ve
sup @ (Vy(x,-),8) L < (2.13)
x€[—m,7) ’

gerceklenir.

(5) Simdi [, 7] iizerinde W(y) := Yi(y) =y —x, Q) :=Qu(y) = sin (‘%‘) veeg(y) =1
olsun. r > 0,7 ¢ N,m = [r], f") € L.([—,7]) olacak sekilde her f € AC™([—mx, 7t]) igin
T, : C(|—m,n]) — C([—m,x]), n € N pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olmak iizere

n(lw! )H

+( (2rm)" || n(eo)—eoH"il+<2ﬂ)r(r+1+2ﬂ))

"H

1T () = £1 < I1£ 1 11 T(eo) — eol| + Z Hf

T(r+1) T(r+2)

An @ o056 @)
XE[—7,7] [x,7]
+ sup o <Vf ), || T () f+'> }
x€[—7,7) [—7.x]
gerceklenir. Burada || - || supremum normu olmak iizere

1
r+1

Pnr = HTn(QrH)
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yazilarak ve (2.12)) ile (2.13) esitsizlikleri kullanilarak

5 ()|

m—1
”Tn(f) _f” < ['Im,r{HTn(eO) _€O|| + Z
k=1

+ P ( sup @ (Ur(x,), Pur) wl)

XE[—m,7

+p,;,,< sup co(vf(x,),pn,,)[m]) (2.14)

x€[—n,7]

1
+p£,r‘|Tn(€O)—€0|’r+l< o a)(Uf(X,'),pn,r)[x’n])

€l—m,x)
- n
+ Pn.r ||Tl’l(€0) - 6()” rH sup @ (Vf(x7 ')apnﬂ‘) [— 7]
x€[—T,7] ’
elde edilir. Burada

,_ (2m)"  (27)"(r+1+2m) o il Vi

seklindedir. Acikca r € (0,1) ise m = 1 olup (2.14) esitsizliginin sag tarafindaki toplam

ortadan kalkacaktir.

16



3. KESIRLI ANALIZ VE TRIGONOMETRIK KOROVKIN TEORISI

Bu boliimde yaklagim teorisinde iyi bilinen Korovkin teoreminin trigonometrik versi-

yonu ve kesirli analiz yardimiyla elde edilen trigonometrik versiyonu hatirlatilacaktir.

3.1. Trigonometrik Korovkin Teorisi

Bu kisimda Korovkin teoreminin trigonometrik versiyonu hatirlatilacaktir.

Teorem 3.1.1. 7, : C(|—n,n]) — C([—x, &]), n € N, pozitif lineer operator olmak iizere [—T, 7|

iizerinde
T.(eo) = ep, T,(cost) = cosx, T,(sint) = sinx,

oluyorsa 27 periyotlu her f € C([—m,n]) icin T,,(f(¢);x) = f(x) gerceklenir (Korovkin, 1960:
16).

Ayrica Shisha ve Mond tarafindan 1968 yilinda elde edilen asagidaki teoremi hatirlata-
biliriz (Shisha ve Mond, 1968):

Teorem 3.1.2. T, D iizerinde tanimli pozitif lineer operatorler ve f; 21 periyotlu her yerde
stirekli bir fonksiyon olmak iizere 1,cosx,sinx, f fonksiyonlart D uzaywna ait olsun. —oo < a <

b < oo ve [a,b] iizerinde her n € N icin T,(eo) stmrl olmak iizere

1T (f) = FIl < AN 1 Ta(eo) — eoll + (| Tn(eo) + eoll @(f; tn) (3.1)

gergeklenir. Burada

(1 (e (157)2))

ve ||.|| ilgili uzay iizerindeki supremum normu gostermektedir. Ozel olarak, eger T,(eg) = eq ise

2
Hp =T

1T (f) = FIl <2 o(f, kn)

elde edilir. Ayrica her n € N icin,

2
T : .
uz < <7> [HTn(eo) —ep|| + || (T (cost;x) — cosx|| + || (T, (sinz;x) — sin x|
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esitsizliginin gerceklendigi kolayca goriilmektedir.

3.2. Kesirli Trigonometrik Korovkin Teorisi

Bu kisimda daha once tanitilan trigonometrik Korovkin teorisi ve kesirli analizin bir-
lestirildigi George A. Anastassiou tarafindan elde edilen sonuglar incelenecektir. (Anastassiou,

2009) ve (Anastassiou, 2010) ¢alismalarindan asagidakilerin gerceklendigi bilinmektedir:

B u, [—n, 7] araliinin Borel o-cebiri iizerinde pozitif bir ol¢ii, r > 0, xg € [—7, 7] olsun.

1 t
Holder esitsizliginde p = rt ve ¢ =r+ 1 alarak, |t| < mwsin (|—2’>, t € [—m, x| yardi-
miyla

1 (ril)
r r x0—x)\" !
[ w-va <z | [ () e | e
[—7.x0] [—7.x0]
1 (ril)
— r 1
<eo| [ (a("7) @w| -
[_n-?x()]

elde edilir.

B Benzer sekilde

| -xyane <2 /(<"‘2x°>)r+ldu<x> 1 ((x0, 7)1

(XOJﬂ (XO ’ 7'C]

elde edilir.
1

[ ] r>0,r§éN,m:M,k:1,...,m—1olsun.p:i ve

1
) g= H_T—_k alinarak Holder

esitsizligi yardimiyla
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< (2} /(sin@x;xo!))’“ P L

—7, 7]

elde edilir.

B 7,:C([—r,x]) —» C([—=,x]), n € N, pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Riesz

Gosterim Teoremi geregince her xo € [—7, 7] i¢in

T(fix0) = [ F(Odtag 0

[_77'-"77'-]

gerceklenir. Burada U, , [—m, ] aralifinin bir Borel o-cebiri iizerinde tanimli bir tek

pozitif sonlu dl¢iidiir. Ayrica
T(e03%0) = My, ([— 70, 7]) = My,

olarak gosterilsin.

Br>0,r¢Nm=[r],feC" ([-n nr]) ve f € Lo.([—m,x]) olmak iizere

LFe

m (x—(—=m))"™", herxe [—x,x]igin (3.2)

‘D:(,n)f(x) ‘ <
gerceklenir.

B Ayrica (3.2)) esitsizligi yardimiyla

@ (D:(—n)f76> = sup D f(x) =Dl 5 f(¥)
X,ye[—ﬂ',ﬂ}
lx—y|<d

(m) (m)
< s (F(”f—”@—<—n>>m—’+”f—”><x—<—n>>m—')

xX,yE[—m,7] m—r+1) I'(m—r+1
—y|<8
25| mer
< ——m(2
- F(m—r—|—1)( 7)
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ifadesinin gerceklendigi kolayca goriilmektedir.

B Benzer sekilde

(D(Dr_f 5) < 2||f(m)||

“I'(m—r+1) (2m)™

esitsizligi de gerceklenir.

Br>0,r¢N,m=[r],feC" ([-n nr]) ve f € L..([—m, x]) olmak iizere

sup @ (D:xofu 6) < 2||f—(m)H (27[)"’1*’”
Xo€[—7,7] bxo.7] [(m—r+1)
ve
25| -
sup (D, _f,0 < ———(2n)"
welor] Pho=F 8) s L(m—r+1) 2)
gerceklenir.

Tiim bu ifadeler dikkate alindiginda asagidaki teoremi ispatsiz olarak verebiliriz.

Teorem 3.2.1. r>0,r¢ N, m=[r], f € AC"([—7,7]) ve f" € Loo([—7,7]) olsun. h > 0 ve

xo € [-m, 7] igin T, : C([—m,n]) = C([—x,x]), n € N pozitif lineer operatirler olmak iizere
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To((x = x0)*:x0)

IN

m—1 (k)
Tn(f;x()) - Z f k(‘x())
k=0 :

1 21
(r+1)h

r

o r+1 (r1)
X (Tn <(sin ( I xolxi_ﬂ’x‘ﬂ ) >) ;xo) )
— r+1 +1)
x| Dy _f,h (Tn < (sin ( x x0|xi_”’x°] @) )) ;xo) )

r

(i)

1

_ r+1 (r+1)
(o)) )

gerceklenir. Burada Yy;

[—ﬂ,xo]

[x0,7]

I, xeMise
0, x¢Mise

Am(x) =

ile tanimlanan M kiimesinin karakteristik fonksiyonudur.

Tiim bunlar dikkate alindiginda asagidaki Shisha-Mond tipi trigonometrik esitsizligi ve

Korovkin tipi yaklasim sonucunu kesirli analiz i¢in verebiliriz.

Teorem 3.2.2. f ¢ AC™([-x, 7)), f) € Loo([—7,7]), m=[r], r¢ N, r >0, h >0, x € [~ 7, 7]
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ve T,:C([—r,x]) = C([—=,x]), n € N pozitif lineer operatérleri igin

1T.(f) = £l <

v I

2 r
£ T (e0) — eol| + - (27)
; !

I(r+1)

n ((sin(l-—xixi,r,x]<.>))m;x>
n (( (Lzea)) )
(o)) )
(o))

1T (- =) s20) ]| + [(HTn(eO)H)(rH) n

=1

q

X sup @ (D;_f,h

(rJrrl)

xXE[—m,m|

1
(r+1) >
[_”7“\7]

(r+1)

+

X sup w(Dixf,h

x€[—m,7]

1
(r+l)> }
[x, ]

Teorem 3.23. m=[r|, r¢ N, r >0 ve T, : C(|-m,n|) — C([—=,n]), n € N pozitif lineer

gerceklenir.

operatorleri icin Ty(eg) = eg ve

H((n(59) )

olsun. Bu durumda, f") € L..([—n, ) olacak sekilde her f € AC™([—x, x)) icin

‘—>0

L(f)=f

gerceklenir.
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4. KUVVET SERISI ANLAMINDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK YARDI-
MIYLA KESIRLI TRIGONOMETRIK KOROVKIN TEORISI

Istatistiksel yakinsaklik ve yaklagim teorisi ilk olarak 2002 yilinda A. D. Gadjiev ve
C. Orhan tarafindan (Gadjiev ve Orhan, 2002) birlestirilmistir ve sonrasinda bir¢ok matema-
tikci i¢in yaklagim sonuglarinin bu agidan arastirilmas: popiiler bir problem haline gelmistir.
Kesirli analiz ve yaklagim teorisini birlestiren ¢aligmalar ise az sayida olup bunlar arasinda G.
A. Anastassiou tarafindan (Anastassiou, 2009) elde edilen sonuglar literatiirde 6nemli bir yer
tutmaktadir. 2010 yilinda G. A. Anastassiou ve O. Duman tarafindan (Anastassiou ve Duman,
2010) kesirli analiz yardimiyla elde edilen yaklasim sonuclari klasik yakinsaklik yerine istatis-
tiksel yakinsaklik alinarak genellestirilmisgtir.
Bu boliimde P-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla kesirli trigonometrik Korovkin tipi teoremler

elde edilecektir.

Bu boliim (N. S. Ural ve T. Yurdakadim, 2023: 13) calismasinda yayimlanan orijinal

sonuglarimizi icermektedir.

4.1. Istatistiksel Yakinsakhk Yardimiyla Kesirli Trigonometrik Korovkin Tipi So-

nuclar

Bu kisimda A-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla G. A. Anastassiou ve O. Duman tara-
findan elde edilen kesirli trigonometrik Korovkin tipi sonuglar incelenecektir (Anastassiou ve
Duman, 2010: 130).

Daha onceki boliimlerde hatirlatilan esitsizlikler yardimiyla asagidaki sonuglar ispat-
s1z olarak verilecektir. Burada ve orijinal sonu¢larimizda kullanilan ispat teknikleri ayn1 olup
tekrara diismemek adina bir sonraki kisimda ispatlar detayl bir sekilde verilecektir.

Lemma 4.1.1. J = [—&, 7], A = |aj,] negatif olmayan regiiler bir matris ve r > 0, r ¢ N,

m = [r] olmak iizere T, : C(J) — C(J), n € N pozitif lineer operatirleri i¢in

sta —lim||7;,(eo) —eol| = 0 (4.1)
ve

st —limp,, =0 4.2)
oluyorsa her k =1,2,....m—1 icin

sta —lign‘ Tn(]l//\k)H —0
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gerceklenir. Burada

=]

Pnyr = ” Tn(‘PH_l)

V() =y(y) =y—x

olarak tamimlanmaktadir.

Teorem 4.1.1. A = [a,| negatif olmayan regiiler bir matris ve r >0, r ¢ N, m = [r] olmak iizere
T,:C(J) — C(J), n € N pozitif lineer operatirler dizisi i¢in ve sartlart saglaniyorsa
U € Lo(J) olacak sekilde her f € AC™(J) icin

sty —lim | T,() — 1] =0

gerceklenir.

Yukaridaki teorem AC™(J) uzay: yerine C"(J) uzay: alarak ufak bir diizenlemeyle

elde edilebilir. Bunun i¢in asagidaki lemmay1 verelim:

Lemma 4.1.2. A = [a,] negatif olmayan regiiler bir matris ve r >0, r ¢ N, m = [r| olmak iizere

T,:C(J) — C(J), n € N pozitif lineer operatirleri icin sarti saglanirsa her f € C™(J) i¢in

i. stq4 —lim (sup o(Uy(x, -),Pn,r)[x,n]) =0

xeJ

ii. st4 —lim <sup w(V_f(X, -),Pn,r)[—mx]) =0

xeJ

gerceklenir.

Teorem 4.1.2. A = [a,] negatif olmayan regiiler bir matris ve r > 0, r ¢ N, m = [r]| olmak
iizere T, : C(J) — C(J), n € N pozitif lineer operatirleri icin ve sartlart saglaniyorsa
her f € C"(J) igin

Sta —11,?1||Tn(f) —fll=0

gerceklenir.
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4.2. Kuvvet Serisi Anlaminda Istatistiksel Yakinsaklik Yardimyla Kesirli Trigo-

nometrik Korovkin Tipi Sonuclar

Bu kisimda daha once bilinen metotlar tarafindan icerilmeyen P-istatistiksel yakinsak-
lik kullanilarak kesirli trigonometrik Korovkin tipi sonuglar elde edilecektir. Kesirli analizin,
akustik dalga yayilimi, homojen olmayan gozenekli malzeme, siv1 akisi, termodinamik jeoloji,
deprem dinamigi, biyomiihendislik, sinir aglar1, tomografi gibi bir¢ok uygulamali bilimde kul-
lanildigim1 ve mevcut matematiksel teorisinin bu uygulamalarin matematiksel modellemesine
yonelik ihtiyaclarinin gerisinde kaldiginmi belirtmekte fayda vardir (Podlubny, 2001). Ayrica bu
kisimda pu > 0, 4 ¢ N, m = [u] olarak alinacaktir.

Lemma 4.2.1. P regiiler olmak iizere T,, : C(J) — C(J) pozitif lineer operatorleri igin
stp—lim||T,(eo) — eol| = 0 (4.3)
ve
stp—limp, ;, =0 (4.4)
iseherk=1,2,...,m—1icin

stp —lim ‘

T(ly1)| =0

gerceklenir.

Ispat. k € {1,2,...,m — 1} sabit olsun. (Pitul, 2007) geregince pozitif lineer operator dizileri

icin Holder esitsizligi kullanilarak

oldugu (Anastassiou ve Duman, 2010) ¢alismasinda gosterilmistir. Simdi asagidaki kiimeleri

ptrlk
1w < ea | el o)~ ol 557+

tanimlayalim:

G = {neN: Ty} 2 ¢

k ”HIk £
Gri= {nEN: iy ITaleo) —eoll 77 = 50
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Gy = {neN:pn,”2%<§>i}.

G C G1 UG, oldugu aciktir. Ayrica asagidaki kiimeleri tammmlayalim:

le = {"GN:Pn,uz\/%—nG);k}

_prl
” € 2(u+1-k)
G, = {n € N: [[Tu(eo) —eol| = (W) }

Benzer sekilde kolaylikla G C Gl1 U G/l/ U G7 oldugu goriiliir. Buradan,

1 1 1 1
o0 Z pat" ! < 0] Z pat""! +m Z pat""! +w Z pat"!
p neG p nGG/] p nEGlll p neGy

olup hipotez yardimiyla her k = 1,2,....m — 1 icin

stp— lim ‘

T(wl)| =0

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. m

Simdi P-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla elde edilen ilk kesirli yaklasim sonucumuzu

verebiliriz.

Teorem 4.2.1. P regiiler olmak iizere T, : C(J) — C(J) pozitif lineer operatirleri ve
sartlarim saglarsa f € L..(J) olacak sekilde her f € AC™(J) icin

stp—1im | T,(f) - ]| = 0
gerceklenir.

ispat. f") € L..(J) olacak sekilde keyfi bir f € AC™(J) verilsin. Burada

Y i= max {Hmwsglj)a)(l]f(x7 -)7pn7“)[x7ﬂ}, Sulj)w(vf(x, ')aPn,u)[—n,x]}
X xe

olmak tizere

1T (f) = fII < Ym,u{HTn(eO) —eo| +2P#,u

B m—1
+ 2050l Tn(e0) —eol =T+ Y N T(lwl*))1}
k=1
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oldugu bilinmektedir.

F:={neN:|TL(f) - fll = €}

£
F = {” eN: ||Tn(|‘lf|k)|| > m}, k=1,2,...m—1
m,

€
E, = {n € N:||Tu(eo) —eol| > —}

(m=+2)Ympu
1
Fpi1:=qneN: > & )
e Pt = 2 2
Fsai= {n €N plly [Toleo) —eol 77 = 7B
m+2 - - Mn,u n _2(m+2)7m,u
m+2

kiimeleri tanimlanirsa F C | F; oldugu kolaylikla goriiliir.
i=1

ptl
£ 2

Fpisi= N ||T,(e0) —eol| > [ ————
h {"E i) > (5577, }

veE

F N S L &z
m+4 =\ N S . pn,/.t = (2(m+2)}/m#)

m+4

kiimeleri tamimlanirsa da F,, 1 C F,, 3 UF,,14 ve F C |J F; oldugu kolaylikla elde edilecek-
i=1

tir. Hipotezler geregince op(F) = 0 elde edilir ve bu da ispati tamamlar. m

AC™(J) uzay1 yerine C"(J) uzaymi almak istersek yukaridaki teoremi agsagidaki lemma

yardimiyla yine de verebiliriz.

Lemma 4.2.2. P regiiler olmak iizere T, : C(J) — C(J) pozitif lineer operatirleri icin (4.4) sarti

saglaniyorsa

i. stp—lim <sup (D(Uf(x, ')7pn,u)[x,7r]) =0

xeJ

ii. stp—Ilim (SUIJ)(O(Vf(x, -),pm‘u)[ﬂ’x}) =0
piS

gerceklenir.
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ispat. (Anastassiou, 2009) ve (Anastassiou, 2010) ¢alismalarindan

sup @ (Uf(x, ')7pn7u)[x,n] =W (Uf(xo, .),pn#)[x()ﬂ] =:8(Pnpu)

xeJ

veE

Slég(l)(vf(xa ');Pn,u)[—n,x] = o(Vy(x1, ')7Pn,u)[—7r,x1] =:h(pPp,u)

olacak sekilde xp, x; € J oldugu bilinmektedir.
Hipotez geregince her 6 > 0 igin

Sp({IneN: puu>6))=0

olup (Anastassiou, 2010) calismasina benzer olarak g ve h fonksiyonlarinin orijindeki siirekli-

likleri kullanilarak

{neN: g(pn,u)ze}g{nEN: pn,ﬂz&}

ve
{neN: h(pay)>e} C{neN: p,>6&}

elde edilir. Buradan,

1 _ 1 _
5L m' s X
PUE) i gy ze PO g
n—1 1 n—1
_l Z Pn't < — Z Pn't
p( ) n: h(pnp)>€ p(t) n: Pnu>0

olup her iki tarafta limit alinirsa istenilen elde edilir. m

Teorem 4.2.2. P regiiler olmak iizere T, : C(J) — C(J) pozitif lineer operatirleri ve

sartlarim saglarsa her f € C™(J) igin
stp—lim||T,(f) = f|| =0

gerceklenir.
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Ispat. (2.14) geregince;

7 (1w

IT.(f) = fIl <H ,u{IIT(eo)

+ prl;l,u g(Pn,lJ) ‘|‘Pz’;€u h(Pmu)

4.5)
1
+ P#,u 8(Pnu) | Tn(eo) — eol[#!
1
+ Pl h(pug) [1Th(eo) — eoll =1 }
olup keyfi bir € > 0 i¢in
F:={neN:|T,(f) - fll = &}
£
R {n e N LW > G b= 12—
€
F, {I’l eN: HTn(e()) —e()H > m}
m,
Ferl = {l’l eN: p,fi“ g(pmu) > (m—|—4)H u}
m?
: T €
Fm+2 =<neN: pmu h(pnu) Z W
m,p
u 1 €
Fyz:=n€N:ppy g(puy) [|Tn(eo) —eol T > R
m,p
1 £
Fpia = {” €N pliy h(pay) I Tuleo) — ol 7T > W}
m,u
m—+4
kiimeleri tanimlansin. (4.3) geregince F C |J F; olup
i=1
1 1l
— Yol < — pnt"! (4.6)
o L 0 & ZF '

gerceklenir.

@3), @.4), Lemma[d.2.1] ve Lemma[@.2.2] kullanilarak

Stp

T (1wi)|| =0, k=12 m—1
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stp—1im pjy; g(Pay) =0,

stp—lim ply h(pap) =0,

stp—tim pliy §(puu) |1 Tale0) €077 =0,

stp—1im plty h(pup) | Taleo) ol #7 = 0
oldugu goriiliir. Buradan her i = 1,2,--- ;m+4i¢in dp(F;) = 0 olup (@.6)) esitsizliginin her iki
tarafinda limit alinarak

stp —lim || T,(f) — f|| =0

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. m

Simdi literatiirde bilinen sonuclarin yetersiz kaldig1 ancak bizim sonuglarimizi kullana-

bilecegimiz drnekler verelim:

Ornek 4.2.3. (p,) ve (s,) dizileri

1, n=2k
Pn =

0, n=2k+1

0, n=2k
Sp =

n , n=2k+1

ile verilsin. Bu durumda P metodu regiiler olup her € > 0 icin

1
&6p(Ge) = lim —— =0
p(Ge) = | lim - p(t)nez;’(gpn

elde edilir, yani stp —lims, = 0 olur. (s,) ve (py) dizileri yukaridaki gibi olmak iizere

o (1) =+2) (25 ()

yvardimiyla

Tn(f;x) = (1 "’Sn)Bn(f;x)a xeJ,neN

operatorlerini tamimlayalim. [L = % icin f" € Loo(J) olacak sekilde f € AC™(J) verilsin. Bu
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durumda m =[] = 1 ve stp —lim||T;,(eg) — ep|| = 0 olup

3 3
1Ta([wl]?)]| < 72 (1 4s,)

S
e

ve

[\ST[oN]

2 1 3 3 1
Pl =T(02)|| < <ITu(Jyw|?)|| < 72 (1 +5,)—5

3
"2 8nt

gerceklenir. Dolayistyla ve gerceklenir ve Teorem geredince f' € Lo(J) olacak
sekilde her f € AC(J) i¢in

stp—tim Ly () f]| =0

gerceklenir.

Ornek 4.2.4. (p,), (u,) ve (s,) dizilerini asagidaki gibi tanimlayalim:

1, n=2k
Pn=

0, n=2k+1

1, n=2k
U, =

3, n=2k+1

0 , n=2k
Sp =

n , n=2k+1.

Bu durumda P regiiler olup her € > 0 icin

1
Sp(Ge) = lim —— "l =0
P( 8) 0<t—R~ p(t) nezll(sp”

elde edilir, yani stp —lims,, = 0 ve stp — limu, = 1 olur. Simdi T,, operatorlerini

n k n—k
To(fix)=(1+s,) ¥ (Z)f(—wrz:k) (”";;n> (”;:"x) ,xeJ,neN

k=0

olarak tanmimlayalim.

u= % icin f") € Lu(J) olacak sekilde f € AC™(J) verilsin. Bu durumda m = [p] = 1
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ve stp — Lim||T,(eo) — eo|| = 0 olup

ITlw < 731+ 5) [(1 —un>2+1]4

ve

[NST|9%]

3 3 1 3
Pl =Tu(92)] < §I|Tn(!1/f|2)|| <z

’

D=

(g0 —mhﬂi

gergeklenir. Dolayistyla ve gerceklenir ve Teorem geredince, ' € Lo(J) olacak
sekilde her f € AC(J) igin

stp —lim Ly () — f]| =0
gerceklenir.

Ornek 4.2.5. B, operatirleri Ornek ’deki gibi

1, n=2k
Sp =

n , n=2k+1

1, n=2k
Pn =

0, n=2k+1

olmak iizere T, operatorlerini
Ty (f3x) = snBn(f3x)

olarak tamimlayalim. Bu durumda P metodunun regiiler oldugu aciktir ve stp —lims, = 1 olur.

Onceki drneklerde oldugu gibi | = % icin benzer iglemler yapilarak Teorem gere-
gince, [’ € Loo(J) olacak sekilde her f € AC(J) i¢in

stp —lim [[L, (f) = /]| = O

elde edilir.
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5. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu tezde, P-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla kesirli analiz kullanilarak trigonometrik
Korovkin tipi sonuclar elde edilmesi amaglanmustir. Oncelikle klasik Korovkin teoremi ve tri-
gonometrik versiyonu, kuvvet serisi metodu, istatistiksel yakinsaklik, kuvvet serisi anlaminda
istatistiksel yakinsaklik ve kesirli analize iligkin ihtiya¢ duyacagimiz temel kavramlar hatirla-
tilarak cesitli ornekler sunulmustur. Korovkin tipi teoremler daha genel toplanabilme metotlari
yardimiyla bir¢ok matematik¢i tarafindan genigletilmis olup bu yontemler arasinda en bilinen-
lerden biri istatistiksel yakinsakliktir. Kesirli analiz, trigonometrik Korovkin teorisi ve istatis-
tiksel yakinsaklik birlikte goz oniine alinarak 2010 yilinda G. A. Anastassiou ve O. Duman
tarafindan siireklilik modiilii yardimiyla elde edilen ¢esitli sonuglar detaylica incelenmistir. Bu
caligsmalarin 1s181nda daha once bilinen metotlar tarafindan icerilmeyen kuvvet serisi anlaminda
istatistiksel yakinsaklik yardimiyla kesirli trigonometrik Korovkin teorisi gelistirilerek orijinal
sonuclar elde edilmistir. Verilen drneklerle literatiirde var olan sonuclarin kullanilamayacagi
goriilmiistiir. Dolayisiyla ispatladigimiz teoremlerimizin 6nemli bir katki saglayacagi gosteril-
misgtir.

Sonug olarak, klasik limit olmadiginda yine de toplanabilme metotlar1 kullanarak yakla-
simdan bahsetmemizi saglayan teoremler literatiir i¢in ilgi ¢ekicidir. Ayrica klasik analizde tam
say1 degerler dogaya uygun olmayan birer model iken kesirli analiz daha gercek¢i modellemel-
ler sunmaktadir ve ne yazik ki kesirli analiz ile yaklagim teorisini birlestiren ¢alisma sayis1 yok
denecek kadar azdir. Bu tez, bu konuda ¢aligsacak aragtirmacilar icin el kitab1 olma niteligi ta-
sirken toplanabilme metotlar1 kullanilarak kesirli analiz yardimiyla elde edilebilecek sonuglar

oneri niteligindedir.
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