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Sevval Diindar

./../2026

Imza



| BSEU-KAYSIS Belge

DFR-516

ik Yayin Tarihi/Sayisi | 30.04.2026/16

YAPAY ZEKA KULLANIMINA iLiSKiN OGRENCI
BEYAN FORMU

Revizyon Tarihi 00
Revizyon No.su 00
Toplam Sayfa 1

Boliim . Yapay Zeka Kullanim Durumu

Bu tezin/projenin yazim sireglerinde yapay zeka tabanh araglardan faydalandim.

[1Bu tezin/projenin yazim sireclerinde yapay zeka tabanli herhangi bir aragtan faydalanmadim.
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*Bu boliim yalnmizca yapay zeka kullanimi beyan edilmiy ise doldurulacaktir. Aksi durumda bog
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OxXxOODOOOOd

Bu calismada yapay zeka kullanimi VYiiksekogretim Kurumlari Bilimsel Arastirma ve Yayin
Faaliyetlerinde Uretken Yapay Zeki Kullanimina Dair Etik Rehber’e ve akademik diiriistliik ilkelerine
uygun sekilde gerceklestirilmis olup yapay zeka araglarindan alman destek, etik kurallar ve kaynak
gosterme esaslaria uygun bi¢imde belirtilmistir. Yapay zeka kullanimi, ¢alismanin 6zgiinliigiine, bilimsel
etik kurallarina ve ilgili mevzuata aykirt olmayacak bigimde gergeklestirilmistir. Usulsiiz yapay zeka
kullanimi (6rnegin: kaynak gostermeksizin metin iiretimi, otomatik igerik {iretiminin 6zgiin eser gibi
sunulmasi, yaniltici kaynak gosterimi vb.) tarafimdan kesinlikle yapilmamistir. Yapay zeka araglarinin
sagladig1 bilgilerin dogrulugunu kontrol ettigimi, yanlis veya eksik bilgi bulunmasi halinde tim
sorumlulugun tarafima ait oldugunu; ayrica ¢alismamla ilgili bu beyana aykir1 bir durumun herhangi bir
zamanda tespit edilmesi durumunda ortaya gikabilecek akademik ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi beyan

ederim.
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ON SOz

Bu tez, yalnizca akademik bir ¢aligmanin tamamlanmasi degil; hayatimin hangi yone gidecegini
anlamaya ¢alistigim yillarda baslayan ve zamanla bana hem akademik hem de kisisel anlamda
cok sey 0greten bir yolculugun sonucudur.

Oncelikle, yiiksek lisans egitimim boyunca bilgi ve tecriibesiyle bana yol gosteren, ¢alisma
alanim1 sekillendirmemde biiyiik katkist bulunan ve tezimin her asamasinda destegini
hissettigim kiymetli danismanim Prof. Dr. Ilker INAM’a en igten tesekkiirlerimi sunarim.
Modiiler formlar ve kuadratik formlar iizerine calismaya basladigim bu siirecte, yalnizca
matematiksel anlamda degil, bir probleme nasil yaklagilmasi ve akademik bir ¢aligmanin nasil
sabirla inga edilmesi gerektigi konusunda da kendisinden ¢ok sey 6grendim. Bana duydugu
giiven, ihtiya¢ duydugum zamanlarda verdigi cesaret ve akademik yolculuguma kattig1 her sey
icin kendisine goniilden tesekkiir ederim.

Lisans egitimimden bugiine kadar {izerimde emegi bulunan, matematige bakigimi gelistiren ve
bugiin sahip oldugum akademik birikimin olusmasina katki saglayan tiim kiymetli hocalarima
da ayr1 ayn tesekkiir ederim. Her birinden 6grendigim bilgi ve edindigim bakis acis1, yalnizca
bu tezin degil, 6gretmenlik ve akademik hayatimin da bir parcasi olmustur.

Hayatim boyunca aldigim her kararin arkasinda duran, basarabilecegime kimi zaman benden
daha c¢ok inanan ve bugiin oldugum insanin temelini olusturan sevgili aileme ne kadar tesekkiir
etsem azdir. Attigim her yeni adimda yanimda olduklarini bilmek, en zor zamanlarda bile bana
devam edebilme giicii verdi. Bana sunduklari sevgi, emek, sabir ve kosulsuz destek i¢in onlara
minnettarim.

Ve hayatimin en 6nemli yol arkadasina, sevgili esime...

Bu siiregte yalnizca tez yazan bir yiiksek lisans 6grencisi degildim. Ayn1 zamanda ders anlatan,
ogrencilerine yetismeye calisan, kendi 6gretmenlik yolunu kurmaya ¢abalayan ve zaman zaman
biitiin bunlarin arasinda yorulan biriydim. Biitiin bu kosusturmanin i¢inde en yakinimda olan,
sevincimi de kaygimi da yorgunlugumu da paylasan kisi hep sendin.

Ayn1 meslegi paylagsmanin 6tesinde, hayallerimi anlayan, yapmak istediklerimi kiiciimsemeden
dinleyen, yoruldugum zamanlarda yilikiimii paylasan ve birlikte kurdugumuz hayatin icerisinde
bana kendi hayallerimin pesinden gidebilecegim bir alan agan yol arkadasim oldugun i¢in sana
yiirekten tesekkiir ederim. Bugiin geriye doniip baktigimda, bu tezin satirlar1 arasinda senin

sabrinin, desteginin ve bana duydugun giivenin de izleri oldugunu biliyorum.



Yiiksek lisansa basladigim giin ile bu satirlar1 yazdigim giin arasinda yalnizca akademik olarak
ilerlemedim; ben de degistim.

Bir zamanlar mezuniyetinin ardindan hayatinin hangi yone gidecegini anlamaya calisan geng
bir matematik Ogrencisiyken, bugiin yiizlerce 6grencinin hayatina dokunmus bir 6gretmen
olarak bu tezin son ciimlelerini yaziyorum. Ogretmenlik yaparken akademiden, akademik
caligmalarimu siirdiiriirken 6gretmenlikten vazgegmemeyi 6grendim. Zaman zaman yoruldum,
bazi seyleri erteledim, bazi yollarin diigiindiiglimden daha uzun oldugunu goérdiim; fakat biitiin
bunlarin sonunda basladigim bir isi tamamlamanin verdigi huzurun ne kadar kiymetli oldugunu
da 6grendim.

Bu nedenle bu ¢alisma benim i¢in yalnizca matematiksel sonuglardan olusan bir yiiksek lisans
tezi degildir. Ayn1 zamanda, hayatin biitlin telagina ragmen insanin basladig1 yere doniip yarim
biraktig1 bir hayali tamamlayabileceginin kii¢lik bir hatirlaticisidir.

Bu siiregte yanimda olan, bana inanan, bilgisiyle, sevgisiyle veya yalnizca giizel bir soziiyle
yoluma dokunan herkese goniilden tesekkiir ederim.

Ve son olarak, bu tezi yirmi iki yasinda mezun olmaya ¢alisan, dniinde nasil bir hayat oldugunu
heniiz bilmeyen ama matematigi ve 6gretmeyi ¢cok seven o geng halime ithaf etmek istiyorum.
O giinlerde gelecegin nasil sekillenecegini bilmiyordun.

Ama yine de yliriimeye devam ettin.

Iyi ki vazgegmedin.

i



OZET

Dokuz béliimden olusan bu ¢alismada matematikte uzun yillardir popiilerligini kaybetmemis
problemlerden birisi olan tamsayilarin temsili problemi farkl tipteki kuadratik formlarla ele
alinmistir. Daha kesin olarak bu problemde kuadratik formlarin {izerine denklik kosulu
konularak elde edilen kongriient kuadratik formlar kullanilmistir. Literatiirde giincel bir ¢alisma
olan (Mondal, 2026) incelenmistir. Buna gore tamsayilarin temsili ile eliptik egrilerin
tizerindeki nokta sayis1 arasindaki iliski ortaya konmustur. Bunun i¢in kongriient kuadratik
formlarin teta serileri Eisenstein ve cusp kisimlarmi ayristirilmis. Modiilarite Teoremi
sayesinde cusp forma karsilik gelen Fourier katsayilar1 ile kongriient kuadratik formun teta
serisine karsilik gelen Fourier katsayilar1 kiyaslanarak temsil sayilari ile eliptik egri nokta sayisi
arasindaki baglanti ortaya konmustur. Sayilar teorisi, aritmetik geometri ve karmasik analizdeki
farkli konular1 bir araya getiren bu calisma derleme niteligindedir.

Anahtar Kelimeler: Kuadratik formlar, tamsayilarin temsili, kongriient kuadratik formlar,

modiiler formlar, eliptik egriler
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ABSTRACT

This nine-chapter study addresses the problem of integer representation, a long-standing and
popular problem in mathematics, using different types of quadratic forms. More specifically, it
utilizes congruent quadratic forms obtained by applying equivalence conditions to existing
quadratic forms. A recent study in the literature (Mondal, 2026) is examined, revealing the
relationship between the representation of integers and the number of points on elliptic curves.
To this end, the Eisenstein and cusp parts of the theta series of congruent quadratic forms are
decomposed. Using the Modularity Theorem, the Fourier coefficients corresponding to the cusp
form are compared with the Fourier coefficients corresponding to the theta series of the
congruent quadratic form, revealing the connection between the number of representations and
the number of points on the elliptic curve. This work, which brings together different topics in
number theory, arithmetic geometry, and complex analysis, is a compilation.

Keywords: Quadratic forms, integer representation, congruent quadratic forms, modular forms,

elliptic curves.
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1.GIRIS VE ON BILGILER

Bu calismada literatiirde giincel bir sonug¢ olan (Mondal, 2026)’de yer alan ve cesitli
denklik kavramina sahip tam say1 temsillerinin sayisi ile sonlu cisim iizerine tanimli eliptik

egrilerin iizerindeki nokta sayisi arasindaki iligkiyi veren sonuglari ele alacaktir.
Ilk olarak galismada kullanilacak notasyonu tanitalim.

X € Z" olmak iizere Q(X) ile gosterilen kuadratik form, n degiskenli ikinci dereceden
homojen bir polinom olarak tanimlanir. Burada tamsayir katsayili quadratik formlarla
calisilacaktir. 4 € M,(Z) pozitif definite ve 4;; = 0 (mod 2) 6zelligini saglayan simetrik

matris olsun. Bu 6zellikteki matrislere ¢ift matris ad1 verilir.

Eger Q(X) = %f LAX oluyorsa A matrisine, Q (X) pozitif definite formla eslesen matris

denir.

Bir Q kuadratik formu verilsin. Bu durumda Q(¥%,) = [ olacak sekilde belli bir x, € Z™"
varsa bu durumda @ kuadratik formu ! € Z tamsayisini temsil eder denir. Tiim dogal sayilar
temsil eden kuadratik formlara evrensel kuadratik form adi verilir. Lagrange 1770’de her bir
pozitif tam saymin dort karenin toplami seklinde ifade edilebilecegini ispatlamistir. Ardindan
(Ramanujan, 1917)’de tiim evrensel ii¢lii kuadratik formlarin listesi verilmistir. Daha sonra
(Bhargava ve Hanke, 2011)’de evrensel {i¢lii kuadratik formlar i¢in ispatlanmigtir. H {ist
karmagik diizlemi gostermek tizere yani H = {z € C:Im(z) > 0} olmak iizere ve t € H, q :=

e?™7 jcin Q () bir pozitif definite kuadratik formuyla eslesen Q serisi Qq ile gosterilir ve

Qq (1) = ez q%®
olarak tanimlanir.

Kuadratik formlarla modiiler formlar arasinda olduk¢a yakin bir iliski vardir. Modiiler
formlar, {ist yar1 diizlem {izerinde tanimli olup belirli doniisiim 6zelliklerini saglayan karmagik
degerli holomorf fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar sayilar teorisi, cebirsel geometri ve

otomorfik formlar teorisinde merkezi bir rol oynar.

k > 0 tamsayisi i¢in bir f:H — C fonksiyonu asagidaki sartlar1 saghiyorsa agirhig: k

olan bir modiler form olarak adlandirilir:

1. f holomorftur.



2. Hery = (g Z) € I'i¢in

b
F(Ga) = 2+ @)
esitligi saglanir.

3. f, ilgili grubun biitiin cusp noktalarinda holomorftur.

Burada I', modiiler grup SL,(Z) yani girdileri tamsay1 ve determinati 1 olan matris

grubu veya onun bir denklik alt grubu olabilir. Ornegin pozitif bir N tam says1 igin

ro V) = {(* Z) € SLy(Z):c = 0 (mod N)}

kiimesi, tam modiiler grubun 6nemli bir denklik alt grubudur.

Bu durumda agirlig1 k olan bir modiiler form, yukaridaki doniisiim kosulunu yalnizca

[ (N) elemanlari i¢in saglar. Bu uzay genellikle M, (I, (N)) ile gosterilir.

Eisenstein serileri modiiler form teorisinin temel drneklerini olusturur. Cift indeksli

kafes noktalari {izerinden tanimlanirlar. k > 4 ¢ift olmak iizere,

1
Gk (2) = X(mn)=(0,0) vy

serisi  mutlak  yakimsaktir ve agirhigi  k  olan bir modiler form verir.

Normallestirilmis Eisenstein serisi

2k O
Ee() =15 ) oa(ia”
n=1

seklinde yazilir. Burada g = e?™, B, Bernoulli sayilar1 ve ,(n) = Y g d”
sigma-bolen fonksiyonudur.

Dikkat edilirse agirligi 4’ten biiyiik olan cift tamsay1 agirliga sahip olan Eisenstein
serileri modiiler form olur. Ancak agirligin 2 olmasi halinde oldukga ilging 6zelliklere sahip

Eisenstein serisi elde edilir. Buna gore agirlik 2 Eisenstein serisi

E,(z) = 1— 242 o, ()q"



olarak tanimlanir.

Diger Eisenstein serilerinden farkli olarak E,, klasik anlamda modiiler form degildir.

Bunun yerine

E(az+b)— + d)?E +12 +d
2 () = (2 + d)?Ex(2) + 5 —c(ez + d)

doniistim kuralini saglar. Bu nedenle E,, quasimodiiler form olarak adlandirilir. Quasimodiiler
formlar, modiiler formlarin dogal bir genislemesi olup diferansiyel islemler altinda kapali

olmalar1 nedeniyle 6nemlidir.

Bu calismada kullanilacak olan bir diger 6nemli konu ise eliptik egrilerdir. Buna gore

bir eliptik egri, karakteristigi 2 ve 3 olmayan bir cisim iizerinde
E:y?=x3+Ax+B

seklindeki Weierstrass denklemiyle tanimlanan ve 443 + 27B? # 0 kosulunu saglayan diizgiin
cebirsel egridir. Uzerinde cebirsel yap1 kurabilmek adina O ile gdsterilen sonsuzdaki noktanin

da eliptik egri iizerinde oldugu kabul edilir.

Eliptik egri lizerindeki noktalar, sonsuzdaki nokta ile birlikte dogal bir abelyen grup
olusturur. Buradaki islem su sekilde tanimlanir: P ve Q gibi iki noktadan gecen dogru eliptik
egriyi mutlaka {igiincii bir noktada keser. P + Q ise bu noktanin x-eksenine gore simetrigi olarak
tamimlanir (Silverman, 1994). Bu grup yapist sayilar teorisindeki birgok problemin

incelenmesinde temel rol oynar.

E; ve E, eliptik egrileri verilsin. Bir izogeni ¢: E; = E, seklinde tanimlanan ve grup
yapisini koruyan, sabit olmayan rasyonel bir doniigtimdiir.
Izogeniler cekirdekleri sonlu olan morfizmalardir. ki eliptik egri arasinda bir izogeni

bulunuyorsa bu egriler izojen olarak adlandirilir.

Izogeniler, eliptik egrilerin siniflandirilmasinda ve modiilerlik teorisinde dnemli bir yere

sahiptir.
Bir eliptik egri E i¢in

E(K)ios = {P € E(K):nP = O olacak sekilde bir n > 0 vardir }



kiimesine torsiyon alt grubu denir. Bu alt grup sonlu olup, elemanlari sonlu mertebeli
noktalardan olusur. Ozellikle rasyonel sayilar cismi iizerinde torsiyon alt gruplarmnin olasi

yapilart Mazur Teoremi ile tamamen siniflandirilmistir.
Bir
f@ =) aq"
nz1

Hecke 6zformu i¢in

L(f,9) =i o

Dirichlet serisi tanimlanir. Uygun kosullar altinda bu fonksiyon Euler ¢arpimi, analitik devam

ve fonksiyonel denklem 6zelliklerine sahiptir.
Bir eliptik egri E/Q i¢in her asal p sayisina
ap =p +1—#E(F,)

katsayis1 atanir. Buna karsilik gelen L-fonksiyonu (iyi asallar i¢in)
LEs) =] | (-ap=+p2)"
P

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyon eliptik egrinin aritmetik 6zellikleri hakkinda derin bilgiler

igerir.

Modiilarite Teoremi, her rasyonel eliptik egrinin uygun bir modiiler forma karsilik
geldigini ifade eder. Daha acik olarak, her E/Q eliptik egrisi i¢in agirlig1 2 olan bir yeni form
f vardir ve L(E,s) = L(f,s) esitligi saglanir. Bu sonug, baslangicta Taniyama-Shimura-Weil
varsayimi olarak ortaya atilmis, daha sonra g¢aligmalarla tamamen ispatlanmistir. Teorem,

ozellikle Fermat'in Son Teoremi'nin ispatinda kritik rol oynamustir.

Schoof algoritmasi, sonlu cisimler {izerindeki eliptik egrilerin nokta sayisin1 polinom
zamanda hesaplamak amaciyla gelistirilmis bir algoritmadir. Algoritmanin temel fikri,
Frobenius doniisiimiiniin izini ¢esitli kiiclik asal sayilar modulo hesaplamak ve daha sonra bu

bilgileri Cin Kalan Teoremi yardimiyla birlestirmektir.



Bir sonlu cisim iizerindeki eliptik egri i¢in
#E(F,)=q+1—t

oldugundan, algoritma 6nce t 'nin ¢esitli asallar modiiliindeki degerlerini belirler ve ardindan

gercek degeri elde eder.

Schoof algoritmasi, eliptik egri kriptografisinin gelisiminde donlim noktasi olarak kabul

edilmektedir.



2.KONGRUENT TETA SERILERI

Bu boliimde ¢aligmanin esas konusunu olusturan kongriient teta serileri tanitilacaktir.
Kuadratik formlara modiiler aritmetikten gelen bir kosul koyulmasi bu teoriye bambagka bir
soluk getirmistir. Kuadratik formlarin modiiler formlarla baglantis1 ve dahas1 modiiler formlarin
eliptik egrilerle baglantisi nedeniyle konulan bu kosul farkli alanlarda ag¢ik problemlerin ortaya

¢ikmasina neden olmustur. Ilk basta tanimla baslayalim.

Tanim 2.1. Q(x_)) , X; = a; (mod S;) denklik kosullarini saglayan bir kuadratik form olsun. Bu

durumda (Q (X), (Ei,§ )) ciftine bir kongriient kuadratik form ad1 verilir. Bir kongriient kuadratik

forma karsilhik gelen teta serisi kongriient teta serisi olarak adlandirilir ve

O .@sn(® = Z qo

#=d (mod 3)

olarak tanimlanir.

Ornek 2.2. Klasik Jacobi Teta Fonksiyonu

(2n+1)>2 n2
0,(0i= ) q & 65(D)= ) q7,

nez nez

goz Oniine alirsak bu durumda d = (a, a, a,a) € Z* a € Z olmak lizere kongriient teta serisi

sirastyla

07 (47) = 012,02 1a21ty@3)
ve

93 (ZT)4 = Qx%+x%+x§+x2,(6,i)

seklinde olur.

Bilinen teta serilerinin modiiler formlarla olan iliskisi kongriient serileri i¢inde
gecerlidir. Belirli seviyeler i¢in agirlik degisken sayisina bagli olarak degisen modiilerlik
ozelliklerini saglarlar. Kongriient teta serileri {izerine yapilan bazi ¢calismalar (Beli, 2022) ve
(Sun, 2015) olup, (Cho, 2018)’de tam sayilarin kongriient theta serileri yardimiyla temsil
sayilar1 lizerine bir ¢aligma yapmaistir.

Kongriient teta serilerini Eisenstein serileri ve cusp form olarak iki pargaya ayirmak
dogal olarak kongriient teta serilerinin Fourier serileri hakkinda bazi 6zellikleri ortaya ¢ikarir.
(Mondal, 2026)’da Q(¥) = x? + x2 + x2 + x? olmak iizere (Q(X),(a; S;)) kongriient

kuadratik form tiizerine ¢aligmistir. Bu nedenle ilgili ¢aligmadaki Q notasyonu kaldirilmstir.

6



Ustelik sadece d =s-1 ve S =M -1 siitun vektorleriyle ilgilenildigi i¢in Qg , notasyonu

kullanilacaktir. Bu nedenle rg
rom(M) = [ {X €L xf +x5+x¢+x2=n x;=s (mod M)}|

olmak tzere

[0¢]

Ou@= > g N e

X€Z4 x;=S (mod M) n=1

seklindedir. (Sun, 2015)’e gore Qs y, 2 agirhikli bir modiiler formdur ve Eisenstein ve cusp form
olarak iki parcaya ayrilir. Burada I' iizerindeki k£ agirlikli modiiler formlar ve Eisenstein
serilerinin uzaylar1 sirastyla M (I") ve €, (I') ile gosterilir. (Bringmann and Kane, 2022)’de S
ve V gibi iki operatér yardimiyla E, Eisenstein serisini istenilen seviyedeki modiiler forma

dontistlirecek iki operatdr tanimlanmaigtir.

Tanim 2.3. H iist yan diizlem iizerinde tanimli f fonksiyonu
f@ =) ¢ ma"
nz0
biciminde bir Fourier serisi ile temsil edilsin. Bu durumda M € N ve m € Z i¢in S ile gosterilen
eleyici operator
flSum= ) ¢ g

nz0
n=m (modM)

olarak tanimlanir.
d € Q i¢in V operatorii ise

FIVa(@): = f(dr) = ) ¢ (g™

n=0
olarak tanimlanir. Dikkat edilirse bu iki operatdr daha diisiik seviyeye sahip 2 agirlikli
Eisenstein uzaylar1 i¢in bir baz elde etmekte kullanilir. Buna gore (Mondal, 2026)’da asagidaki

ana sonug verilmistir.

Teorem 2.4. (Mondal, 2026) &, (I;(p*)) uzayi i¢in baz asagidaki gibi elde edilir:
(1) Herhangi bir p asal1 ve k tek sayist i¢in €, (I (p*)) mn bir bazi



{f1V,:fe SZ(FO(pk‘l)),nin bir bazi1}

kiimesinden elemanlar igerir.

(ii)

(iii)

(iv)

p =2ve k <3 igin & (I5(2%%)) nin bir baz1 {E; | Sy, () | m € (Z/2%Z)*}u

{f | Va: f € birbaz1 (&;(T(P* M)}

k > 3 igin E,’ya S ve V operatérlerini uygulamak &, (I (22%)) igin tam bir baz elde

etmeye yaramaz.

p=3 igin E,(IL(3%) uzay1 i¢in bir baz
E; | S31(7), E, | $32(7), E, | (3V; — $3,0)(7).

yardimiyla verilebilir. Benzer sekilde k > 1 igin E,” ya S ve V operatdrlerini

uygulamak &, (I (32¥)) igin tam bir baz elde etmeye yaramaz.

Farkli diger tek p asallari igin sadece S ve V operatorlerini kullanarak &, (I (p*))

uzayl i¢in tam bir baz elde edilmesi miimkiin degildir.

Ornek 2.5. Burada kongriient teta serileriyle tamsay: temsiline dair bir uygulama ele

almacaktir. Buna gore r; 3(n)’in ilk degerleri

ris(m) = {xf + x2 + x5 + x§ = n; x, %3, %3, %, = 1 (Mod3)}

kosullarini saglayan sirali tam say1 dortliilerinin sayisin1 gostermektedir. Kiigiik # degerleri igin

dogrudan hesaplama yapilabilir. x; = 1 (mod 3) oldugundan kii¢iik mutlak degerler i¢in izin

verilen degerler

x;=1,-2,4,—5, ...

seklindedir. Dolayisiyla n < 8 i¢in yalnizca 1 ve —2 degerlerinin kareleri olan 1 ve 4 dikkate

alinir. Ornegin

ris(4) = |[{xf +xZ + x5 + x5 = 4,%, %5, %3, %, = 1 (mod3)}| = 1

olur. Gergekten de

4=1"+1*+1%+17

oldugu i¢in denklik kosulunu saglayan tek sirali dortlii (1, 1, 1, 1) olur. Benzer sekilde

7= (=2)>+ 12+ 12 + 12



ve —2 = 1 (mod 3) oldugundan —2’nin dort farkli konumda bulunmasi nedeniyle (-2, 1, 1, 1),

(1,-2,1,1),(1,1,-2,1), (1, 1, 1, -2) olmak iizere toplam dort ¢dziim elde edilir. Boylece
ri3(7) =4

olarak elde edilir. Diger taraftan n = 1, 2, 3, 5, 6, 8 i¢cin dort adet izin verilen karenin toplami

n’yi vermeyeceginden bu degerler igin r; 3(n) = 0 olacaktir.

Uyar 2.6. Dikkat edilirse r; 3(n) yukaridaki kiimenin eleman sayisi olarak tanimlandigindan
bu say1 (x4, x5, X3, x,) sirali dortliileri sadece x; + x, + x3 + x,’ lin tek say1 olmasi1 durumunda
ortaya ¢ikar. Tiim permiitasyonlar dikkate alindiginda her bir ¢6ziim r; 3 (n) sayisina toplam 4

katk1 yapar. Boylece asagidaki teoremin ispatt yapilmis olur.
Teorem 2.7. (Mondal, 2026) n € N, bir tek say1 olsun. Bu durumda r; 5 (n) sayis1 4 ile boliinir.

r;3(n) sayisim daha iyi analiz edebilmesi i¢in 0;3(t) trete¢ fonksiyonunu
modiilerligini kullanmaya ihtiyag duymaktayiz. Kongriient 6 serileriyle eliptik egriler ve
modiiler formlar arasinda bir iligki ortaya koyabilmek icin kongriient 0 serileri ayristirilacak
n(67)*’lin cusp form kismi analiz edilecek ve bu cusp forma karsilik gelen eliptik egrinin

Ozelliklerini kullanilacaktir.

Teorem 2.8. (Mondal, 2026) Q iizerinde tanimh E eliptik egrisi y? = x3 + 1 esitligiyle

verilsin. Nj(k) ile sonsuzdaki nokta dahil olmak iizere bu egri iizerindeki Fok rasyonel

noktalarin sayis1 gosterilsin. Bu durumda p = 1 (mod 6) tiim asallar i¢in;

1
ri3(p) = 3 N, €Y

olur. Daha genel olarak asagidaki esitlik dogrudur:

N,(k)+3p - k=2 k>3
371,5(p%) ={ (k) Np(kr)l'g(p ) k=12 (2.1)
p ye

vardir. Bagka bir deyisle p; = 1 (mod 6) i¢in
241y _ L k
r3(p ) —§[Np(2k+1)+pr(2k—1)+---+p N,(1)]

p > 3 igin



1
1 3(p?F*?) = 3 [Np(Zk +2) + pN,(2k) + - + 'p"Np(Z)]
olur.

Ornek 2.9. r,5(7) = §N7(1) oldugunu biliyoruz. Buna gore E : y2 = x3 + 1 eliptik egrisi

tizerinde
0,1
0,-1)
(1,3)
(1,-3)
(2,3)
(2,-3)
(3,0)
(4.3)
(4,-3)
(5,0)
(6,0)
0

olmak {izere toplam 12 nokta olup
1
r1’3(7) ES §12 = 4’

elde edilir.

Ornek 2.10. p = 103 olsun. Bu durumda 113(103) = 28 olup n(67)* fonksiyonunun Fourier

agilimindaki q*°3 teriminin a,y3 Fourier katsayis1 28’dir. Kolayca gériilebilir ki;

3riz(p) =p+1—a,=#{(xy) EF, xF, | y>=x>+1 (modp)}.
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Asagida Teorem 2.8’in bir genellestirilmesi verilecektir. Daha kesin olarak n = 1
(mod 6) olmasi durumunda r; 5(n) i¢in bir genel formiil verilecektir. Bu sayede kongriient
kuadratik formlarla eliptik egri iizerindeki nokta sayisi arasinda daha genel bir iliski

verilecektir.

Teorem 2.11. (Mondal, 2026) p;, ..., pifarkli asallarin herhangi bir kiimesi olsun ve a4, ..., aj

sayilari

_ {ZN ,  DPi =5 (modb)
%“TIN , p, =1 (modsé)

olmak iizere n = [[;p;% = 1 (mod 6) lizerinden secilsin. Bu takdirde a, n(617)* cusp

formunun £. Fourier katsayist olmak iizere r(n) asagidaki gibi bir ayrisima sahiptir:
ris(m) = Sy (Mt (01 (N TEh (@, ) 723 (2.

Uyar1 2.12. Teorem 2.7 ve 2.8 beraber dikkate alindiginda p = 1 (mod 6) i¢in N,,(1)’in 12 ile

boliindiigii goriiliir. Ustelik Teorem 2.8’ nin direkt bir sonucu olarak herhangi bir m € N i¢in
3r (™) = N, (m) (mod p)

olur. Asagidaki tabloda Teorem 2.8’deki sonuca benzer olarak sonuglar elde edilebilecek bazi

ornekler (Cho, 2018)’den faydalanilarak verilmistir.

Dikkat edilirse E'zlSM'm, E'2|SM,m|Vd bicimindeki elemanlar tarafindan {iretilen

Eisenstein serileri tiim durumlarda ilgili teta serisinin Eisenstein par¢asini ¢ikarmak icin ¢ok

onemli bir ara¢ oldugu goriiliir.

Tablo 2.1. Kongriient kuadratik formlar ve eliptik egriler

Kuadratik | Denklik kosulu Eliptik CM Ny (1) very(p) | Asalsayilar
form Q EgriE arasindaki iliski | tzerindeki
denklik
kosulu
xX1% + x2% | x1,x3,%¢ = 1 (mod | 2 ro(p) = NE(1) | p = 1(mod4)
+ 2x32 2), x2 =0 (mod 2) =x® | QW-1)
+ 2x,2 + 4x
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x1° X1, X2, X3 y*+y ro(p) = NE(1) | p = 1(mod3)
+ xX1%; = 1(mod3), x4 = x3 Q(+/-3)

+ x,° = 0(mod3)

+ x32

+ X3X4

+ x42

x1° X1, X4 y*+xy | Yok ro(p) = 2NE(1) | p

+ X1X2 = 1(mod2),x2,x3 | + 7y = 1(mod2),p
+ 2x,2 | = 0(mod2) =x3 # 7(mod14)
+ x32 —x

+ X3X4

+ 2x4°
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3. KONGRUENT TETA SERILERIi VE KUADRATIK FORMLAR

Bu boliimde kongtirent formlarin teta serileri ve kuadratik formlar arasindaki iligki ele
alinacaktir. Kuadratik formlarin teta serileri modiiler formlarin ¢ok 6nemli bir 6rnegidir. Teta
serileri lizerine denklik kosulu koymak modiiler formlar tizerindeki problemi ¢alisirken oldukca

ilgi ¢ekici olacaktir.

n, Q kuadratik formundaki degisken sayis1 olmak iizere 4 matrisiyle eslesen Q kuadratik

formun diskriminat1 D ile gosterilir ve
D = (—1)zdet (4)
olarak tanimlanir.

Alisildig gibi Q kuadratik formun seviyesi N sayis1t NA™! girdileri ¢ift tam say1 olacak
sekildeki en kiiclik n dogal say1 olacak sekilde tanimlanir. Dikkat edilirse hem seviye hem de

diskriminant kongiirent teta serilerinin modiilaritesini belirlemede ¢ok 6nemli rol oynar.
Burada Qg ,;, ile Qs ,, () kuadratik formuyla eslesen teta serisi (ve tersi) gosterilecektir.

Kuadratik formlarin teta serilerinin modiilerligi olduk¢a iyi bilinmektedir. Teta
serilerinin lizerine denklik kosulu konuldugu zaman buna karsilik gelen serinin modiilerligi

asagida gosterilecektir. Hatirlanacag tizere My (T, x) modiiler form uzay: herhangi bir y =

(Ccl Z) € I'i¢in

fley@) = (et + )™ f (y1) = x(Df (T,

kosulunu saglayan f modiiler formlarindan olusur. Burada T € H'tir. 11k olarak asagidaki iki

teorem verilecektir.

Teorem 3.1. (Cho, 2018) Qs ,,,(X) pozitif tanimh n degiskenli tam say1 katsayili kongriient
kuadratik formu olsun. Burada # ¢ift tam say1 ve s bir dogal say1 @ ,,, buna karsilik gelen teta

serisi olsun. Bu takdirde D ve N sirastyla Qg ., (X), Qs kuadratik formun diskriminanti ve

seviyesi ile (2) Kronecker sembolii olmak tizere

D D
GS.M € M% (FO(MZN) NI (M), <_)> =0 x (mod M) M% (Fo(MzN);X : <_)>
x(-D=(-12
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olur.

Uyan1 3.2. (Mondal, 2026)’da c¢alisilan kuadratik form x; = k (mod M) olmak {izere
Qi (X) = xf + x% + x5 + x§ bicimindeki pozitif tanimli tam say1 kongiirent kuadratik form

olup bu forma karsilik gelen matris

oo onN
oo N O
onN OO
N O OO

olarak verilir. Dikkat edilirse det(A) = 16 olup, bu nedenle diskriminant D = 16 olur. Bu ise

(2) krocker sembdliiniin asikar olmasini gerektirir. N = 4’tiir. Boylece Teorem 3.1 geregi

Orm € Mo (Lo(AM?) N T (M)) = @y (mod M2 (Ty(4M?), x)
x(=1=1

elde edilir.

3.1 S ve V Operatorlerinin Ozellikleri

S ve V operatdrlerini pratikge uygulayabilmek adina basit formiiller elde etmek oldukga
onemlidir. Asagida verilecek olan teorem S ve V i¢in sonlu bir toplam formiilii vermektedir. Bu
formiiller farkli cusp noktasindaki Eisenstein elemanlariin degerlerinin kolayca hesaplamaya

ve f|Sy m ile f|V, fonksiyonlarinin analitikligini kontrol etmeye yarayacaktir.

Teorem 3.1.1. (Mondal, 2026) f kayma doniisimii altinda invaryant olan fonksiyon

2mi

d,m,M,d € N olsun. Bu takdirde {;; = e ¥ olmak lizere T € H

FISum (D) = %MZ e+ ﬁ) (o
j=0

Ve

F1SumIVa () = %MZf (dr+ L) e,
j=0

olur.

Eger
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~ 3
F@) = Ba@) =1~ oo - 242101 ()q"

olarak alinirsa bu fonksiyon SL,(Z) i¢in 2 agirlikli analitik olmayan modiiler Eisenstein serisi
oldugu kolayca goriilebilir. Bu takdirde Teorem 3.1.1. kullamilarak cusp noktalarindan ;| Sy ,,

ve E, |V, fonksiyonlariin degerleri hesaplanabilir (Bringmann ve Kane, 2022).

Teorem 3.1.2. (Mondal, 2026) + € Q igin

_ M-1
— lim 22E,|S,, (ﬁ + l—Z) -1 z ebob (Mh + jk, Mk)2™ (3.1)
Jim, k%) T L M o
j=
] M-1
—lim 22, Sy |V (ﬁ + l—Z) - z ebob (Mdh + jk, MK)2{™  (3.2)
z—0t m k k M3d? — ’ M
]=

olur.
Uyan 3.1.3. Esitlik (3.2)’de M = 1, m = 0 yazilirsa

) . h i 1 5
lim x? |V, (E + F) = —.ebob (hd, k)

elde edilir. Analitik olmayan E, modiiler Eisenstein serisine S ve ¥ operatorleri uygulanarak

analitik modiiler formlar elde edebiliriz.

Lemma 3.1.4. (Mondal, 2026) d ve m € Z, M verilen pozitif tam sayilar i¢in T € H olmak

uzere
(1) m > 0 i¢in
Ey|Sum(x) € M, (T (M?))
ve
E;|Sym|Va(®) € M, (Ty(ekok(4, d)) N Ty (M?)).

(i)  Eger m = 0 ise bu takdirde
E>1(dVy = Sa,0)(7) € M, (To (ekok(4, d)) N Ty (d%))

olur.
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I, icin E, Eisenstein serisini S operatdrii uygulandiginda elde edilecek sonuglarin
inceleyecegiz. Belli bir N i¢in Ij(N) lizerindeki hemen hemen tiim kongriient teta serileri

modiiler oldugundan modifiye edilen £, |Sy, ,,, fonksiyonununy € Ty(N) etkisini inceleyecegiz.

Teorem 3.1.5. (Mondal, 2026) M € N vem € Z olsun. Bu takdirde y : = (¢ Z) € T,(M?)

igin
EZ ISM,m IV(T) = EZ |SM,a2m (T)
olur. Ustelik E,|Sy , (t) serisi [y (M?) doniisiimii altinda invaryanttir.

Bu doniistimleri kullanarak S ve V operatdrleri altinda €,(I'y(N))’ nin tiim invaryant
elemanlarini bulmaya galiscagiz. Ilk olarak p tek asal say1 olmak iizere (Z/p"Z)* ve (Z/2"T)*

gruplar1 i¢in bir yap1 teoremi verecegiz.
Lemma 3.1.6 (Mondal, 2026) n > 2 i¢in

(i) (Z/2"Z)* = Z, X (Z/2™2Z) olur. Buradaki izomorfizm ¢:Z, X (Z/2" *Z) —
(Z/2™Z)* olmak iizere ¢ (i, ) = (—1)*(5)’ olarak verilir.
(i)  Birp tek asali igin (Z/p"Z)* = (g) ve (g + p) olur. Burada g (Z/pZ)* olur.

Simdi Iy(M?) nin etkisi alrinda inveryant kalan elemanlari bulmaya calisacagiz.

Teorem 3.1.7. (Mondal, 2026) Eger f (1) = Xmez/mz &m E2|SM_m(T), [o(M?) etkisi altinda

invaryant kalan bir eleman ise bu takdirde tiim a € (Z/M?Z)* igin a2, = d,y, olur.

Teorem 3.1.8. (Mondal, 2026) Belli bir ¢, katsayilari i¢in

f= O enbils,, € M@EM)
me(Z/2"7L)%

olarak verilsin. Bu takdirde f € M, (I,(22™)) olmast igin gerek ve yeter sart
fe Span{E2|52j :j=1,..,min(3,n),m€ (Z/ZJZ)X}.
olmasidir.

Uyari 3.1.9. p tek asal olmasi halinde &,(Ty(p?)) uzayinda yalnizca 3 tane bagimsiz eleman

olup; bunlar £, | (Spo —PWp), Z(%)=1 E, |Sp.q Ve Z(g)=_1 E, |Sp,» seklindedir.
(4
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Burada (;) Legendre sembolii gosterilmektedir.

Ornek 3.1.10. n = 4 i¢in 5 = 9 (mod 16), 5* = 1 (mod 16) dikkat edilirse 2. kosulda c,, =

Crp durumu elde edilir. Ote yandan ilk kosul bize
€1 =0Cy (€3 =C11, C5 =013, €7 =05
olmasin1 gerektirir. O halde invaryant elemanlar

E2|516,1 + E2|516,9 = E2|SS,1'

E2|516,3 + E2|516,11 = E2|58,3»
E2|516,5 + E2|516,13 = E2|58,5»
E2|516,7 + E2|516,15 = E2|58,7'

Asagidaki teorem Eisenstein elemanlarini sadelestirmek i¢in kullanilacaktir.

Teorem 3.1.11. (Mondal, 2026) ¢ tek say1 olmak {izere
- 1.
EZISzkleZ - §E2|52k+1'2{).

olur.
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4.S VE V OPERATORLERIYLE BAZ ELDE EDILMESI

Bu boéliimde belli bir k sayisina kadar olan asallar i¢in Teorem 2.4’{in ispat1 yardimiyla
I, () iizerinde 2 agirlikl Eisenstein serisi uzaylar1 i¢in bir baz {iretmeye yarayacak bir metot
verilecektir. Dogal olarak k’nin biiyiik degerleri i¢in metot zorlagacak olup bununla ilgili genel

bir tartigma verilecektir.

Modiiler formlar uzayinda uzaym boyutu ile I, (N) nin cusp sayilari arasinda yakin bir
iligki vardir. Gergekten de (Cohen and Stromberg, 2017: 300)’de Teorem 8.5.21°deki boyut

formiilleri kullanilarak
dim (ez(ro(zv))) =e(N) — 1 4.1)

oldugu goriiliir. Burada e(N), Iy (N) nin denk olmayan cusplarin sayisidir. Bu say1 (Cohen and
Strémberg, 2017: 298)’de yer alan Onerme 8.5.15°de tam olarak verilmistir.

Teorem 4.1. (Cohen ve Stromberg, 2017) I';(N) nin cusplarinin sayisi

e(N) = Y ¢ (obeb (d, %)) 4.2)

Burada ¢(n) Euler-¢p fonksiyonudur. Herhangi bir p asali i¢in (4.1) ve (4.2) esitlikleri

birlestirilerek asagidaki formiil elde edilir:
p+1 i1,k cift
. 2 - ) 1 )
dim (Sz(ro(Pk))) = { P k-?l N )
2p 2z —1 k tek.

Uyarn 4.2. Bu Eisenstein serisi uzaylarinin indislenmis baz elemanlarinin bir listesi (Mondal,
2026) makalesinde Ek A ve Ek B’de verilmistir. Bu elemanlar kongriient teta serilerinden

Eisenstein serileri elde etmekte kullanilacaktir.
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5.0, , TETA SERILERI

Bu béliimde 6, , kongiirent serileri analiz edilecektir.

5.1. 6y 3’ nin Analizi

Dikkat edilirse esitsizlik (1.1)’ den
N 4
63(87)* = (Z q‘*T) = (Z q(mz) = 602().
NeZ nez

elde edilir. (Li vd., 2018)’ de verilen 6zdeslige gore
05(27)* = E41(7) + 8E,4,(7)
olur. Boylece
00,2(1) = (Eqy + 8E,2)|Va(r) = Ey6,(7) + 8E145(7) (5.1)

olarak bulunur. Dikkat edilirse 6, serisinde cusp form kismi 0’dir. Bu nedenle Eisenstein

elemanlarina ve uygulanan operatorler kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 5.1.1. (Mondal, 2026) Herhangi bir n € N U {0} icin

1, I
n n
oy B E G n=owmnn s
80, (Z) ,
0, diger durumlar.

n = 4 (mod 8),

olur.

5.2. 61 ,’nin Analizi

Dikkat edilirse

01,(7) = 16q* + 64q™* + 964%° + 12892® + 0(q>°).
seklindedir. Bir kez daha Teorem 2.4 kullanilarak

0,,(1t) € M,(To(16) NT1(2)).

oldugu goriiliir. 8, , igin cusp noktalarindan asagidaki degerler elde edilir.
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Tablo 5.1. Bazi teta serilerinin cusp yerleri

[, (16) nun cusplart 1 1 3 1 o0

0, , degerleri 1 1 1 1 1 0
16 64

Bu nedenle (Mondal, 2026) Ek A’da yer alan tabloya kiyaslama yapilarak

012(7) = 16E145(7). (5.2)
olarak bulunur.
6, 2 (7)‘nin de cusp form kism1 yoktur. Bir 6nceki duruma benzer sekilde elde edilir.

Herhangi birn € N U {0},

160, (%) n = 4 (mod8)

0, diger durumlar

r2(n) =
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6.0, 4(t) TETA SERILERI

Bu béliimde 6, ,(7) kongriient teta serilerinin detayli bir analizi yapilacaktir. [lk olarak
bu seriler Eisenstein serileri ve cusp form kisimlarina ayristirilacaktir. Ardindan Fourier
agilimlar1 yardimiyla 6, ,(7) nin Fourier katsayilari kesin olarak formiilize edilecektir. Kaldi
ki bu Fourier katsayilar1 8, ,(7) kongriient kuadratik formu tarafindan dogal sayilarin temsil
sayisidir. Ustelik bu Fourier agilimlarim Magma, SageMath ve Pari/GP gibi matematik-
bilgisayar programlar1 yardimiyla etkili sekilde hesaplanir.

k = 1 ve k = 3 durumunda aym seriler elde edilir. Ilk olarak bu durumla baslanacaktir.

6.1. 04 4(T) = 034(7)’ nun Analizi

Gerekli islemler yapilarak;

91'4(’[) = Z qx%+x§+x§+x2 — Z q(—x1)2+(—x2)2+(—x3)2+(—x4)2 — 03'4(,’:)
XEL XEZ
x;=1(4) x;=3(4)

= g% + 49" + 6¢%° + 897 + 13¢% + 0(¢*)
elde edilir. Ustelik,

4 4
612(7) = (Z qUm+1’ +q(‘“”+3>2> = (ZZ q“mmz) = 160,,4(2).

MEZ MeZ

Teorem 4.2 kullanilarak 4 ,(n) = 13 4(n) i¢in asagidaki sonug elde edilir.
Teorem 6.1.1. (Mondal, 2026)

Herhangi birn € N U {0}

o (Z) n = 4(mod8)

0, diger durumlar

ra(n) =13,(n) =

olur.

6.2. 6y 4 ve 0, 4 Analizi

Lemma 6.2.1. (Mondal, 2026)

k =0, 2 olmak tizere 8, 4(7) kongriient teta serileri i¢in asagidaki ayrisim dogrudur:
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2 .
92,4(T) = 16IE64,11(T) = _§E2|SZ,1|V16(T)

0o,4(T) = IE64,1(T) + 8IE64,11(T) = E2|(2V2 - SZ,O)|V16(T) - %E2|52,1|V16(T)'
Ispat.
Dikkat edilirse 8, ,(47) = (Znez 4@ )" = (Spez ¢42%)" = 6,,(1) olur.
(5.2) esitligi kullanilarak

02,4(7) = 16Egy11 = _§E2|SZ,1|V16(T)

elde edilir.

80,2 (47) = (Z q4'(2n)2>4 = (Z q(4n)2>4 = 0,4(7)

nez Nez

olarak bulunur. Bu nedenle esitlik (5.1) geregi

00,4(7) = Eg4,1(7) + 8Eg4,11(7)
olur ki bu da ispat1 bitirir.
0o 4 ve 0, 4’ nun ayrisimlaria bakarak asagidaki 6nerme elde edilir.

Teorem 6.2.2. (Mondal, 2026) Herhangi bir n € N U {0} i¢in

(160, (%) n = 16(mod32),

12,4(n) = '
0, diger durumlar
1, ifn=1
n n
240, (E) — 20, (i)] n = 0(mod32)
Toa(n) = n
80, (E)’ n = 16(mod32),
0, diger durumlar

olur.



7.0, 3 TETA SERILERI

Bu bolimde mod 3’ teki denk kuadratik formlar {izerinde durulacaktir. Baska bir

deyisle Qy 3 tarafindan temsil edilen tamsayilar arastirilacaktir. Teorem 2.4 geregi;

6]{,3 € Mz(ro(36) n Fl(?))) = @ Mz(l—‘o(36),)() = Mz(ro(36))
x(=1=1
Kolayca goriilebilir  dim(M;(I5(36))) = 12 ve dim(S,(Ty(36))) =1 olup bdylece
dim(&, (I (36))) = 11 olarak elde edilir.

Eisenstein serilerinin uzayinda bir bazi iiretebilmek i¢in S ve V operatdrlerinin yardimiyla
ve uygun bir sabit terim kullanilarak &€, (I (36)) uzayinin tiim elemanlari agagida listelenmistir:
By:= E2|(2V2 - Sz,o)|V9(T) = 2E2|V18 - E2|52,0 | Vo(T),

By:i=cE, | Sg1(7), Bsi=cE, | Se5(7),
Byi=cEy 1831(7), Bsi=cE|S31|Vo(t), Bei= cE, |l |Va(D),

B7: = CEZ I 3'2(‘[), BS: = CE2|S3,2|V2(T), Bg. = CE2|S3'2|V4(T),
Byo:=CcE; | $21(7), Byy:= CE2|52,1|V3(T)' Byp:i= CE2|52,1|V9(T)-

dim(Sz INE 6))) = 11 oldugundan listedeki bazi elemanlar lineer bagimli olmak zorundadir.
KOlayca gérﬁleblllr kl BZ + B3 + 4’B11 - 3812 - Bg = 0.

O halde &,(I,(36)) = C[By, ..., B11], Tx(36)’ nin denk olmayan cusplar1 asagidaki gibidir:

1111115125

D A A R ' Yo S0

’18’12°9’6’4’3’12’2’3"6

(2.1), (2.2) ve (2.3) esitlikleri kullanilarak &,(I,(36))’nin tiim baz elemanlarinin cusp
noktasindaki degerleri (Mondal, 2026) Ek D’ de yer almaktadir. Bu degerler kullanilarak farkli

k degerleri i¢in 6y 5(7)’ lin analizi yapilacaktir.

7.1. 00,3 Analizi

Dikkat edilirse;
N 4
65(187)* = (Z q”*?) = (Z q(mz) = 005(1).
nez NEZL
Hatirlanacagi lizere 05(27)* = E41(7) 4+ 8E,,(7) ve bdylece

- ~ 1.
0o,3(7) = (IE4,1 + 8E4,2)|V9(T) = 2E2|V18(T) - E2|Sz,0|V9(T) - §E2|Sz,1|V9(T)
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olarak bulunur. Tiim bunlar g6z 6niine alindiginda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 7.1.1. (Mondal, 2026)

1, n=1

240, (3) - 20, (%)] n = 0(mod18)
Herhangi birn € N U {0} i¢in 1y 3(n) = n

80 (3), n = 9(mod18)

0, diger durumlar

olur.

7.2. 01,3 Analizi
Onceki durumlarda cusp formlar hep 0 olarak gelmisti. Burada diger durumlardan farkli
olarak 6;3(7) cusp kismima sahiptir. Bu ise analizi bir nebze zorlastirmaktadir. Ik olarak

6, 3(7)’nun Fourier agilimini verelim.
0,3(1) = q* +4q7 + 64 + 49" + q'° + 4q"° + 12¢** + 12¢%° + -

dikkat edilirse n = 1,4 (mod6) olmadik¢a 133(n) =0’ dir. T[,(36) cusp yerlerinde
E,(I1(36))’nin baz elemanlarinin degerleri (Mondal, 2026) Ek D’ de verilmistir.

Herhangi bir ¢ cuspundaki asagidaki lineer birlesimi kullanacagiz.

11
0,5(1) = ) 4B,
i=1

Lineer denklem sistemleri ¢oziilerek asagidaki ¢éziimler bulunmustur:

W] =

’32: ,’€6:_2,‘€8:1.

Kabul edelim ki verilen teta serisinin agagidaki gibi bir Eisenstein serisi ve cusp form

ayrisimi olsun.

013(t) = E13(7) + f1,3(D).

O halde Eisenstein serisi parcasi asagidaki gibi gosterilir:

1 /1. ~ -
E1,3 = _ﬁ <§ E2|56,1 - 2E2|S3,1|V4 + E2|S3,2

).

Buradan hareketle cusp form su sekilde elde edilir:
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f1,3(7) = 013(7) — E13(7)
1
— _§(q _ 4q7 + 2q13 + 8q19 _ 5q25 _ 4q31 _ 10q37 + 8q4-3 + 9q49 + )

Ustelik fi 3(7) € $,(Iy(36)) seklindedir. Bu agirlik ve seviye igin cusp form uzayimin
boyutu 1 oldugundan bu uzayda n(z7) Dedekind eta fonksiyonu olmak {izere, ayn1 zamanda
normallestirilmis Hecke eigenform olan 1(67)* formu bu uzayi iiretir. Sturm sinirina kadar
Fourier agtlimlar1 kiyaslanarak —3f; 3(7) = n(67)* elde edilir. Boylece asagidaki teoremin

ispat1 elde edilir.

Teorem 7.2.1. (Mondal, 2026) Herhangi bir n € N U {0} icin

(01 (5) - 20,(3),  n=4(mod12)
ria(n) =4 01 (g) n = 10(mod12),

1 1
§al(n) — §a(n), n = 1(mod6),

\0, diger durumlar,

olup burada n(67)* = Y51 a(n)q™ seklindedir. Dikkat edilirse 6, 5(7) = 6, 5(7) dir. Bdylece
herhangi birn € N U {0} i¢cinn € N, 7, 3(n) = r; 3(n) oldugu elde edilir.

25



8.0, ¢ TETA SERILERI

Bu bdliimde mod 6’daki kuadratik formlar incelenecektir. Benzer argiimanlar

kullanilacaktir. Teorem 2.4 geregi

Bis € M(T,(140) N Ty(6) = (D) M,y (144), 1) = M,(Ty(144)).
x(=1=1

(3.1), (3.2) denklemlerini kullanarak dim(SZ(F0(144))) = 23 olarak bulunur. Bu uzayi

gerebilecek olasi elemanlar asagida listelenmistir.

A= E2|(2V2 - 52,0)|V36(T) = 2E\'2|V72 - Ezlsz,o | V36(7),
A= CE2|512,1(T)»A3: = CE2|512,5 (), Ay = CE2|S12,7(T)'A5? = CE2|512,11(T)'
Agi= cEy|Se1(T), A7i = cEy|Se1|Va (1), Ag: = cE5|Se 1 | Vi(T),
Ag:= CE2|S6,5(T)'A10: = CE2|56,5|V2(T)'A11: = CE2|S6,5 | Vo (),
Ajp:= CE2|S3,1(T)'A13: = CE2|S3,1|V2(T):A14: = CE2|S3,1 | Va(7),
Ajs:= CE2|S3,1|V8(T)tA16: = CE2|S3,1|V16(T)'
A7 = CE2|S3,2(T)'A18: = CE2|S3,2|V2(T)'A19: = CE2|S3,2 | Vo (7),
Azo:= CE2|S3,2|V8(T)»A21: = CE2|S3,2|V16(T)'
Appi= CE2|52,1(T)'A23: = CE2|52,1|V2(T)'A24: = CE2|52,1 | V3(2),
Ays:= CE2|52,1|V4(T)rA26: = CE2|52,1|V6(T);
Azzi= CE2|52,1|V9(T)»A28: = CE2|52,1|V12 (1), Aze: = CE2|SZ,1|V18(T)'

Esitlik (2.1), (2.3) kullanilarak &,(I;(144))’lin baz elemanlarindaki cusp degerleri

bulunabilir.
Simdi k nin farkl degerleri i¢in 8y, ¢ degerleri incelenecektir.
Ilk olarak 006, 02,6, Ve O3 ¢ dikkate alinacaktir.

Teorem 8.1. (Mondal, 2026) n € N U {0} i¢in
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r,6(N) =156(n) =13 %1 4 3
0,

T6(N) = 1ye(n) = T 3 16 3
1 n
39(3)
\0,
r36(N) = {

n

39 (3) ~ 30000 5

s (ﬂ) . (%) n = 16(mod48),

n=1,

n = 0(mod72),n > 1,
n = 36(mod72),

diger durumlar

Z = 4(mod
(Z)' n = 4(mod24),

diger durumlar .

), n=4or28(mod4s),

n = 40(mod48),

diger durumlar .

160, (%) n = 36(mod72),

diger durumlar

Burada a6, (k) katsayisi n(67)*’ iin cusp formunun g agiliminin k. katsayisidir.
Ispat.

00,6(7) = Z

qx%+x%+x§+x‘% — E q36y%+36y22+36y§+36y£

XEL* yezZ4
x;=0(mod6)
= g Oy +ovi+ovi+oyi) = E qt(EE+eE+es+ed)
yer* tezs
t;=0(mod3)
= 0,3(47)

olur. Benzer olarak kolayca gosterilebilir ki 0, 6(7) = 0, 3(47), 03 6(7) = 01,(97).
olur. Burada ispat Teorem 4.2, 6.1 ve 6.3’ den goriilebilir. 8, (7) i¢in Fourier agilimi
016(7) = q* + 49°® + 10g°% 4+ 16q7° + 19¢*°° + 20q*2* + 22¢**8 + ---

Dikkat edilirse n = 4 (mod 24) olmadikga 11 ¢(n) = 0 olur. Ustelik I[;(144) grubunun
cusp noktalarindaki degerler kiyaslanarak 6, 4(7) = §A8 + § f| Va(z) elde edilir. Burada

f(x) = n(67)*tiir. Bu da ispati bitirir.
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9. NOKTA SAYIMI VE TETA SERILERI

Modiilarite teoremi geregi 0 iizerinde tanimli her eliptik egriye 2 agirlikli ve seviyesi
eliptik egrinin kondiiktorii ile ayn1 olan bir modiiler (Hecke eigenform) form karsilik gelir. Bu
nedenle bu iligkinin 6zel bir hali burada kullanilabilir. Daha kesin olarak [F,, cismi iizerinde
taniml1 eliptik egri lizerindeki nokta sayimi formiilii ile aslinda bir modiiler form kuadratik
formun teta serileri arasinda bir iliski mutlak olarak beklenebilir. Ozelinde ise bu iliski
kongriient kuadratik formlar igin dogrudur. n(67)* iki agirlikli bir Hecke eigenform oldugu igin

ilk olarak bu cusp formu analizine ihtiya¢ duymaktayiz.

9.1 y? = x3 + 1 Eliptik Egrisi

n(67)* cusp formuna karsilik gelen eliptik egri LMFDB veri tabaninda 36.A etiketi ile
verilen eliptik egridir. Acik sekilde ifade edilecek olursa bu egri y? = x3 + 1 dir. 36
kondiiktoriine sahip bu siniflar 4 tane izojenik egri mevcuttur. Buradaki modiiler egri X,(36)
olup cinsi 1 dir ve Q iizerinde bir kanonik modele sahiptir. Dikkat edilirse bu eliptik egrinin
diskriminant1 sadece p = 3 asali ¢arpan olarak vardir. O halde p # 3 asallar i¢in E eliptik
egrisi [F,, lizerinde iyi indirgemeye sahiptir ve bu dzellikte p degerleri igin nokta sayis1 hesabi

yapilabilir. 11k olarak bu eliptik egri ile ilgili temel 6zellikleri yazacagiz.

Teorem 9.1.1. (Silverman, 1994) E:y? = x3 + 1 eliptik egrisi i¢in asagidaki Onermeler

dogrudur.

(DE(Q)or =Z/6Z,
(2)Eliptik egrisi (-3) e gore kompleks carpima sahiptir,

(3) L(E,s) = L(n(61)*,s)
Dikkat edilirse p = 5 (mod 6) i¢in 7(67)* formunun L fonksiyonu a,, katsayisi 0 olur.

9.2 Teorem 1.7’nin Ispati

Bundan béyle Ny (k) ile [« sonlu cismi tizerinde tammli E eliptik egrisi tizerindeki nokta

sayist gosterilecektir. Teorem 1.7 nin ispatina gegmeden Once bu nokta sayimu ile ilgili gesitli

bilinen 6zellikler ispatlanacaktir.
Teorem 9.2.1. (Silverman, 1994) (Weil Teoremi)

a, ile E eliptik egrisi L fonksiyonunun p. katsayisi gosterilsin. a ve f ise x* —a,x +p = 0

ikinci derece denkleminin kokleri gosterilsin. Bu takdirde herhangi bir k € N i¢in
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NE(k) =p*+1—a*—p*
olur.
Teorem 9.2.2. (Mondal, 2026)

a, n(6t)* cusp formunun 7 Fourier katsayisi olsun. Bu takdirde p asal ve k € N olmak iizere

a,k i¢in asagidaki gibi 3 terimli indirgeme bagintist vardur:

apk = apapk-l —p- apk—z

a,« katsayist . a ve 7 nin kuvvetleri olarak ifade edilebilir.

Lemma 9.2.3. (Mondal, 2026) a,« i¢in asagidaki formiil dogrudur:

k

— ipk—i
apk—z a,B

i=0

Ispat. k {izerinden tiimevarimla yapilacaktir. k = 1 icin Teorem 8.2 kullanilarak ap=a+p

bulunur ki iddia dogrudur. k = 2 i¢in Teorem 8.3’deki rekiirans bagintis1 kullanilarak

aye = a3 —pa; = (@ + )* — af = a* + af + B>

olur. Simdi k = m’e kadar tiim k degerleri i¢in formiiliin dogru oldugunu kabul edelim bu

takdirde k = m ve k = m — 1 i¢in sirasiyla

apm—1=2?=151 alpm-i-1 (91)

apm=2?=151 aiﬁm—i (9.2)

dogru olur. Nihayet k = m + 1 i¢in Teorem 8.3 ve esitlilikler (9.1) ve (9.2) kullanilarak

apm+1 = apapm —p- apm—1
= a, T, alfm - p R alpmoic
= (@ +f)- T, ™t —af - TR alpmit
= ymtl gigm-i+i

Bu teoremin direkt bir sonucu olarak ve

o, (p*) —po (%) =p*F + 1,
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ozdesligi kullanilarak asagidaki sonug elde edilir. Bu ise 11 5(p*) i¢in 3 terimli bir iligki verir.
Sonug 9.2.4. (Mondal, 2026) N,, (k) = 0, (p*) — poy (p*~2) — (a* + B*) olur.

Simdi Teorem 1.7 nin ispatin1 verebiliriz. p = 1(mod 6) i¢in ;

1 1 1
r1,3(p) = §(Ul(p) - ap) = §(P +1- ap) = §Np(1)

elde edilir. Simdi k iizerinden tiimevarim yapacagiz. k = 1,2 i¢in sonug sirastyla Lemma 8.4

ve Sonug 8.5’den agiktir. O halde k = m igin esitlik (1.2) dogru olsun yani
3r1,3(p™) = N(m) + 3p - r1,3(p™ ).
Bu takdirde k = m + 2 i¢in

3113 (pm+2) = Ul(Pm+2) - a(Pm+2)
= N(m +2) +pa, (p™) + (a™*2 + f™+2) — a(p™*+2)

m

= NG +2) +po, @™ —p ) @™
i=1

= N(m+2)+3p-1,,(™)

Elde edilir. Bdylece sonug gosterilmis olur. Dikkat edilirse p = 5(mod6)icin p2¥+2 =

1 (mod 6) elde edilir ki benzer sonug gecerlidir.

Uyar19.2.5. (Cho, 2018) Eliptik egrilerle kongriient kuadratik formlar arasindaki iliski verilmis
olup bu sonuglar Tablo 9.1’de 6zetlenmistir. Dikkat edilirse bu tablodaki sonuglar teoremdeki

sonuglara benzerdir.

Tablo 9.1. Eliptik egriler ve kongriient kuadratik formlar

NpE (1) ile .
Denklik
T
Kuadratik form Q Denklik kosullart Eliptik Egri E CM ®) kosulundak
arasindaki .
i asallar
iligki
X%+ xZ + x5 Y2y e = 3r(p) =3
1 2 3 _ r(p) =3p pr=17
O d3 = 2 = 3 1 —_
2 (mod3),  x; yi=x+ QV=3) | 43-2nF(D) (mod12)
1(mod3)
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x? + x5 + 2x3 Xy X3,%, = 0(mod2) |, r(p) =2p p
=% +4 -
+2x2 x; = 1(mod2) y=x * | QW=D +2-N; (D) | =1(mod4)
x? + x,x, + x2 X3, X3,%, = 0(mod3) [ o 3r;p)=3p | P
+x5 + X324 + X3 x; = 1(mod3) yory=x QU= | 43— 2Ny (1) | = 1(mod3)
X2 4+ x,%, +2x% | %y, %3,%, = 0(mod2) y2+xy+y Yok 3r;p)=6p | p
+x5 + x3X, + 2X5 x; = 1(mod2) =x3—x ? 6= 4Ny (D | = 1(mod2)
Ornek 9.2.6. k = 7 igin boylece
a,” =a’ +p7 +pa,(a® + p?)? - pa,
olur. O halde
1 2 3 1 7 7
§ [Np(7) + pr(S) + p Np(3) + p Np(l)] = § [0'1(}9 ) - ap7] = r1,3(p )

elde edilir. Ustelik k = 8 i¢in
ays = a® + % +paj(a® + p*)(a@* + p* —p) - p3(a% — a? — %) + p*.
olur.

O halde

W =

1
3 [Np(8) + PN, (6) + p*N,p (4) + P*Np (2)] = 2 [01 %) — ae] = 115 (P®).

olur.

Son olarak Teorem 1.9°daki genel iliskiyi ispatlayalim. Eger n # 1(mod 3) ise
r13(n) = 0 oldugu daha o6nce goriilmiistiir. Teorem 1.7° nin 3. Kismi yardimiyla n =
1(mod 6) ozelligindeki bir dogal saymin asal ¢arpanlarina ayrilmasiyla N,(k) asal say1

sayilariyla iligkilendirilecektir. Dikkat edilirse p ve q farkli iki asali ise:

1 1
r13(p) = 3 [01 (r) — ap]'r1,3 (q) = 3 [01(51) - aq]
olur. Ancak
1 1
r13(pq) = 3 [01 (rq) — apq] = 3 [01 (p)oi(q) — apaq] # 1,3(P)r3(q)
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olup 77 3(p)’nin bir ¢arpimsal fonksiyon olmadig: agiktir.

Teorem 1.9’un ispat1 i¢in n’nin asal ¢arpanlarindaki farkli asallarin sayisi k olmak iizere k
iizerinden tiimevarim yapilacaktir. Timevarimin ilk adim1 k = 1 i¢in asikardir. k = 2 icin de

asikar olur. Sonra i¢inde asikar olur. Sonra k = m i¢in hipotezin dogru oldugunu kabul edelim.

T3 1_[ p; | =01(p?) o (P Iras(p*) + oo+ e . Qpamaaty 3(pr") (9.3)

j=1

Boylece (8.3) kullanilarak k = m + 1 i¢in

m

@i | Fm+1 | — azy... Im,,Em+1 ay Im.,Em+1

T1,3<| | Pi Pm+1 ) = 01(py*) = o (PPt s (P1) + +ap‘1"1...ap§{f;17”1,3(l’m m+1
i=1

= a1(p3?) - o1 (o) o (P s (p1) +

taym ayens oy (e )rua (o) + ayenr s (o)
m+1 i—-1 m+1

- Z 1_[ At 1_[ o1(p") |rus(pi”) -
i=1 \j=1 7 I1=i+1

elde edilir ki bu da ispat1 bitirir.
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