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BEYAN

*4-Boyutlu Oklid Uzayinda Bir Catilandirilmis Egriden Elde Edilmis Ozel Vektérler ve
Ozel Egriler’ adli yiiksek lisans hazirlik ve yazimi sirasinda bilimsel arastirma ve etik
kurallarina uydugumu, baskalarinin eserlerinden yararlandigim bdéliimlerde bilimsel kurallara
uygun olarak atifta bulundugumu, kullandigim verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimai,
tezin herhangi bir kismimin Bilecik Seyh Edebali Universitesi veya baska bir {iniversitede baska
bir tez c¢alismasi olarak sunulmadigini, aksinin tespit edilece§i muhtemel durumlarda
dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru

oldugunu beyan ederim.

Bu ¢alismanin,

Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda;
projenin ve destekleyen kurumun ad1 proje numarast ile birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmas1 durumunda ise
ETIK KURUL tarih karar ve say1 bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.

DESTEK ALINMISTIR DESTEK ALINMAMISTIR X

Destek alindi ise;

Destekleyen kurum;

Destegin Tiirii Proje Numarasi
1- BAP (Bilimsel Arastirma Projesi)
2- TUBITAK

ETiK KURUL onay1 var ise;

ETIiK KURUL Karar tarih/sayl:  |cc..coeeeeeeieeneennneeneeneeeneeennnns [eeeeunnnn

Fatma Balkan
Tarih

imza
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Bu tez ¢aligmasimin her asamasinda bilgi, tecriibe ve destegiyle yolumu aydinlatan;
akademik anlamda oldugu kadar insani yoniiyle de bana ilham veren basta degerli danisman
hocam, Sayin Prof. Dr. Onder Gokmen YILDIZ’a ve beni her kosulda destekleyen, sabirlar1 ve

sevgileriyle daima yanimda olan aileme sonsuz tesekkiirlerimi iletiyorum.

Fatma BALKAN
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OZET

4-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA BiR CATILANDIRILMIS EGRIDEN ELDE
EDILMIiS OZEL VEKTORLER VE OZEL EGRILER

Bu calisma ii¢ bdliimden olusmustur. Birinci béliimde giris kismina yer verilmistir. Ikinci
boliimde Oklid uzay1 ve catilandirilmis egriler ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir.
Ucgiincii boliim bu ¢alismanim orijinal kismini olusturmaktadir. Ugiincii boliimde 4-boyutlu
Oklid uzayinda catilandirilmis bir egriden hareketle baz1 6zel vektorler tanimlanmistir. Daha
sonra bu 0Ozel vektorler yardimiyla elde edilen diizlemlerde yatan 6zel egrilerin

karekterizasyonlarina yer verilmistir.

Anahtar kelimeler: Catilandirilmig Egri, Singiiler Nokta, Darboux Vektorii, Ozel Egriler.



ABSTRACT

SPECIAL VECTOR FIELDS AND SPECIAL PLANES OF FRAMED CURVES IN
4-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

This study consists of three chapters. The first chapter includes the introduction. The second
chapter presents the fundamental concepts related to Euclidean space and framed curves. The
third chapter constitutes the original contribution of this study. In this chapter, starting from a
framed curve in 4-dimensional Euclidean space, certain special vectors are defined. Then, the
characterizations of special curves lying in the planes obtained with the help of these special

vectors are provided.

Keywords: Framed Curves, Singular Points, Darboux Vector, Special Curves.
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KISALTMALAR VE SIMGELER LISTESI

R" . n -Boyutlu Oklid uzay1

R* : 4-Boyutlu Oklid uzay1

R® : 3-Boyutlu Oklid uzay1

<> : I¢ Carpim Fonksiyonu

I : Norm

I : Oklid uzayinda bir agik aralik

X : Vektorel Carpim

o, : R",0klid Uzayinda j -yinci Frenet Vektorii

K; : R", Oklid Uzayinda j -yinci Frenet Egriligi

K, ,K, K, : R*, 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Bir Egrinin Egrilikleri
{T, N, B,, Bz} : R* Egrisinin Frenet Vektorleri

{V, .1, 773} : R* de Catilandirilmig Egrinin Uyarlanmus Catist

{ p.d, r} : R* de Catilandirilmis Egrinin Catilandirilmis Egrilikleri



1.GIRIS

Diferansiyel geometri, egriler ve yiizeyler gibi geometrik yapilarin analitik ve cebirsel
yontemlerle incelendigi matematigin temel disiplinlerinden biridir. Bu alanin 6nemli bir alt dali
olan egriler teorisi, 6zellikle belirli 6zel egrilerin tanimlanmasi, siniflandirilmasi ve bu egrilerin
geometrik 6zelliklerinin analiz edilmesine odaklanir. Egriler, bulunduklar1 uzaydaki konum
vektorlerinin ait oldugu alt uzaylara veya baska egrilerle olan iligkilerine bagl olarak rektifiyan,
oskiilator, normal, involiit-evoliit egri ¢ifti, Bertrand egri ¢ifti gibi ¢esitli tiirlerde adlandirilir
ve incelenir (Chen, 2003: 147; ilarslan & Nesovic, 2008: 21; ilarslan & Nesovic, 2008: 931) ya

da catilandirilmis egriler gibi farkl kategoriler altinda siniflandirilabilmektedir.

Bu tiir siniflandirmalarin temelinde, bir egri boyunca tanimli dogal vektor alanlari ile
bu alanlarin olusturdugu Frenet ¢atist yer almaktadir. Frenet catisimin zamana (veya
parametrizasyona) bagli olarak degisimi, klasik bigimde Frenet formiilleri ile ifade edilir. Bu
formiiller, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda, Darboux vektérii kullanilarak vektdrel arpim bigiminde
yeniden yazilabilir. Darboux vektorii, Frenet ¢atisinin o andaki doniis eksenini temsil eder ve
bu sayede egrinin uzayda nasil konumlandigini ve yoneldigini kavramsal olarak anlamamiza
olanak tamr. Bu noktadan hareketle, dort boyutlu Oklid uzayinda bir egri boyunca
tanimlanabilecek yeni vektor alanlari araciligiyla Frenet formiillerinin vektorel carpim
bi¢ciminde ifade edilip edilemeyecegini dnemli bir arastirma sorusu olarak ortaya ¢ikarmaktadir.
R", n—boyutlu Oklid uzayinda ve 6zel olarak R* 4—boyutlu Oklid uzayinda tanimlanmis
genellestirilmis Darboux vektorleri bulunabilir (Camci vd., 2009: 2590). Ancak, bu vektor

alanlar1 istenen amaca hizmet etmemektedir. Diildiil tarafindan R* uzayimnda egrilikleri sifir
olmayan bir uzay egrisi boyunca, istenilen Ozellikleri saglayacak dort o6zel vektor alani
tanimlanmistir (Diildiil, 2021: 274) Daha sonra, tanimlanan bu vektor alanlar1 kullanilarak bazi

yeni diizlemler, egriler belirlenmistir.

Bir a:1—>R" egrisi i¢in, a'(t)=0 oldugunda, noktas1 singiiler nokta olarak

adlandirilir. Eger bir egri singiiler noktalara sahipse, bu noktalara klasik Frenet catisini
olusturmak miimkiin degildir. Bu durumu ele almak iizere, S. Honda ve M. Takahashi
tarafindan c¢atilandirilmis egri (framed curve) kavrami tanimlanmis ve bu tiir egrilerle ilgili
temel kavramsal ¢ergeve ortaya konmustur (Honda & Takahashi, 2016:265). Singiiler noktalara
sahip egrilerin geometrik olarak incelenmesinde en etkili yontem, catilandirilmis egriye ait
egrilik fonksiyonlarinin kullanilmasidir. Bu dogrultuda, Y. Wang ve arkadaslar1 (2019), ii¢
boyutlu Oklid uzaymnda tanimli ¢atilandirilmis egriler igin klasik Serret-Frenet tipi catidan yola



cikarak, daha islevsel bir yap1 olan uyarlanmis ¢atiy1 (adapted frame) tanimlamistir (Wang vd.,
2019: 37).

Bu tez ¢aligmasinda, 4—boyutlu Oklid uzayinda singiiler noktali ¢atilandirilmis bir
egrinin Frenet tipli catisindan hareketle 3—boyutlu Oklid uzayimnda regiiler bir egri igin
Darboux vektor alanmnin oynadigi rolii oynayabilecek dort farkli 6zel vektor alani
tanimlanmistir. Daha sonra bu vektor alanlarindan hareketle bazi yeni diizlemler ve bu
diizlemlerde yatan egriler tanimlanmistir. Son olarak tanimlanan 6zel egrilerle alakali bazi

sonuclar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar
Tamm 2.1.1. R" vektor uzayinda @ = (@, @,,...,@,) Ve o =(0,,0,,...,0,) olmak iizere
< : >:R” xR" >R
(@,0)>(@,0)= Zn:wiai
=
esitligiyle tanimlanan fonksiyon R"uzayinda bir i¢ carpim fonksiyonu olup Oklid i¢ ¢arpimi
olarak adlandirilir (Sabuncuoglu, 2014:1).

Tamm 2.1.2. R", vektor uzayinda @ € R" olmak iizere
=)= (@.@)
esitligiyle tanimli fonksiyona @ vektdriiniin normu denir (Hacisalihoglu, 2000: 6).

Tamm 2.1.3. @ =(o,,@,,@,) R’ ve o =(0,,0,,0,)€R® olmak iizere 3-boyutlu Oklid

uzayinda vektorel ¢arpim
o x0 = (0,0, —0,0,, 0,0, — 0,0, 0,0, —0,0,)
bi¢ciminde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).

Tamm 2.1.4. R*, 4-boyutlu Oklid uzaymin standart tabani {el,ez,eS,e4}olmak uzere,

o =(,0, 0,,),0=(0,0,0,0,) Ve o=(0,,0,,0,,0,) vektorleri i¢in vektorel ¢arpim,

bi¢iminde tanimlanir (Williams & Stein, 1964:231).

Tanmm 2.1.5. .1 —> R" diizgiin bir déniisiim olmak iizere «’ya R"de bir egri denir
(Sabuncuoglu, 2014:1).

Tamm 2.1.6.  :1c R —R", R" de tanimli bir egri ve (X) de R" nin dik koordinat: olsun.

a ’nin tiirev donilisiimii yardimiyla tanimlanan



a i
T dx|,

vektoriine, a(t) noktasindaki « egrisinin hiz vektorii olarak denir ve genellikle a'(t)
biciminde gosterilir (Sabuncuoglu, 2014:46).

Tanim 2.1.7. a: 1 - R", n— boyutlu Oklid uzaymnda taniml1 bir egri olsun. Eger her t € | igin
a'(t) # 0 sart1 saglaniyorsa bu egri diizenli (regiiler) olarak adlandirilir. Buradaki a’(t) tiirev

vektoriiniin sifir olmamasi, egrinin her noktasinda tanimli ve yonii belirlenmis bir hiz vektoriine
sahip oldugunu, dolayisiyla egrinin o noktada duraksamadan ilerledigini ifade eder

(Hacisalihoglu 2000:150).

Tamm 2.1.8. «:1 >R", n—boyutlu Oklid uzaymnda tammli bir egri olsun. «'(t)=0

olabilecek t e | varsa t noktasina singiiler nokta ve « egrisine de singiiler noktali egri denir

(Hacisalihoglu 2000:150).

Tamm 2.1.9. o, n—boyutlu Oklid uzaymda taniml bir egri olsun. Vsel igin ‘

a'(s)Hzl
sartt saglaniyor ise egriye birim hizli egri denir ve S’ye de yay-parametresi adi verilir
(Hacisalihoglu, 2000: 149).

Tanm 2.1.10. ;1 - R", n—boyutlu Oklid uzayinda taniml1 bir egri olsun. Eger
Q= {a',a",...,a(r)}

kiimesi lineer bagimsiz vektorlerden olusuyorsa, bu kiimeden Gram—Schmidt yontemiyle elde

edilen ortonormal
(0,0, 0}
kiimesine a egrisinin Serret—Frenet r —ayakli alan1 denir. Her t € | i¢in

(@ (1)@ (t). e, (1)

kiimesi, «(t) noktasindaki Serret-Frenet r—ayaklisi olarak adlandirilir. Burada her

w; (1< j<r), j—yinci Serret-Frenet vektor alamdir (Hacisalihoglu, 2000: 158).

Tanmm 2.1.11. ;1 - R" uzayimda birim hizli bir egri ve @ nm «(s) noktasindaki Serret-

r

Frenet r —ayaklist {@(s),@,(s),... o, (s)} olsun. Buna gére



ki:1 >R, 1<j<r,
s—>kj(s):<wj'(s),a)j+l(s)>

bigiminde tanimli k; fonksiyonuna a egrisinin j-yinci egrilik fonksiyonu ve k;(s) reel
sayisina da o egrisinin a(s) noktasindaki | —yinci egriligi adi verilir (Hacisalihoglu, 2000:

173).

Tamm 2.1.12. @ :1 - R" birim hizli bir egri olsun. ¢ egrisinin Se| igin Serret-Frenet r —
ayaklist {;(s),@,(s),...®,(s)} bigiminde verilsin. & egrisinin egrilikleri k;,ky,....k

n

olmak Uzere

esitlikleri mevcuttur. Bu formiiller Serret-Frenet tiirev formiilleri olarak adlandirilir. S6z

konusu formiiller, uygun bi¢cimde diizenlenerek matris gosterimi yardimiyla da

o (s)| [ 0 k() 0 O 0 0 0 [ e(s)]
@, (s)| |k(s) O kzgs) 0 0 0 0 @, (9)
w10 0 0 0 k() 0 kau(s)| en(s)
()| L O 0 0 0 0 k(s 0 s ]

ifade edilebilir (Hacisalihoglu 2000:155).

n=4 igin
w =T,
@, =N,
w, = B,
w, =B,

seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.1. a, 4-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir egri olmak iizere



0
—~~
w
N—
I
oy]

N
—
w

bi¢imindedir (Sabuncuoglu, 2014:46).

Teorem 2.1.2. a, 4-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir egri olmak iizere a egrisinin

egrilikleri
5 =[a"(s)
. - (B.(s).a"(s)) 2.1)
K
K; = _<BZ,C¥(4) (S)>
KKk,

dir (Hacisalihoglu 2000:155).

Tanmm 2.1.13. R* Oklid uzayinda tanimli & bir egrisinin Frenet ¢atis1{T,N, B,,B,} olsun.

Belirli bir sel i¢in,

span {T (s),N(s),B, (S)} alt uzayma a egrisinin (s) noktasindaki oskiilator alt uzay
span {T (S), B, (S), B, (S)} alt uzayma «a egrisinin o (S) noktasindaki rektifiyan alt uzayi

span { N (S), B, (S), B, (S)} alt uzayma «a egrisinin « (S) noktasindaki normal alt uzay1
denir (Hacisalihoglu 2000:155).

Tanim 2.1.14. o: 1 - R*, 4—boyutlu Oklid uzayinda tanimli bir egri ve bu egriye ait Frenet

catist {T,N,Bl,Bz} olsun. « egrisinin yer vektoérii B, in ortogonal tiimleyeninde yani
{T, N, Bz} kiimesinin gerdigi alt uzayda bulunuyorsa o egrisine birinci tip oskiilator egri denir

ve diferansiyellenebilir A, u ve ¢ fonksiyonlari i¢in

a(s)=A(s)T(s)+u(s)N(s)+<(s)B,(s)

seklinde yazilir (Ilarslan & Nesovic,2008: 935).



Teorem 2.1.3. a: 1 - R*, 4—boyutlu Oklid uzayida taniml1 egrilikleri sifirdan farkl1 bir egri

olsun. a egrisinin birinci tip oskiilator bir egriye kongruent olmasi igin gerekli ve yeterli kosul,

!
!

1['<_J Lk 1 ceR,
C

1
K\ K, K,

esitliginin saglanmasidir (ilarslan & Nesovic,2008: 935).

Tanm 2.1.15. «:1 - R*, 4—boyutlu Oklid uzayinda taniml1 bir egri ve bu egriye ait Frenet

catist {T,N,B,B,} olsun. a egrisinin yer vektori N in ortogonal tiimleyeninde yani
{T, B, BZ} kiimesinin gerdigi alt uzayda bulunuyorsa « egrisine rektifiyan egri denir ve

diferansiyellenebilir A, u ve ¢ fonksiyonlari igin

a(s)=A(s)T(s)+u(s)Bi(s)+¢(s)B,(s)
esitligi saglanir (Ilarslan & Nesovic,2008: 935).

Teorem 2.1.4. «: 1 — R*, 4—boyutlu Oklid uzayinda tanimli egrilikleri sifirdan farkl bir egri

olsun. a rektifiyan bir egriye kongruenttir gerekli ve yeterli sart,

Kl(S)K3(S)(S+C)+ K, (8)c, (s)+(s+¢) (i () x, () -, (5) &, (8) ,=0, iR

% (3) ; (8)%5 (5)

esitliginin saglanmasidir (Ilarslan & Nesovic, 2008: 24).

2.2. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Baz1 Ozel Vektorler ve Egriler

Bu boliimde 4-boyutlu Oklid Uzayinda 3-boyutlu uzaydakine benzer sekilde dort yeni
Darboux vektorii tanimlanacaktir. Ayrica bu vektorlerin gerdigi diizlemlerde yatan egrilerle

alakal1 baz1 karakterizasyonlar verilecektir (Diildiil 2021: 274).
Tanim 2.2.1. g: 1 —> R* birim hizli bir egrive f nin Frenet elemanlari {T, N,B,,B,, x, K‘Z,K‘s}
olsun. D,,D,,D, ve D, vektor alanlart,

D, =B,,

D, =x,T +x,B,,

D, =N +x,B,,
D,=T



seklinde tanimlidir (Diildiil 2021: 276).

D, ve D, egrinin Frenet vektorleri olup, {Dl, D,,D,, D4} kiimesi egri boyunca lineer
bagimsizdir. Ayrica, {Dl,Dz}, {D3,D4} ve {DZ,D3} kiimelerinin ortogonal olduklar1 basit
hesaplamalarla gbriilebilir. {D;,D,}, {D3,D4} ve {DZ,Dg} kiimeleri tarafindan gerilen alt

uzaylar sirastyla D,D,-diizlemi, D,D,-diizlemi ve D,D,-diizlemi olarak adlandirilir.

Ayrica
T'=D,xD,xT,
N'=D,xD,xN,

' (2.2)
B, =D,xD,xB,,

B, =D,xD,xB,
dir. Yukaridaki esitliklerinden de goriildiigii iizere, Frenet vektorleri T ve N, D,D,-diizlemi

etrafinda doénerken, B, ve B,, D,D,-diizlemi etrafinda donmektedir. Bu iki diizlem, 3-boyutlu

Oklid uzayinda Darboux vektdriiniin oynadigi rolii iistlenirler.

Tamm 2.2.2. 8, R* de regiiler bir egri olmak iizere S nin yer vektorii D,D, — diizleminde

yatiyorsa f ya D,D, — egrisi denir (Diildiil 2021: 276)

Tanmm 2.2.3. B, R* de regiiler bir egri olmak iizere 8 nin yer vektorii D,D, — diizleminde

yattyorsa S ya D,;D, — egrisi denir (Diildiil 2021: 276).

Tamm 2.2.4. 5, R* de regiiler bir egri olmak iizere f mn yer vektorii D,D, — denkleminde

yatryorsa S ya D,D, — egrisi denir (Diildiil 2021: 276).

Teorem 2.2.1. p:IcR—> R* birim hizli ve sifirdan farkl egriliklere sahip x;,x,,x, olan bir
egri ve S egrinin yay-parametresi olsun. g bir D,D,-egrisidir gerek ve yeter sart C bir sabit
olmak {izere egrinin egrilikleri arasinda asagidaki iliski

!
!

1 [m(s)(s+c) +K1(S)K3(S)(S+c):
Ke(s)( K, (5) J K, (S) 0 (2.3)

vardir (Diildiil 2021: 276).



Ispat: B, R* te sifirdan farkli egriliklere sahip bir D,D,-egrisi olsun. O zaman, A(s) ve x(s)

skaler degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere D,D,-egrisi tanimina gore

B(s)=2(s)D,(s)+ x(s)D,(s) (2.4)

yazilabilir. (2.4) esitliginin S parametresine diferansiyeli alinir ve Frenet tiirev formiilleri

kullanilirsa
T = (4 (s)a(5)+ u(5)k, (5))T +(4a(5) (), (5) = a(5) () (5)) N
+(#(s) () + () K (5) = 2(5) s (5) | Bu+(4 () + () (5) s (5)) By

dir. Bu esitliklerden de

(y(s)rcz(s)) ~1=0,
(u(s)x,(s)) = A(5)x5(5) =0, 2.5)

A'(8)+u(s)K (s)xs(s)=0

)i, (s

elde edilir. (2.5) denkleminin birinci ve ikinci esitliklerinden, ¢ bir integral sabiti olmak {izere

elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki (2.3) denklemi var olsun. X (s) vektorii




seklinde tanimli olsun. X (S) vektoriiniin S parametresine gore tiirevi alinirsa sifir vektori
elde edilir. Buda X (S) ‘nin sabit bir vektor oldugunu gosterir. Dolayisiyla, ﬂ(s) bir D,D, —
egrisi kongruenttir.

Teorem 2.2.1 kullanirsa, asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 2.1.1: B:1c R — R* sifirdan farkli «,, x,, x;, egriliklere sahip birim hizl1 bir egri olsun.

S, DD, — egrisidir gerek ve yeter sart f rektifiyan egridir (Diildiil 2021: 278).

Teorem 2.2.2. B:1cR —R* egrilikleri sifirdan farkli birim hizli bir egri olsun. £ bir

D,D, —egrisidir gerek ve yeter sart C bir sabittir olmak lizere egrinin egrilikleri arasinda

asagidaki iligki
1 (k) |, cmlS)m(s)
Czcl(s)(zcz(s)J + K'Z(S) +1=0 (2.6)

vardir (Diildiil 2021: 278).

ispat: g, R te sifirdan farkli egriliklere sahip bir D,D, —egrisi olsun. O zaman, 77(8) ve

V(S) skaler degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere D,D, — egrisi tanimina gore

B(s)=v(s)D(s)+(s)Dy(s) @7

yazilabilir. (2.7) esitliginin S parametresine diferansiyeli alinir ve Frenet tiirev formiilleri

kullanilirsa
T =(=(s)x, () (5)+ ()T +(v/ (), () +v (5) x5 () +1(s) i (5) N
Jr(v(s)/ca(s)lcz(S)—V(S)KZ(S)K3(S))BlJr(v'(S)KZ(S)Jrv(s)l(z'(s))B2

elde edilir. Bu esitlikten de

s)zcl(s) =0, (2.8)

elde edilir. (2.8) denkleminin birinci ve ikinci esitliklerinden, C bir integral sabiti olmak tizere

10



elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki (2.6) denklemi var olsun. Y (s) vektori

Y(s)=p(s)-—C D3(s)+$(::23j D, (s)

seklinde tanimli olsun. Y (S) vektoriinlin S parametresine gore tiirevi alinirsa sifir vektorii elde
edilir. Bu da Y () nin sabit bir vektdr oldugunu gésterir. Dolayistyla, B(s) bir D,D, —egrisi
ile kongruenttir.

Teorem 2.2.2 kullanirsa, asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 2.2.2: B:1cR—R* birim hizli egrilikleri sifirdan farkli bir egri olsun. g, D,D, —

egrisidir gerek ve yeter sart £ birinci tip oskiilator egridir (Diildil 2021: 279).

Teorem 2.23. f:IcR—>R* birim hizhi egrilikleri sifirdan farkli bir egri ve S yay-
parametresi olsun. g bir D,D, —egrisidir gerek ve yeter sart ¢, Ve C, birer sabit olmak tizere

egrinin egrilikleri arasinda asagidaki iligki

c, [’9 (S)], ek (5)-1=0,

(2.9)

vardir (Diildiil 2021: 279).
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Ispat: g egrisi bir D,D, —egrisi olsun. o(s) ve &(s) skaler degerli diferansiyellenebilir

fonksiyonlar olmak iizere D,D, —egrisi tanimina gore

B(s)=0c(s)D,(s)+5(s)D,(s) (2.10)

yazilabilir. (2.10) esitliginin S parametresine diferansiyeli alinir ve Frenet tiirev formiilleri

kullanilirsa

(2.11)

elde edilir. Bu elde edilenler (2.11) denkleminin iigiincii ve dordiincii esitliklerinde yerine

yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki (2.9) denklemi saglansin. Z (S) vektori

2(8)=r(8) = 2215 %)

seklinde taniml olsun. Z (S) vektorlinlin S parametresine gore tiirevi alinirsa sifir vektori elde
edilir. Bu da Z(s)’nin sabit bir vektdr oldugunu gdsterir. Dolayisiyla, y(s) bir D,D,—
egrisine kongrenttir.

2.3. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilmis Egriler

Bu béliimde 4-boyutlu Oklid uzayinda singiiler noktali egrilerle ilgili bir takim temel

kavramlar verilecektir.

{gl, Son g3} ortonormal bir kiime olmak tizere

{§=(§1’§2,§3)ER4><R4XR4 i, J =l,2,3 |Q|n <gi'gj>=5ij}
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seklinde taniml1 A, kiimesi 6-boyutlu diizgiin bir manifolddur. v birim vektorii V=g, x¢, x &,
esitligiyle tanimlanabilir. O halde {V,gl, gz,g3} kiimesi ortonormal kiimedir. (AKyigit &
Yildiz, 2021: 259).

Tamm 231 ¢=(g,6,¢) icin (y,g)=0 ise (7.¢):J>R*xA, ikilisine bir
catilandirilmis egri denir. Eger (7/ G ) bir ¢atilandirilmis egri olacak sekilde bir ¢ = (gl, Sy g3)

varsa y:J — R* egrisine de bir ¢atilandirilmis baz (taban) egrisi denir (Honda, 2018: 7).

(y,g):J —R*xA,; bir catilandirilmis egri olsun. O halde (7,g) catilandirilmis egrisinin

{V, 61162163 } ortonormal gatisi igin

esitlikleri verilebilir. Bu esitlikler Serret-Frenet tipli tiirev formiilleri olarak adlandirilir ve

matris yardimiyla

!

gl o © Y H|g

o |_|-T o = K|g
' -Y -= O 1 gS

G3

V' -H -K -1 O]}|v

seklinde de ifade edilebilir. ', {c,,<,,5;} kiimesine ortogonal oldugundan v ile paraleldir.
Ayrica diferansiyellenebilir &1 J — R doniisiim vardir 6yle ki:
7'(s)=a(t)v(t)

dir. Burada T'(t),Y(t),H(t),

[1]

(t),K(t) ve I(t) diizglin egrilik fonksiyonlaridir.

T (t) T (t) JH (t) G (t) K (t) I (t), a (t) ye y (t) nin ¢atilandirilmis egrilikleri denir.
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t, noktasinin y egrisinin singiiler noktas: olmasi igin gerekli ve yeterli kosul a(to)zo

olmasidir. Singiiler noktalarda egrinin davranisini incelemek amaciyla, gatilandirilmis egrinin

uyarlanmig ¢atisi kullanilabilir (Honda, 2018: 7).

Teorem 2.3.1. (}/,g) ve (77,5) J > R*xA, catilandirilmis egrilerinin egrilikleri sirasi ile

egrilikleri ¢akisik ise (}/ a ) ve (}7,§~ ) catilandirilmis egrileri kongruenttirler (Honda, 2018: 7).
(}/, g) :J > R? x A, ¢atilandirilmis bir egri ve egrilikleri F(t),Y(t),H(t) , E(t),K(t),I(t) ve

a(t) olsun, @,¢,y diizgin fonksiyonlari Euler agilar1 olmak {izere 77=(771,772,773)€A3

vektorleri
m Cos #cosy  —cosgsiny +singcosysing  singsiny +cosgcosy sing || ¢
n, |=| —Ccos @#cosy  cos@cosy +singsinysingd  —singcosy +cos@siny sing || ¢,
M, —sin@ singpcosé Cos@cosé s

bi¢iminde verilebilir. V vektorii igin

V=1 X0, X1, =G, XG, X Gy =V
oldugu basit hesaplamalarla goriilebilir. (7,¢):J —R*xA; de bir ¢atilandirilmis egridir. 6, ¢
ve y Euler agilar1 i¢in

tany
coséd
H =cotd(Icosp+Ksing)

=Isinp—K cos g,

esitlikleri mevcut ise (}/,77) boyunca uyarlanmig bir ¢at1 olusturulabilir ve uyarlamis ¢atinin

tirev formiilleri

!

v 0 p Ol v
771' _| - p O Ol m (2.12)
772, 0 —q 0O r 7,

_773' | 0 0 -r Oflmn
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biciminde verilebilir. v,7,,7,,17, vektorleri Frenet vektorlerinin genellestirilmisi olarak da
adlandirlabilir. Burada (p(t),q(t), r(t)) diizgiin fonksiyonlar1 y(t) egrisinin catilandirilmis

egrilikleri olarak adlandirilir. Euler acilari ile ¢atilandirilmis egrilikler arasindaki iliski,

p=-HsecHsecy,
q=—(E-9)sinf-y,

—C0s@ ,_
= cosy (2-¢)

seklindedir. Burada

I'=-sing(0 ~rsiny),
Y =—cosgp(0 -rsiny),

cosy
cos6’

[1]

=7

dir (Akyigit & Yildiz, 2021:260).
Not: Lineer bagimsizlik kosulu saglandiginda, diizenli (regiiler) egriler, ¢catilandirilmis egriler

icin bir ornek teskil eder.

Teorem 2.3.2. ( }/,77): | - R*xA, egrilikleri sifirdan farkli ve p,qve r olan catilandirilmis

bir egri olsun. 7/('[) catilandirilmis rektifiyan egriye kongruent olmasi igin gerek ve yeter
kosul

t)w(t)p'(t)}O, B(t)= [t

olmasidir.

Teorem 2.3.3. (7/,77): | - R*xA, egrilikleri sifirdan farkli ve p,q Ve I olan gatilandirilmis

bir egri olsun. 7/('[) catilandirilmis oskiilator egriye kongruent olmasi igin gerek ve yeter

kosul

PO (. ra0-r e )
( (0P } © et

Olmasidir.
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3. 4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA BiR CATILANDIRILMIS EGRIDEN
ELDE EDIiLMiS OZEL VEKTORLER VE OZEL EGRILER

Bu béliim tezin orijinal kism1 olup 4-boyutlu Oklid uzayinda catilandirilmis bir egriden
hareketle baz1 6zel vektorler tanimlanacaktir. Daha sonra bu 6zel vektorler yardimiyla elde
edilen diizlemlerde yatan 6zel egrilerin karakterizasyonlar1 verilecektir.

7, R* de egrilikleri sifirdan farkli olan bir catilandirilmis egri olsun. 7 boyunca

uyarlanmis ¢at1 elemanlar1 yardimiyla ©,,9,,D, ve D, sirasiyla

D, =14,

D, =qv+ pr,,
Dy =1, +0qn;,
D,=v

seklinde tanimlanir.®, ve ®, egrinin uyarlanmis ¢at1 elemanlar1 olup, {91,332,@3,’}34}
kiimesi egri boyunca lineer bagimsizdir. Ayrica, {9,,9,}, {9,,9,} ve {D,,D,} kiimelerinin
ortogonal olduklari aglktlr.{’Dl,@z}, {93,94} ve {@2,333} kiimeleri tarafindan gerilen alt
uzaylar sirastyla 9,9, —diizlemi, 9,9, —diizlemi ve 9,9, — diizlemi olarak adlandirilir.

Ayrica

V' =9, xD, xv,

n =D, xD,xn,

17, =D, xD, x1,,

s =D, xD, %1,
dir. Yukaridaki esitliklerden de goriildiigii iizere, v ve n,, ©,9, — diizlemi etrafinda donerken,
n, Ve n,, 9,9, —diizlemi etrafinda dSnmektedir. Bu iki diizlem, 3-boyutlu Oklid uzayinda

uyarlanmis ¢atidan elde edilmis Darboux vektoriiniin oynadigi rolii tistlenir.

Tanmm 3.1. », R* de catilandirilmis bir egri olmak iizere » nm yer vektori D9, —

diizleminde yatiyorsa y ya ¢atilandirilmis ©,0, — egrisi denir.

Tamm 3.2. y, R* de catilandimlmis bir egri olmak iizere y mn yer vektori ©,0, —

diizleminde yatiyorsa y ya ¢atilandirilmis 9,9, — egrisi denir.
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Tamm 3.3. », R* de catilandimlmis bir egri olmak iizere y mn yer vektorii 0,9, —

diizleminde yatiyorsa y ya ¢atilandirilmis ,%, — egrisi denir.

Teorem 3.1. y egrilikleri sifirdan farkli bir ¢atilandirilmis egri olsun y , bir ¢atilandirilmig

0,9, — egrisidir gerek ve yeter sart

!

1 (P, | PO
(r(t)(qt)(.‘- (t)dt)B a0 (j (t)dt) 0 3.1)

olmasidir.

Ispat: y, R* te sifirdan farkl egriliklere sahip bir ¢atilandirilmis ©,9, — egrisi olsun. O zaman,
catilandirilmis 0,0, —egrisi tamimina gére A ve p skaler degerli diferansiyellenebilir

fonksiyonlar olmak tizere
y()=2(t)D,(t)+u(t)D,(1) (3.2)
yazilabilir. (3.2) denkleminin t ye gore tiirevi alinirsa

a(t)v(t)=(# (t)a(t)v(O)+(#(t)a(t) p(t)-#(t)a(t) (1)) (1)
H(=AO () +4/(1) p()+ (1) P (6)) 7 (6) + (2 (1) + (1) P(OT (8)) (1)

elde edilir. Buradan da

a(t)=4(t)a(t)+u(t)a'(t),
—A(t)r(t)+ 4 (t)p(t)+u(t)p'(t)=0, (3.3)
A'(t)+u(t)p(t)r(t)=0.

esitlikleri elde edilir. (3.3) denkleminin birinci ve ikinci esitliklerinden

u(t) =%(Ia )dt), ﬂ(t):%(g—:))(ja(t)dtﬂ

elde edilir. ﬂ(t) ve ,u(t) , (3.3) denkleminin {igiincii esitliginde yerine yazilirsa
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!

1 (P, 1L PO g
[r(t)[q(t)” “)dt)]} am U«e)=0

elde edilir.
Tersine, kabul edelim ki (3.1) denklemi var olsun. X (t) vektdrii
1 (p(t) ' 1
X (t):y(t)—m(wua(t)dt)j ©l(t)—m(ja(t)dt)@2 (t)

seklinde tanimli olsun. X (t) vektoriiniin t parametresine gore tiirevi alinirsa sifir vektorii elde
edilir. Buda X (t) nin sabit bir vektor oldugunu gésterir. Dolayisiyla, y(t) bir catilandirilmis
.9, — egrisi ile kongruenttir.

Teorem 2.3.2 kullanilirsa, asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.1. y:1c R — R* sifirdan farkli egriliklere sahip bir catilandirilmis egri olsun. », bir

catilandirilmis ,0, — egrisidir gerek ve yeter sart y bir catilandirilmis rektifiyan egridir.

Teorem 3.2. y, Ic R — R* sifirdan farkl egriliklere sahip catilandirilmis egri olsun. », bir
catilandirilmis 0,9, —egrisidir gerek ve yeter sart C bir sabit olmak {izere egrinin egrilikleri

arasinda asagidaki iliski

o 1 r(t) +cp(t)r(t)+a _
(q(t)] q(t (t) 0 (3.4)

vardir.

ispat: », R* te sifirdan farkli egriliklere sahip bir catilandirilms 9,9, —egrisiolsun. O zaman
ﬂ,(t) ve ,u(t) skaler degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere ¢atilandirilmig

9,9, — egrisi tanimina gore

7 () =2(t)D;(t)+u(t)D,(t) (3.5)

yazilabilir. (3.5) esitliginin t ye gore tiirevi alinir ve uyarlanmis ¢at1 formiilleri kullanilirsa
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a(t)v(t)=(=2(t) p()r (t))v(t)+ (2 (O)r () + A(E)r'(t)+ (t) p (1)) (1)
HAO)rO)a(t)=A@)rR)a(t))m 0+ (t)at)+A)a'(t)nrs(t)
elde edilir. Bu esitlikten de

a(t)==2(t) p(t)r(t)+ 4 (1),

(A()r (1) +ult)p(t)=0, (3:6)
(A(t)a(t)) =0

elde edilir. (3.6) denkleminin ikinci ve ii¢lincii esitliklerinden, C bir integral sabiti olmak iizere;

elde edilir.
Tersine, kabul edelim ki (3.6) denklemi var olsun. Y (t) vektorii
c 1 (cr(t) '
Y()=y(t)-—D, () +——| —2L | D, (t
O R U ol s EXO

seklinde tanimli olsun. Y (t) vektoriiniin t parametresine gore tiirevi alinirsa sifir vektorii elde

edilir. Bu da Y (t) *nin sabit bir vektdr oldugunu gosterir. Dolayistyla y(t) bir catilandirilmis

9,9, —egrisi kongruenttir demektir.

Teorem 2.3.3 kullanilirsa, asagidaki sonug verilebilir.
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Sonu¢ 3.2. y:I1cR —R* sifirdan farkli p, q ,r egriliklere sahip catilandirilmis bir egri
olsun. y , bir catilandirilmis 0,9, — egrisidir gerek ve yeter sart p bir ¢atilandirilmis oskiilatér
egridir.

Teorem 3.3. y:1cR—>R* egrilikleri sifirdan farkli birim hizli bir egri olsun. y bir
catilandirilmis ©,0, — egrisidir gerek ve yeter sart ¢, ve C, sabitler olmak tizere asagidaki

esitlikler

~—

P
)

ispat: ¥, R* te sifirdan farkli egriliklere sahip bir catilandirilmis D,D, — egrisi olsun. O

(3.7)

o)

c{%} —c,p(t)—a(t)=0,
(o) +C,r(t)=0
vardir.

zaman /I(t) ve y(t) skaler degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere

catilandirilmis ©,D, — egrisi tanimina gore
()= A0, () + (1) D41 @8)
yazilabilir. (3.8) esitliginin t ye gore tirevini alinir ve uyarlanmis gati formiilleri kullanilirsa

(1) (0)=(# (Da(0)+ (0 (1) ()r (1) P(O))v (0)+ (& (O)F () + 4(O)F (1)) (1)
(20 P(1)+ () (1), (0)+ (A1) PO (042 (0 (t) = e(0)a (1) (1)

elde edilir. Bu esitlikten de

u(t)=—2s,
r((:t) (3.9)
A(t)= p(zt),
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elde edilir. (3.9) denkleminin ikinci ve liglincii esitliklerinden, ¢, ve c, integral sabitleri olmak

luzere

elde edilir. Bu elde edilenler (3.9) denkleminin birinci ve dordiincii esitliklerinde yerine

yazilirsa

c, [%J’—qp(t)—a(t):o,
c{%}rczr(t):o
elde edilir.

Tersine kabul edelim ki (3.7) denklemleri var olsun. Z (t) vektdrii

seklinde tanimli olsun. Z (t) vektoriiniin t parametresine gore tiirevi alinirsa sifir vektorii elde

edilir. Bu da }/(t)’nin sabit bir vektor oldugunu gosterir. O halde, 7('[); catilandirilmis

9,0, — egrisine kongruenttir.
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