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OZET

KESIRLI MERTEBEDEN SISTEMLERIN KARARLILIK ANALIZi

Bu tez ¢calismasinda kesirli operator tanimlar1 ve 6zellikleri de dahil olmak iizere kesirli hesap-
lamalar i¢in gerekli olan tanim ve teoremler verilmistir. Klasik dinamik sistemlerin kararlilik
analizinde kullanilan baz1 yontemler tanitilarak bunlara benzer sekilde kesirli mertebeden dina-
mik sistemlerin kararlilik analizi incelenmistir. Ardindan kesirli mertebeden sistemlerin karar-
lilik analizine bir uygulama olarak Tiirkiye’de Covid-19 yayiliminin davranisinin anlasilmasi
icin duyarli, maruz kalan, enfekte, iyilesmis ve 6len bireylerin olusturdugu bir kesirli SEIRD
dinamik modeli 6nerilmistir. Onerilen modelin kararlilig1 incelenmis ve sayisal simiilasyonlari

elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Tiirev, Kesirli Sistem, Kararlilik, SEIRD Model.

il



ABSTRACT

STABILITY ANALYSIS OF FRACTIONAL ORDER SYSTEMS

In this thesis, necessary definitions and theorems for fractional calculations, including fracti-
onal operator definitions and properties are given. Some methods used in the stability analysis
of classical dynamical systems are introduced and similarly, stability analysis of fractional or-
der dynamic systems is examined. Then, as an application to the stability analysis of fractional
order systems, a fractional SEIRD dynamic model consisting of susceptible, exposed, infec-
ted, recovered and deceased individuals is proposed to understand the behavior of Covid-19
spread in Turkey. The stability of the proposed model is examined and numerical simulations

are obtained.

Keywords: Fractional Derivative, Fractional System, Stability, SEIRD Model.
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1. GIRIS

Kesirli mertebeden sistemler, tam olmayan (keyfi) mertebeden tiirevleri iceren kesirli
mertebeden diferansiyel denklemler ile modellenebilen sistemlerdir. Fizik, biyoloji, termodi-
namik, viskoelastisite, elektrokimya gibi bir¢cok alandaki dinamik sistemlerin davraniglarinin
incelenmesinde kesirli mertebeden sistemler onemli katki saglamaktadir. Bunun sebebi kesirli
mertebeden tiirevin s0z konusu uygulama alanlarinda gergek verilere daha iyi uyum saglamasi

ve klasik tamsay1 mertebeden tiirevlerin kisitlamalarinin iistesinden gelmesidir.

Klasik analizin kesirli analize genisletilmesi yeni degildir. Ik olarak L’Hospital ile Le-
ibniz’in mektuplar aracilifiyla yaptig1 ilmi sohbetlerden birinde ortaya ¢ikmustir (| Liouville,
18344 |Abel, 1881). Iki bilim insan1 arasindaki bu mektuplasmalardan biri olan 30 Eyliil 1695
tarihli mektup konuya yeni bir acilim getirmis ve bu sayede fark edilen problem sorgulanirken
kesirli teori ortaya ¢ikmistir. Sonrasinda bu aragtirmaya pek ¢ok calisma eklenmistir ( [Euler,

1730 Fourier, 1820).

Bir¢ok yazar kesirli mertebeden sistemlerin kararliligina odaklanmistir. Diethelm ve
arkadaglarinin "Analysis of Fractional Differential Equations" adli makalelerinde | (Diethelm,
2002) kesirli mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varligi, tek-
ligi ve yapisal kararlilig1 ele alinmistir. Kesirli diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin ve baglangic
kosuluna bagimlilig1 arastirilip elde edilen sonuglar kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii
icin uygun sayisal semalarin se¢imiyle iliskilendirilmigtir. "Stability of Fractional-Order Sys-
tems with Rational Orders" | (Petras, 2008 adl1 makale, kesirli mertebeden lineer ve lineer
olmayan sistemlerin belirli simiflarinin kararliligi ile ilgilidir. Makalede kararlilik, zaman ve
frekans alaninda arastirllmistir. Ayrica genel kararlilik kogsullart cesitli agiklayici 6rnekler ile
birlikte sunulmustur. Kesirli mertebeden lineer olmayan dinamik sistemlerin kararlilig1, dogru-
dan Lyapunov yontemi kullanilarak Mittag Leffler kararlilig1 ve genellestirilmis Mittag Leffler
kararlilik kavramlarinin tanitilmasi ile Li ve arkadaglarinin "Stability of fractional-order nonli-
near dynamic systems: Lyapunov direct method and generalized Mittag-Leffler stability" adli
makalesinde | (L1, 2010) incelenmistir. Sebatier ve arkadaslarinin "LMI stability conditions for
fractional order systems" adli makalelerinde | (Sabatier, 2010), kesirli tiirevleri iceren diferan-
siyel denklemler ile tanimlanan sistemlerin kararlilik analizine ait sonuglara genel bir bakis
sunarak kesirli mertebeden sistemler icin Dogrusal Matris Esitsizligi (LMI) kararlilik kosulla-

rini1 ele almaktadir. "Stability Analysis of Swine Flu Transmission - A Mathematical Approach"



makalesinde | (Das, 2014} bir Domuz Gribi Bulagsma Modeli’nin analizine yer verilmistir. Mo-
delin lokal ve global kararlilig1, hastalik endemik olmasina ragmen, temas oranini kontrol etmek
icin yeterince dikkat edilirse hastaligin hala kontrol altinda oldugunu gostermektedir. Makalede
analitik sonuglar1 dogrulamak i¢in sayisal simiilasyonlar da uygulanmugtir. "Stability analysis of
fractional differential system with Riemann-Liouville derivative" adli makalede | (Qian, 2010)
Riemann-Liouville tiirevi ile kesirli mertebe diferansiyel sistem i¢in kararlilik teoremleri olug-
turulmustur. Bu calisma 0zellikle lineer sistemin, pertiibe sistemin ve zaman gecikmeli sistemin

analizini kapsamaktadir.

Kesirli mertebeden sistemlerin ¢oziim yontemlerine iliskin calismalar literatiirde yer al-
maktadir. Bunlardan biri olan "On the numerical solutions of some fractional ordinary diffe-
rential equations by fractional Adams-Bashforth-Moulton method" adli makalede | (Baskonus,
20135)), baz1 lineer ve lineer olmayan kesirli adi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerini elde et-
mek icin Adams-Bashforth-Moulton yontemi uygulanmistir. Ardindan her iki kesirli diferansi-
yel denklem i¢in sayisal sonuclari iceren tablo olusturulmustur. Parametrelerin uygun degerleri
dikkate alinarak sayisal denklemlerin ¢oziimleri ve analitik ¢oziimlerin iki boyutlu yiizeyleri
cizilmigtir.

Bu tez calismasi dort bolimden olugsmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde, kesirli mertebeden tiirev ve integral operatorleri ile ilgili baz1 tamim ve teorem-
ler verilmistir. Ugiincii boliimde, dncelikle klasik dinamik sistemlerin kararlilik analizinde kul-
lanilan baz1 yontemler tanitilarak bunlara benzer sekilde kesirli mertebeden dinamik sistemle-
rin kararlilik analizi incelenmistir. Kesirli mertebeden sistemleri tantmlayan kesirli mertebeden
diferansiyel denklemler; Caputo operatorii, Riemann Liouville operatorii, Grunwald-Letinkov
operatorii gibi baz1 operatorlere sahiptir. Bu ¢alismanin dordiincii boliimiinde ise adi gecen
operatorlerden Caputo operatorii kullanilarak kesirli Covid-19 modeli incelenmistir. Buradaki
amag, Tiirkiye’deki Covid-19 dinamiklerini Duyarli-Maruz kalan-Enfekte olan-Iyilesen-Olen
bireyler (SEIRD) modelini kullanarak tanimlamaktir. Bunun i¢in kesirli mertebe diferansiyel
denklem sistemi olarak modellenen SEIRD modeli tasarlanmistir. Dinamik modelin tiim olas1
dengeleri, temel iireme sayisi (Rg) agisindan incelenmigtir. Temel tireme sayisi hesaplama yon-
temlerinden yeni nesil matris yontemi tercih edilmistir. Kararlilik kosullart Routh-Hurwitz ve
Lyapunov kararlilik teorileri ile elde edilmektedir. Ayrica, hastaliksiz dengenin global kararli-
ligina da deginilmistir. Son olarak Tiirkiye’deki COVID-19 vakalarinin sayisina dayali olarak

sistemin bazi sayisal simiilasyonlarina yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde kullanilan temel tanim ve teoremler tanitilmaktadir. Ayrica boliim
kesirli operator tanimlar1 ve 6zellikleri de dahil olmak iizere kesirli hesap araglarina bir girigle
baglamaktadir. Daha sonra ise dinamik sistemlerin modelleme ve kontroliinde kullanilan temel

kavramlar verilmistir.
2.1. Kesirli Tiirev ve Integral Tammlari

Kesirli hesap, klasik integral ve tiirevin tamsay1 olmayan mertebeden ,D) operatoriine
bir genellemesidir. Burada a ve ¢ iglemin limitlerini, v ise kesirli mertebeyi temsil etmektedir.

Integro-diferansiyel operator

(
dv/dtY, Re(v)>0

Dy =11, Re(v) =0
1), Re(v)<0

\a

seklinde tanimlanir | (Chen, 2009). Genellikle v € R dir, ancak v kompleks say1 da olabilir
(Oustaloup, 2000). Kesirli operator i¢in matematiksel olarak kabul edilebilir ve ortak birden ¢ok
tanim vardir. Ornegin Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Hadamard ve Riesz, vb.
gibi ([Podlubny, 1999} Diethelm, 20023 Caputo, 19675 Liouville, 1834). Problem formiilasyon-
larinda ¢ogunlukla Riemann-Liouville ve Caputo kullanilir.

Tanim 2.1.1. (Gama Fonksiyonu) Gama fonksiyonu Euler tarafindan

(o)

I'(z) = /e_’tz_ldt, Vz>0
0

seklinde tanimlanmaktadir | (Podlubny, 1999).

Gama fonksiyonunun en onemli dzelliklerinden biri olan
I(z+1)=2(z) (2.1)

ozelligi sebebiyle Gama fonksiyonu faktoriyel fonksiyonu olarak da adlandirilir. (2.1)) 6zelligi-



nin gosterimi ve faktoriyel ile iligkisi asagidaki gibidir:

[(z+1) :/e tp(+1) 1dt:/e_ttzdt
0 0
= [—e“tz}:;Jrz/e“tz‘ldt
0
=zI(z)

dir. Buradan acik¢a I'(1) = 1 oldugu goriilmektedir. (2.1)) 6zelligi kullanilarak z = 1,2,3,---

degerleri icin

I'(n+1)=nl'(n) =n.(n—1)! =n!

oldugu elde edilir.

Tanmim 2.1.2. (Griinwald Letnikov Kesirli tiirevi) f fonksiyonu i¢in Griinwald-Letnikov tiirev

tanim1 vV > 0 olmak tizere

\%
r

016 = tim w7 g -1y (V) e

nh=t—a r=0

seklinde ifade edilir| (Podlubny, 1999).

Tamim 2.1.3. (Riemann-Liouville Kesirli Integral ve Tiirevi) Her sonlu (a,¢) arahginda f
fonksiyonu siirekli ve integrallenebilir olsun. n € N*, n—1< Vv <nve v > 0 olmak iizere

t > ai¢in reel bir f fonksiyonunun v. mertebeden Riemann - Liouville kesirli tiirevi;

Vo LA ()
@Dl )= 5=y g | e

a

seklinde tanimlanir.



Kesirli integral tanimi da v > 0, v € R olmak iizere;

t

/ (t— 7)1 f()dt 2.2)

1
RL atf() (v)a

seklinde ifade edilir| (Podlubny, 1999).

Tanim 2.1.4. (Caputo Kesirli Tiirevi) f fonksiyonu, n defa diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. n —1 < v < n vet > a olmak lizere fonksiyonun n. mertebeden Caputo kesirli tiirevinin

tanimi;

t

ff / f v+1 ndT

seklindedir | (Podlubny, 1999).

Kesirli mertebeden tiirev operatorii asagidaki 6zelliklere sahiptir.Ayrica bundan sonra

kolaylik olmasi agisindan kesirli mertebeden tiirev operatorii igin DV gésterimi kullanilacaktir.

e v=nven€Z" ise DV operatorii klasik d" /dt" operatorii olarak anlagilmalidur.

v =0ise D°f(t) = f(¢) dir.
* Lineer bir operatordiir; yani A, B sabit olmak iizere
DY(Afi(1)+Bfa(t)) =AD" fi(t) + B D" f2(1)
dir.
* Re(v) >0,Re(pB) > 0ve f(¢) ise
D'IDPf(1)] = DP[DY £ (1)) = DV*P £ (r)

dir. Kesirli mertebeden tiirev operatorii tamsay1 mertebeden tiirev operatorii ile yer degis-

tirebilirdir. Yani

G r0) =" (10— priny




dir, ancak alt siirin @ olmasi kosulu altinda f*)(a) = 0 saglanmalidir ([Podlubny, 1999;
Chen, 2009).

Tanim 2.1.5.
F(s) = L{f(t):5} = /0 e f(1)dr

ile tanimli kompleks s degiskenli F(s) fonksiyonuna f(z) fonksiyonunun Laplace dontigiimii

denir.
Tanim 2.1.6. g Dy, f(t) Riemann-Liouville kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii;

o)

/eStRLDc‘;tf(t)dt =s"F Z s"[RLDy; = E0)]i=as (n—1<v<n),
0

Dy, f(t) Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniigiimii;

oo

n—1
[ enturidi =5 F(s) = ¥ 9@, n-1<v<n)
k=0

0
olarak elde edilmektedir.

Tamim 2.1.7. iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

- z
Eaﬁ(Z):kgom, ((X>O,ﬁ>0)

olarak tantmlanmaktadir | (Podlubny, 1999).

Lemma 2.1.8. 0 < o < 2 ve B keyfi bir karmagik say1 olsun ve u keyfi bir reel say1 olsun,
oyle ki 22 < u < min{x, wo} esitsizligi saglansin. Bu durumda keyfi bir p > 1 tamsayisi igin

agagldakl genisletmeler gecerli olur:
|arg(z)| < 1 ve |z| — o oldugunda;

p J—

1 ,_ _1—
Ea,ﬁ(z):az(l B)/e exp(z l/a Z [3 ak) +0([z| ! P)

dir; u < |arg(z)| < 7 ve |z] — o0 oldugunda;

k
B e O

Lz
E(X,ﬁ (Z) = _];1 F(ﬁ



seklindedir | (Podlubny, 1999).

Uyar1 2.1.9. Lemma (2.1.8)’de B = « ise, |arg(z)| < u ve |z| — oo iken

1 p Z_k
E — (]—(X)/(X 1/05 _ s 0 —]—p 23
aal?) =22 exp(z/%) kZzF(a_ak) +0(|z|717P) (2.3)
dir; u < |arg(z)| < & ve |z] — oo iken
p ok -
E =—) ——+0(|z| 24
wald) ==Y g + O ) (2.4
dir | (Q1an, 2010).
A 10 0
A 0
0 A - 0 .
Tanim 2.1.10. J) = o . matrisi, A sayisina karsilik gelen Jordan blogu
0 0 O 1
0 0 O A
—1 k(k=1) 5 k— k —n
Ak gkt %lk 2 (n—l)z’k +1
_ k _
0 lk k)l,k 1 . (n—z))tk n+2
‘ o 0 0 Ak . (nf3))tk—n+3 ‘
diye adlandirilir. k > n igin JX = seklinde
A 1 0 0
0 0 0 Ak

hesaplanmaktadir.

2.2. Dinamik Sistemlerin Kararlihg ile Ilgili Tanim ve Teoremler

Bu kisimda dinamik sistemlerin kararliliginin incelenmesinde gerekli olan bazi tanim ve

teoremler tanitilmaktadir.

Ozdegerler ve dzvektorler, bir matris hakkinda bilgi veren matrise ait 6zelliklerdir. Mate-
matigin bircok alaninda oldugu kadar ekonomi, miihendislik, kuantum mekanigi gibi alanlarda

da uygulamalar1 vardir.

Tamm 2.2.1. (Ozdegerler ve Ozvektorler) A, n x n bir kare matris ve , birim matris olmak

iizere p(A) = det(A — Al,) = 0 denklemini saglayan A degerlerine A matrisinin 6zdegerleri

7



denir. Bulunan her A degerini Ax = Ax veya (A — Al,)x = 0 da yerine koyarak elde edilen

sifirdan farkli ¢oziimler, A matrisinin bu 6zdegerine kars1 gelen 6zvektorleridir.

Basit bir ornek verilirse:

Ornek 2.2.2. A = matrisinin 0zdegerleri ve 6zvektorleri bulunsun. A matrisinin ka-
1 2

rakteristik denklemi

2
det(A — Ab) = ~0

hesaplandiginda A2 —4A +3 = 0 yani (1 — 1)(A — 3) = 0 olarak bulunur. Bu denklemin kok-

lerinden, 6zdegerler A; = 1 ve A, = 3 olarak elde edilir.

Ozvektor denklemi (A — Al)x = 0 dir. Yani

2—A 1 X1 0
1 2—A X2 0

veya

2—A)x1+x =0

x1+2—2A)x=0

seklindedir.

A1 = 1 degeri igin;

X1+x=0

olur. x5 # 0 i¢in A; = 1’e kargilik gelen 6zvektor x; = , keRdir

A> = 3 degeri igin;

X1 = X2



k
olur. x, # 0 i¢in A, = 3’¢ kargilik gelen 6zvektor x, = ,  keRdir
k

Tanmm 2.2.3. A, A,,...,A, 6zdegerlerine sahip herhangi kompleks veya reel elemanh n x n

boyutlu bir B matrisi i¢in 6(B) = max |A;| degerine B matrisinin spektral yarigap1 denir.
<i<n
Birinci mertebeden n-boyutlu dinamik sistemi
( d
Yl = Fl(xl, “e ,xn),

dt

dﬁ_F(
=IxXy,..., X ),
a " (2.5)

\% = Fy(x1,...,xn)

dir. Burada r € R’dir ve F; : D C R* - R (Vi=1,...,n) fonksiyonlar1 birinci mertebe-
den siirekli kismi tiirevlere sahip siirekli fonksiyonlardir. (2.5) sisteminde x = (x1,...,x,) ",

F=(F,F,...,F,)" secilirse (2.3) sistemine denk olan

dx
{=—=F 2.6
Y (x) (20)
vektor esitligi elde edilir | (Perko, 2013).

Tanim 2.2.4. t bagimsiz degiskenini acik olarak icermeyen (2.6) sistemine otonom sistem ad1

verilir | (Allen, 2007).

Tanim 2.2.5. (2.6) sisteminde F ve F’nin ¢dziimii olan sabit degerli bir fonksiyona denge ¢6-

ziimii denir. Denge ¢oziimii yerine kritik nokta terimi de kullanilir. Burada x* = (x},x5,...,x%) "

sabit bir vektordiir.

Her ¢ icin
F(x*)=0

kosulunu saglayan x* noktasina (2.6) sisteminin bir denge noktasi ad1 verilir | (Allen, 2007).

Tanmim 2.2.6. (Jacobian Matrisi) x|, x»,...,x, degiskenlerine bagli n tane denklemden olusan



y = f(x) sistemi agikca asagidaki sekilde yazilir;

f1(x)
f2(x)

Ju(x)

veya daha acik bir sekilde

(

yi = fi(x1,x2,. .., %),

\yn = fn(xlvxb ce. 7xn)

seklinde yazilabilir ve Jacobian matrisi

o6 an

ox1 ox,

J(x1,%0,...,%,) = e
d fu d fu

ox ox,

seklinde tanimlanir | (Stmon, 1994)). Buradan yola ¢ikarak

(

x1=F(x1,x2,...,%),

\xn = Fy(x1,x2,...,%p)

sisteminin x* kritik noktalarindaki Jacobian matrisi ise:

oF; F

ox1 O ox,
J(X], X5, .., %)) = oo

oF, oF,

ox;  ox, U

seklinde elde edilir.

Basit bir ornek verilecek olursa;
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Ornek 2.2.7.
X] = X1 —X1X2

Xp = X1X2 — X2

sisteminin Jacobian matrisi

1—x —x
J= :
X2 X1—1

olarak bulunur.

Bir otonom dinamik sistem analiz edilirken yapilmasi gereken ilk seylerden biri denge
noktalarini, yani sistemin zaman i¢inde degismeden kalabilecegi durumlart bulmaktir. Denge
noktalar1 hem teorik hem de pratik nedenlerle 6nemlidir. Teorik olarak bunlar sistemin faz uza-
yindaki (bir sistemin tiim olas1 durumlarinin temsil edildigi bir uzay) kilit noktalardir ve faz uza-
yinin yapisin1 anlamada anlaml referanslar olarak hizmet ederler. Pratik olarak sistemi belirli
bir durumda siirdiirmek istenilen bir¢ok durum vardir. Bu gibi durumlarda, istenilen durumun
bir denge noktasi olup olmadigini, eger dyleyse kararli m1 yoksa kararsiz m1 oldugunu bilmek

olduk¢a 6nemlidir.

1892°de, A. M. Lyapunov, dinamik sistemlerin kararliligini1 belirlemek i¢in iki yontem
gelistirmistir. Lyapunov’un ikinci yonteminin 6zii, sistem ¢oziimlerinin kararhilik analizi icin
uygun bir Lyapunov fonksiyonu se¢mek ve bu fonksiyonu, kararlili§1 gosterecek sekilde in-
celemektir. Eger secilen fonksiyon kararlilik kosullarini sagliyorsa Lyapunov fonksiyonudur.

Boylece Lyapunov fonksiyonu tanimi agsagidaki gibi yapilabilir.

Tanim 2.2.8. (Lyapunov Fonksiyonu) x € U C R” ve x* siirekli tiirevlenebilir bir x = F(x)
denklem sistemi i¢in bir denge noktast olsun. Bir V : U — R Lyapunov fonksiyonu, x*’in U
komsulugunda taniml siirekli ve U\{x*} iizerinde siirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon

olmak iizere agsagidaki kosullar1 saglamaktadir:

1) x=x"i¢in V(x) =0 ve x # x* icin V(x) > 0, yani V pozitif tanimlidir.

”8V

2) Vx & U\{x lgln V Z a aV d-xl aV

= L. 5 Filx) dir) (L. 1992
Z 8)6,' dt = ax, ( ) ir | (Lyapunov, ).

11



Ornek 2.2.9.

X=—x+xy

y=-x"—y

sistemi igin pozitif tanimli Lyapunov fonksiyonu V (x,y) = x> + y? olarak secilebilir. Ciinkii

V(x,y) fonksiyonunun tiirevi

: AV dV
Vix,y) = g}é—i- S '

= 2x[—x+xy] 4 2y[—x" -]
=2+ 2x2y — 2x2y — 2y2

= —2x% —2y?
olarak elde edilir. Boylece Tanim (2.2.8)) deki 1. ve 2. kosullar saglanmis olur.

Kesirli mertebeden bir dinamik sistem kesirli mertebeden bir diferansiyel denklem kul-

lanilarak asagidaki bicimde tanimlanabilir ([Podlubny, 19943 /Podlubny, 1999; Chen, 2009).

Tamm 2.2.10. (Kesirli Mertebeden Dinamik Sistemler) Kesirli mertebeden dinamik sistem-

ler en genel halde,

apD""y(t) + a1 D"y (t) + - - - +agDYy(t)

= byuD"u(t) + by 1 D" u(t) + - - - + boD™u(t)

ile gosterilir. Burada (i =0,...,n; j=0,...,m) i¢in a; ve b; sabit sayilardir; v; ve y; keyfi reel

sayilardir.

Tanmm 2.2.11. (Routh-Hurwitz Kriteri) Her i = 1,2,...,n icin q; katsayilar1 reel sabitleri

gostermek iizere

Piz)=7"+a1?" '+ Fa,_1z+a,

12



polinomuna karsilik gelen Hurwitz matrisi j > n iken a; = 0 olmak iizere

a 1 0 0 0 OO0 --- O
a3 ap ap 1 0 0 0 --- O
H, = as a4 d4dz dz ai 1 0 --- 0
0O 0 0 0 0 0O0 - ay

seklindedir. P(z) polinomunun biitiin koklerinin negatif olmasi ya da negatif kisimlara sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul karsilik gelen Hurwitz matrisinin biitiin esas asli minorlerinin

pozitif olmasidir, yani

det(H;) >0, Vj=1.2,...,n

olmasidir. Bagka bir ifade ile P(z) polinomunun kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

D= det(Hl) = |a1] > 0,

ai 1

D, =det(Hy) = >0,
as ap
a 1 0

D3:det(H3): a3 ar a; | >0,

as d4 ajs

D, = det(H,) >0

olmasidir| (Allen, 2007).

Teorem 2.2.12. (La Salle Degismezlik Prensibi) Q C D C R” olmak iizere Q kiimesi x = f(x)
seklinde verilen dogrusal olmayan denklem sisteminin pozitif olarak degismez kiimesi olsun.
V : D — R siirekli ve tiirevlenebilen fonksiyon ve Q kiimesinin iginde V (x) < 0 olsun. D kiimesi,
Q i¢inde V (x) = 0 olan noktalardan olugsun. M ise D kiimesi igindeki en biiyiik degismez kiime

olsun. Bu durumda Q i¢inde baglayan her ¢6ziim t — oo iken M kiimesine gider| (LaSalle, 1976).

Matematiksel model ve hesaplamalar, miihendislik, fizik, kimya, biyoloji ve ekonomi
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gibi bir¢ok alanlarda uygulanmaktadir. Biyolojideki matematiksel modellerin kararlilik analizi

icin temel lireme sayisina gereksinim vardir.

Tanim 2.2.13. (Temel Ureme Sayis1) Tamamen duyarli bir popiilasyonda, tek bir enfekte bire-
yin enfeksiyon siiresi boyunca ortalama ikincil enfeksiyon sayisi olarak tanimlanan temel ireme
sayist veya Ry, bulasici hastalik dinamiklerinin incelenmesi i¢in temel ve siklikla kullanilan
kriterlerden biridir | (Diekmann, 1990). Oyle ki, eger Ry < 1 ise, her bir enfekte birey ortalama
olarak birden az kisiye enfekte eder ve hastalik yayilamaz. Bu nedenle hastalik toplumda kalici
olmay1 birakacaktir. Ancak eger Ry > 1 ise hastalik yayilabilir ve dolayisiyla devam edebilir
(Heesterbeek, 1996)). Goriinen o ki, bir yerde salgin veya pandemi varsa, Ry < 1 saglayabilecek

kosullarin olmasi toplum saglig1 acisindan 6nemlidir.
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3. KARARLILIK ANALIZI VE ILGILI YONTEMLER

Kesirli mertebeden denklemlerin kararlilik analizi, klasik denklemlerin kararlilik ana-
lizine benzer sekilde incelenmektedir. Bunun i¢in klasik dinamik sistemlerde kullanilan yon-
temleri uygulamak gerekmektedir. Dolayisiyla bu kisimda oncelikle klasik dinamik sistemlerin
kararhilik analizinde kullanilan baz1 yontemler tanitilmistir. Devaminda da kesirli mertebeden

sistemlerin kararlilik analizi ele alinmistir.
3.1. Klasik Sistemlerin Kararhhk Analizi

x = f(x) bagintisiyla ifade edilen bir sistemin denge noktalar1 f(x) = 0 esitliginin reel
kokleri idi. Denge noktast kavramu sistem dinamiklerini anlamada énemli rol oynar. Sistemin
bir ¢6ziimiiniin uzun vadeli davranig1 denge noktasinin kararlilik analizi ile belirlenebilir. Ancak
sistem ¢oziimlerinin kararliligini belirlemek icin yontemler sinirlidir. Lyapunov’un bu sistem
¢Oziimlerinin kararlilik analizi i¢in iki yontemi bulunmaktadir. Birinci yontem sistemin acik ¢o-
ziimiinii kullanarak kararlilig1 dolayl olarak analiz eder. Ancak bu yontemde dogrusal olmayan
ya da zamanla deg8isen dinamik sistemlerin denklemlerinin ¢6ziimii son derece zor oldugundan
uygulanmasi zordur. Bunun yerine Lyapunov’un ikinci yontemi ¢6ziim olmadan bir fonksiyon

olusturarak kararlilig1 dogrudan belirleyebilir.

Denge ¢oziimiiniin analizi asagidaki gibi yapilabilir:

* Eger denge ¢oziimii yakininda baslayan her ¢6ziim denge ¢6ziimii yakininda kaliyorsa

denge ¢oziimiine kararlidir denir.

* Denge ¢Oziimii yakinindaki tiim ¢oziimler denge c¢oziimiine yakin kalip aynm1 zamanda

denge ¢oziimiine yoneliyorsa denge ¢oziimiine asimptotik kararlidir denir.

* Denge coziimii kararli degil ise kararsizdir denir.

Denge noktasinin kararlilik analizi Lyapunov anlamda asagidaki gibidir.

Teorem 3.1.1. a) Her e >0 vehert >y > 0igin

[ x(t0) —x" [|< &
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oldugunda

[x(1) —x* [[< &

olacak gekilde bir 0 > 0 var ise x* denge noktasina Lyapunov kararlidir denir.

b) Eger x* denge noktas1 Lyapunov kararli ve

[ x(t0) —x" [|< &

oldugunda

. X
tlggx(t) =x

olacak gekilde bir 6 > 0 var ise x* denge noktasina asimptotik kararlidir denir.

Lyapunov’un ikinci yontemine gore kararlilik durumlar1 asagidaki teoremler yardimiyla

belirlenebilir.

Teorem 3.1.2. (Lyapunov Kararhhgi) Eger denge noktasi civarinda siirekli ve ayrica birinci

tiirevi de siirekli olmak kaydiyla agagidaki sartlar1 saglayan skaler bir V (x) fonksiyonu varsa,

* V(x) pozitif taniml,

¢ V(x) <0; yani V(x) negatif yar1 tanimli ise

denge noktasi civarinda sistem kararlidir.

Teorem 3.1.3. (Lyapunov Asimptotik Kararhihgi) Eger denge noktasi civarinda siirekli ve
ayrica birinci tiirevi de siirekli olmak kaydiyla asagidaki sartlari saglayan skaler bir V (x) fonk-

siyonu varsa,

* V(x) pozitif taniml,

 V(x) < 0; yani V(x) negatif taniml ise

denge noktasi civarinda sistem asimptotik kararlidir.

16



Ornek 3.1.4. BB skaler bir say1 olmak iizere asagidaki sistem g6z oniinde bulundurulsun:

i=x(*+y* =B +y

y=—x+y(*+y*—B?)

Lyapunov fonsiyonu V (x,y) = %(x2 +y?) olarak segilsin. Bu durumda (2.2.8)) tantminin birinci
kosulu V(0,0) = 0 ve Vx,y € R i¢in V(x,y) = 3(x> +y*) > 0 olarak saglanir. Tiirev fonsiyonu
ise

av _ dV .

V(x,y) = Faa F

2 +y? = B +y] +y[—x+y(F 4y — B)]
=2 4y = B 4y 4y BY)

= (P 4y +y*—B?)

=x.[x(x

olarak elde edilir. V (x) > 0 ve (x? +y?) < B2 ise kararli, (x*> +y?) < B ise asimptotik kararlidir
(Saedd, 2017).

Ornek 3.1.5.
X =—x+xy,
y=—x

sistemi icin Lyapunov fonksiyonu belirlenerek sistemin kararlili§ina bakilacak olursa;

V(x,y) = x> +y* Lyapunov fonksiyonu olarak secildiginde tiirev fonksiyonu

: av . dV

= 2x[—x +xy] + 2y[—x"]
=22+ 2x2y — 2x2y
= 2%

=-2x2<0

olarak bulunur. Fonksiyonun tiirevi, x = 0’da 0 ve x # 0 i¢in negatif olup, bundan dolay1 negatif

yar1 tanimlidir ve dolayisiyla sistem Lyapunov kararlidir.
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Lineer bir sistemin kararlilifin1 6zdeger ve 6zvektor araciligi ile nasil incelendigini ge-
nel hatlar1 ile gostermek i¢in asagida iki boyutlu lineer bir sistemin kararliligindan bahsedile-

cektir.

A katsay1 matrisi olmak iizere

dx_

& _A
a0

seklinde iki boyutlu lineer ve otonom bir sistem,

X a a X

- 3.1)
y by b y

seklinde tanimlansin. (3.1)) lineer sisteminin (0,0) kritik noktasini incelemek igin 6zdeger ve

a a
ozvektorleri bulunmasi gerekmektedir. Burada A = b katsayilar matrisinin 4; ve A,
by b
Ozdegerleri,
ar — A aj
|A—AL| = =(a;—A)(by—A)—axb; =0
b by—A

karakteristik denkleminin ¢oziimleridir. Buradan (3.T)) sisteminin (0,0) kritik noktasinin yapist

A1 ve A, koklerinin yapisiyla belirlenir. Buna gore asagidaki durumlar ortaya ¢ikmaktadir.

» A ve A, kokleri reel ve ayni isaretlidir.
» A1 ve Ay koKleri reel ve zit isaretlidir.
» A1 ve Ay kokleri eslenik kompleks, ancak sirf sanal degildir.

* A; ve A, kokleri sirf sanaldir.

Karakteristik denkleminin A; ve A, kokleri reel ve ayni isaretli olsun. A; < 0 ve A, < 0 ise kritik
nokta asimptotik kararli, A; > 0 ve A, > 0 ise kritik nokta kararsizdir. Karakteristik denkleminin
A1 ve Ay kokleri reel ve zit isaretli olsun. Bu durumda kritik nokta kararsizdir. Karakteristik
denkleminin A; ve A, kokleri eslenik kompleks, ancak sirf sanal degil ve A;,A; = a+ ib olmak
tizere a < 0 ise kritik nokta asimptotik kararli, @ > 0 ise kritik nokta kararsizdir. Karakteristik

denkleminin A; ve A, kokleri sirf sanal olsun. Bu durumda kritik nokta kararsizdir.
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3.2. Kesirli Mertebeden Sistemlerin Kararlhilik Analizi

Bu boliimde Riemann-Liouville ve Caputo gibi tiirevli kesirli mertebeden sistemlerin

kararlilik analizi incelenmistir.
3.2.1. Riemann-Liouville Tiirevini Iceren Kesirli Mertebeden Sistemler

Riemann-Liouville kesirli tiirevli agagidaki lineer kesirli diferansiyel sistemi ele alinsin
rLDg x(1) = Ax(t), O<v<l). (3.2)

Burada x(¢) = (x1(¢),x2(t),...,%:(t)) T € R", A = (a;;)nxn € R™" ve baglangi¢ kosulu asagi-
daki gibi verilir.

RLD(‘)/’le(t)b:O = X0 = (X19,X29- - - Xng) " - (3.3)

Sistem (3.2)’nin kararliligi, A sifir olmayan tiim 6zdegerlere sahip oldugunda ve ayrica A’nin

bazi sifir 6zdegerlerine sahip oldugunda analiz edilmektedir.

Teorem 3.2.1. (3.2) sistemindeki A matrisinin tiim 6zdegerleri

Jarg(A(A))] > 7 (3.4)

esitsizligini saghyor ise sisteminin sifir ¢coziimii asimptotik olarak kararlidir | (Q1an, 2010).
Ispat. (3.2) iizerinde Laplace doniisiimii alinarak elde edilen esitlikte degeri yazilirsa
X(s)s¥ —xo =AX(s)
esitligi elde edilir. Buradan sistem (3.2)’in ¢6ziimii asagidaki sekilde verilir:
x(t) = xotV 'Ey v (ArY). (3.5)

I1k olarak, A matrisinin kosegenlestirilebilir oldugu varsayilsin, yani bir n x n boyutlu terslene-

bilir 7 matrisi 7~ 'AT késegen matris olacak sekilde var olsun:

A=T'AT =diag(M, 2z, ..., A). (3.6)
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Ardindan
Eyy(AtY) =TEy y(AtY)T ™" = Tdiag|Ey y(M12¥),Ey.v(Aat¥), ..., Eyy(Ant")]T ™!

olarak elde edilir. (3.4) ve (2.4) uygulandiginda t — +e ve 1 <i < niken

vy 4 (ﬂ'itv)_k
B == X 50 Zi)

+0(AtY |71 =0
dir. Boylece,
|Ev,v(AtY)[| = ||diag[Ev,v(MtY), Evv(MatY),...,Ev y(Ant")]|| = O

dir. Buradan da istenilen saglanmaktadir.

Daha sonra, A matrisinin bir Jordan kanonik formuna benzer oldugu varsayilsin, yani

bir T matrisi
J=T7'AT = diag(J1, ), ..., J,), (3.7)

olacak sekilde var olsun. (3.7) esitligindeki J;, 1 < i < r matrisleri asagidaki forma sahiptir:

n; Xn;

r
ve

n; =n dir. A¢ik¢a Ey y(At") = Tdiag[Ey v(J1t"),Ey v(Jat¥),. .. ,Evvv(th")]T_1 dir. Bu-
i=1
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rada C,{, 1 < j < n;— 1 binom katsayilar1 olmak iizere 1 <i < rigin

o (irY) e (A
E, )=y )y ) g
vrlit”) ~ [(Vk+V) k;)l“(karv) :

k
— ni— k,nl.
/'Lik Clia’ik1 Ck lli *
B o (t\/)k llk
_E{)F(VkJFV) Clak!
Ak
N YA AR =N (A0 AR Py R (20 LI
C l —Ct A’ i
Ic;()F(Vk+v) kgz,F(vkw) K k;,l“(karv) k
i (¥ )k
— i—o L(VE+V)
- o () 19 k—1
C Al
k;)l“(karv) ko
i (it )k
kZOF(vk-l-v)
Eyy(AitY) %%Ev,v(lﬂv) ﬁ(ai&)ni_lﬁ'\;,v(litv)
B Eyv(Ait") :
L2 Eyy(AY)

dir. Baz1 hesaplamalar yapilarak ve (2.1.9) esitligi goz 6niinde bulundurularak |arg(A;(A))| >
Y 1<i<rvet—ooise

|Ev7v(ll'lv)| — 0 ve

J
1
7(%) Evv(litv)‘ao, 0<j<m-1,1<i<r

Burada agagidaki gibi hesaplamalar yapilmistir:

! Y _1(2 (2 ()t _—

P k-|—]—1) (k4 kA, vk v
=— i O~ 1=P—iv|—1-p
kZz STV — V&) + O(|Ai] )
—k—
g CW DA i)
= k= 1)IT(v—vk) ’ '
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Buradan sifir olmayan keyfi bir x baglangig degeri igin t — oo oldugunda ||x(¢)|| = ||xot¥ "' Ey v (AtY)|| —

Odir. m

Uyan 3.2.2. Teorem (3.2.1)’in ispatindan, = !~V gibi durum bilesenlerinin 0’a yaklagmakta
oldugu goriilebilir | (Q1ian, 2010).

Teorem 3.2.3. (3.2) sistemindeki A matrisinin tiim 6zdegerleri

larg(A(A))| > v—; (3.9)

esitsizligini sagliyorsa ve |arg(A(A))| = 3¢ esitligini saglayan kritik 6zdegerler aym cebirsel ve

geometrik katliliklara sahipse sistemin sifir ¢oziimii kararhdir, ancak asimptotik olarak kararl

degildir| (Q1an, 2010).

Ispat. Genelligi kaybetmeden, her ikisi de bire esit olan cebirsel ve geometrik kathlik ile
|arg(A;)| = %*’yi saglayan A;’nin A matrisinin kritik bir 6zdegeri oldugu varsayilsin. Buradan

(3.5) esitliginden sistem (3.2))’in ¢oziimii agagidaki sekilde verilir:

x(t) = xot" 'Ey v (At")

= xot "' Tdiag[Ey y(I11Y),....Eyy(Ji1t¥),Eyy(Ait¥ ), Ey v (Jis1t¥), ..., Ey v (J2") T

Burada Ji'ler k. mertebeden Jordan blok matrisleridir, |arg(A¢(A))] > % ve

i—1 r
an—l— Z m+1l=n, k=1,...;i—1,i+1,...,rdir. 2.3) esitliginden
k=1 k=i+1

(Ar¥)~*

p
() exp((a) 1) = ¥ 5T

k=2

Eyy(At") = +0(1At")|71P)

1
1%

2

elde edilir. r, A;’nin modiilii ve i“ = —1 olmak iizere A; = r( cos "—2” +isin %) olarak alinsin. Bu
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durumda denklem

1= 1
b e i ) ()

1
(COSE—FISIHE) P
2 2

p 1V VI 4 igin YE))—k
B (rt¥(cos %5 +isin 5t)) i
= I'(v—vk)

k
1 _ _ (I-v)r . (1-v)n T
_ (I=v)/v -V = yja L= va 1/v i
" (r t (cos > +isin > expqr /"t cos— > + isin >

P (r~%t=Vk(cos "k”—i—zsm ‘ék”))
= ['(v—vk)

1
= <,,(1v)/vt1v (sinv—; +icos %)) exP{l‘rl/Vt}

P (r~*t=VK(cos Vl;” lSlnM))

_kg’z (v —vk) +0((rt )7171))

+0((r*) 1)

halini alir ve boylece

' 1B, y(AtY) = % (r(l_v)/ (va_zn +icos %)) exp{ir'/Vr}

L (r*kt"’k(cos VS” lsm%))

- Z ['(v—vk)

k=2

—I—O(tipvil)

olarak elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafinin ilk teriminin mutlak degeri %r( 1=V)/V dir. Te-
rimlerin geri kalani ise t — oo iken sifira yaklagirlar. Teorem (3.2.1))’in ispatindan k = 1,...,i —
Li+1,...,rigin t — +oo iken Ey y(Jit") sifira yaklasir. Biitiin bunlar, sistem (3.2) nin sifir

¢Oziimiiniin kararl oldugunu, ancak asimptotik olarak kararli olmadigini1 gosterir. m

Uyari 3.2.4. Teorem (3.2.3))’te, kritik 6zdegerler, cebirsel katliliklar1 geometrik katliliklarindan
daha biiyiik olacak ve diger kosullar degismeyecek sekilde ise, sonuc gecerli degildir | (Qian,
2010).

Genelligi kaybetmeden, A; kritik 6zdegerinin n; cebirsel katlihig1 n; geometrik katlili-
gidan daha bilyiik oldugunu, yani A;’nin n; mertebeden bir J; Jordan bloguna kargilik geldigi
varsayilsin. Teorem (3.2.1))’deki Ey y (Jit") ifadesine bakilarak burada arg(4;)’nin mutlak dege-
rinin %¢ olduguna dikkat edilmelidir. Teorem (3.2.3)’iin ispatindan, Ey v (J;t") deki Ey y(2;1")

kosegen elemanlart aymidir ve [tV ~!E, ,, (A;¥)| mutlak degeri bir sabit oldugu goriiliir.

Ey y(JitV) deki sag tist elemanlar agagida incelenmektedir:
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i(ii)jEv’vMitv):i{(l—v)(l—z}/)...(l—jv) 12, g

JI\ A J! vitl
Chl(l=v) . igew (1Y)
+1 _y g _ ( 1
_i_JthJ V)'i +mtj+1 Vli exp{l /V }
li k= 1) (—k— A
= I['(v—vk)

oA~ PPy (1< j<mi—1). (3.10)

(3.10) esitliginden, 1 < j <n; — 1 olmak iizere t — +oo iken

1/ 0\ 1
" (azl)E”(’1 v)zﬁ{

‘CJ LA =)=t ey

tj W (1_v)(l_2v)...(1_jv)llf(j‘jr1)v

vj+1 i

vj+l i

J+1 v
v]Jrl A‘l'

} exp {lil/vt}

jl e IF(V V)|
0 e |1 v)(1=2v) (1= V)] e
]'VT| z| - ]'!Vj+1 | |
1
TG
J!v]+1

k47— 1) |A|"k—Jp—vk=1+v
_y k= DL A +ou )
= jlk—1)! " |D(v—vk)]

— oo

dir. Ciinkii son esitligin ilk terimi en yiiksek dereceli terimdir. Bu nedenle, (3.2)) sisteminin sifir

¢Oziimii kararsizdir.
3.2.2. Caputo Tiirevini iceren Kesirli Mertebeden Sistemler
Bu kisimda Caputo tiirevini iceren asagidaki kesirli diferansiyel sistemi incelenmistir.
CD(‘)”tx(t) = Ax(1), (3.11)

x(0) = xo = (x1,,%2,---,Xn,)  baslangic degeridir ve x = (x1,x2,...,%,) ", v € (0,1) ve A €
R™" dir. (3.11) sisteminin dengesinin kararlilig1 Matignon tarafindan asagidaki gibi tanimlan-

mis ve belirlenmistir | (Matignon, 1996)):
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Tanim 3.2.5. (3.11)) otonom sistemi
i) kararhidir ancak ve ancak keyfi bir xq i¢in dyle bir € > 0 vardir ki ¢ > 0 i¢gin ||x(7)|| < € dir;
ii) asimptotik kararlidir ancak ve ancak [ETw |lx(2)]| = 0 dir.

Teorem 3.2.6. (3.11) otonom sistemi

\Z/
a) asimptotik kararhdir ancak ve ancak |arg(A(A))| > > dir. Bu durumda 7~ gibi durum bile-

senleri 0 a dogru azalir.

b) kararlidir ancak ve ancak ya asimptotik olarak kararlidir ya da |arg(A(A))| > v—; yi saglayan

ozdegerler bir geometrik katliligina sahiptir.

Ispat. Caputo igin baslangig degeri x(0) = xo olan ¢D}j x(t) = Ax(t), v € (0,1) denkleminin
¢oziimii teorem (3.2.1))’in ispatindaki gibi hesaplanarak x(f) = xoEy | (At") olarak bulunur. (3.6)

esitliginden

Ey1(AtY) =TEy 1 (AtY)T ™" = Tdiag[Ey 1 (M1Y),Ey.1(AatY), ..., Ey1(Aut*)]T ™!

(3.12)

elde edilir. (3.4) esitsizligi ve (2.4) denklemi, (3.12) esitliginde uygulandiginda t — 4o ve

1 <i<niken

b -

1) ==Y
e = T(1—vk)

|Ev.1(AtY)| = ||diag|Ey 1 (MtY),Ey1(AatY), ..., Ey 1 (AutV)]|| = O

+0(|A¥|717P) =0,

olmaktadir. A matrisinin bir Jordan kanonik formuna benzer oldugu kabul edilirse (3.7) esitli-

ginden

Ey1(AtY) = Tdiag|Ey1(Jit"),Ev1(Jat"), ..., Ey 1 (Jut")]T ™"
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elde edilir.

oo J,tV)k o (tV)k
E, 1(JitY) = (’—: gk
valit’) kgr(vkﬂ) k_Zor(ka)’
— ni—1 4 k—n;j+1
A Ga! Gl
_i ()" Af
- A T(vk+1) Clak!
Ak
o ()& ) e e (30 L P
,;)r(vk+1) ,{Z(')F(vkjtl)ck)ti kzor(vkﬂ)ck A
i (Ait¥)*
B = T(vk+1)
B N (30 LY
C A
kzbl“(karl) ke
o (v
= T(vk+1)
Evi(t¥) darEvi(t) o oty (GE)" Eva(Aar?)
B Ey1(Ait")
o Eva ()

Ev,l (ll'lv)

1<i<rvet—ooiken|Ey(At")] —0ve |%(%)jEv71(/litV)\ —0;(0<j<n—1,1<i<r)

dir. Burada hesaplamalar (3.8) esitligindeki gibi yapilmugtir.
t — oo oldugunda ||x(1)|| = ||xoEv 1(AtY)|| — 0 dir. m

Teorem 3.2.7. (3.11) sistemindeki A matrisinin sifir olmayan tiim 6zdegerlerinin (3.9) esit-
\'¥)

sizligini sagladigini, |arg(A(A))| = - esitligini saglayan kritik 6zdegerlerin ayni cebirsel ve

geometrik katliliklara sahip oldugunu ve A’nin bir Jordan blok matrisi diag(J1,J/2,...,Jui)’ye

karsilik gelen k-kath sifir 6zdegerlerine sahip bir Jordan blok matrisi oldugu varsayilsimn. Bu
i

durumda, J; n. mertebeden bir Jordan kanonik formu, Z n=kvenv <1, (1<I<i)olmak
I=1
tizere sisteminin sifir ¢oziimii kararhidir ancak asimptotik kararl degildir | (Qian, 2010).

Ispat. A’nin k-katli basit sifir 6zdegerleri varsa,

1 1
x(t) = xotV "' Tdiag [Q, Ty T ] 7!

N J/
-

k
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dir. 7, Teorem (3.2.1)) veya (3.2.3])’dekiyle ayn1 anlama sahip oldugunda, Q, A’nin sifir olmayan
tiim 6zdegerlerine karsilik gelir ve rY~'Q simirlidir. Dolayisiyla bu durumda sifir ¢6ziim karar-
lidir ancak asimptotik olarak kararli degildir. Simdi k-kath sifir 6zdegerlerine karsilik gelen

Jordan kanonik formunu incelemek gerekirse basit bir hesaplamayla

1/9Y y R k(= 1) (k= jE DAY v
F(ﬁ) Ev.v(At mzo_k;. JIT(VE+ V) z:o_ T(vj+v)

dir. n; katliligina sahip sifir 6zdeger, n; x n;, 1 <1 < i mertebeden asagidaki Jordan kanonik

bloguna karsilik gelir;

1 v t(”l*”"
I'(v) I(2v) I'(nv)
1
Jnl = F(V) v
I'(2v)
1
(V) n;Xn;

Yani n;v < 1 kosulu altinda t"_lJnl’nin 1 <1<, t>tg>0ile sinirh oldugu goriilmektedir.

Bu nedenle, sifir ¢oziim kararlidir ancak asimptotik olarak kararli degildir. m

Uyar1 3.2.8. a) sistemindeki A matrisinin sifir olmayan tiim 6zdegerlerinin esit-
sizligini sagladigini ve A’nin diag(Jy,Ja, . . .,Jy;)’ye karsilik gelen k-kath sifir 6zdegerle-
rine sahip bir Jordan blok matrisi oldugu varsayilsin. Burada J;, n mertebeden bir Jordan
kanonik formudur, Zl.”l =k, vemv <1, 1 <1 <idir. (3.2) sisteminin sifir ¢oziimii

I=1
asimptotik kararhdir.

b) (3.11) sistemindeki A matrisinin sifir olmayan tiim 6zdegerlerinin (3.9) esitsizligini sag-

ladigini, |arg(A(A))| = % yi saglayan kritik 6zdegerlerin ayni cebirsel ve geometrik kat-
liliklara sahip oldugu ve A’nin sifir 6zde8erinin aym cebirsel ve geometrik kathiliklara
sahip oldugu varsayilsin. ¢cDyx(t) = Ax(t) sisteminin , v € (0,1) sifir ¢oziimii kararli-
dir ancak asimptotik kararli degildir. A’nin sifir 6zdegeri, birden biiyiikk mertebeden bir

Jordan bloguna karsilik geliyorsa, sifir coziimler kararsizdir.

¢) ¢Dy,x(t) = Ax(t)’nin, v € (0,1) sifir ¢oziimii A’nin sifir 6zdegeri oldugu siirece A’nin
geri kalan 6zdegerlerinin nerede olduguna bakilmaksizin asla asimptotik olarak kararl
degildir. Bu gercek, x(f) = x(0)Ey ; (Ar") ¢Oziimiiniin var olmasi ve Teorem (3.2.7)’nin

ispatindan goriilebilir.
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Tanmm 3.2.9. z* sabitinin, cD) z(t) = f(,z(t)), v € (0, 1) olarak verilen Caputo kesirli dinamik

sistemin bir denge noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(¢,z*) = 0 olmasidur.

Asagida bir ornekle salgin hastalifa ait matematiksel modelin denge noktas1 gosteril-

misgtir.

Ornek 3.2.10. Cocuk hastaliklarindan biri olan kizamik hastaligimin SEIR modelinde; S’ nin
duyarli, £’ nin enfekte, I’nin bulasici ve R’nin bagisiklik ile iyilesen popiilasyonlar oldugu kabul

edilsin. SEIR modeli:

S=v—uS—BsI,
E=BSI—(u+K)E,
[=xE—(u+al,

R=al—uR

seklindedir. | (Van, 2008)’den alinan bu modelin denge noktasi bulunacak olursa (3.2.9) tanimi

geregi:
$=0,
E=0,
i—o,
R=0

%
hesaplanmalidir. Buradan hastaliksi1z denge Ey = (H’ 0,0,0) olarak bulunur. Endemik denge

ise E <A1A2 VﬁK—‘uAlAQ V,BK—HAIAZ OCV,BK—OC‘LLAlAQ
1:

kB’ PBxAy T BAAY UBA1A,
rada A =u+oveAr, =+ kdir.

) seklinde hesaplanir. Bu-

3.3. Yeni Nesil Matris Yontemi

Kesirli mertebeden sistemlerin 6zel bir durumu olan epidemiyolojik bir denklem siste-
minin kararlilik analizi temel tireme sayis1 kullanilarak da yapilabilir. Kararlilik analizi ile Ry
arasindaki bu iligki 4. boliimde ayrintili olarak incelenecektir. Bu boliimde ise kararlilik analizi
icin gerekli olan temel lireme sayisinin hesaplanma yontemlerinden biri olan yeni nesil matris

yontemi ele alinmistir ve ¢esitli drnekler verilmistir.
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Ry’1 matematiksel olarak hesaplamak i¢in Jacobian yontemini, hayatta kalma fonksiyo-
nunu, yeni nesil matris yontemini, endemik dengenin varligini ve karakteristik polinomun sabit
terimini iceren cesitli yaklasimlar mevcuttur (|[Hetfernan, 20053 L1, 2011)). Bu yaklasimlardan
en yaygin olarak kullanilani yeni nesil matris yontemidir | (Diekmann, 1990). Yontemde Ry,
yeni nesil matrisin spektral yaricapi olarak tanimlanmustir. Yontem genel klasik epidemiyolojik

modeller i¢in | (Castillo, 2002)’deki yaklasim kullanilarak asagidaki gibi 6zetlenebilir:

dx
— = E.1
dt f(x7 ) )7
dE
— = E.1 3.13
dt g('x7 b )7 ( )
dl
— =h(x,E, 1
dt (:E,T)

sistemi olugturulur. Burada x € R™, E € R", 1 € R", m,n,r > 0 ve h(x,0,0) = 0 dir. Ayrica x’in
bilesenleri; duyarli, iyilesen ve enfekte olmayan birey sayisini temsil eder. E’nin bilesenleri,
hastalig1 bulastirmayan enfekte olmus kisilerin sayisini temsil eder. I’'nin bilesenleri, hastalig1
bulastirabilen enfekte bireylerin sayisini temsil eder. Uy = (x*,0,0) hastaliksiz denge noktasini

gostersin; yani
F(x*,0,0) = g(x*,0,0) = h(x*,0,0) =0

olsun. g(x*, E,I) = 0 denkleminin kapal olarak bir E = g(x*,I) fonksiyonunu belirledigi varsa-
yilsin. Ayrica A = Dyh(x*,g(x*,0),0) olsun ve A matrisi M > 0 (yani M;; >0, i# j)veD >0
olacak bicimde bir kosegen matris olmak {izere iki matrisin farki olarak A = M — D esitligi ile
yazilabilsin. Bu durumda, temel iireme say1s1 Ry, MD~! matrisinin spektral yarigap1 (dominant

0zdeger) olarak tanimlanir. Yani,
Ry=oc(MD™) (3.14)

dir. Rgp 1n formiilii araciligiyla nasil hesaplandigin1 gostermek ic¢in asagidaki ornek ince-

lenmektedir.
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Ornek 3.3.1. Asagidaki denklem sistemi ile verilen bir SEIR modeli ele alinsin.

(. I

S—A—IBSN—MS,

E=BS— —(U+k)E,
N( ) (3.15)

|R=vI—uR

Burada E; belirti gdstermeyen bireylerin sayisini, k; belirti gostermeyen bir bireyin bulagici hale
gelme hizim1 gostermektedir. x’in bilesenleri; duyarl, 1yilesen ve enfekte olmayan birey sayisini
temsil ettiginden x = (S, R) dir. E’nin bilesenleri, hastalig1 bulagtirmayan enfekte olmus kisilerin
sayisini temsil ettiginden E = E dir. I'nin bilesenleri, hastalig1 bulastirabilen enfekte bireylerin

sayisini temsil ettiginden I = 7 dur.

(3.15)) sistemi icin (3.13)’deki gibi tanimlanan f, g, ve h fonksiyonlar1 asagidaki gibidir:
FeA—Bst_us
- N ILL b

I
=pS——(U+k)E

h=kE—(y+p)l.

(3.13) sistemi i¢in hastaliksiz denge noktasi Uy = (x*,0,0,0) olsun.

. I*
S=A—-BS"——us* =0
BS' —m ,
. I
E=BS"—— KYE* =0
[ =kE* — (y+u)I* =0,

R=1yI*—uR*=0
esitliklerinden kE* — (y+ u)I* =0ise I = 0i¢in E* = 0 olarak elde edilir. Buda h(x*,E*,I*) =
h(x*,0,0) esitliginin saglandigin1 gostermektedir.
YI* — uR* = 0 denkleminde /* = 0 oldugundan R* = 0 dur.
x A
A— ﬁS*IN — uS* =0 esitliginde I* = 0 yazildiginda $* = ﬁ olmaktadir. Boylece Uy =

A
(H,O,O, 0) ve N =S+ E + I+ R oldugundan baslangigta N = S’dir. Yontemde g(x*,E,I) =0
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denkleminin kapali olarak bir E = g(x*,I) fonksiyonunu belirledigi varsayilmisti. N = S esitligi,

g(x*,E,I) = 0 denkleminde yazildiginda

BI

E= (3.16)

1
seklinde elde edilir. Boylece g(x*,I) = % dir. A = Dyh(x*,8,0) ve A = M — D idi. (3.16)

esitligi 4 fonksiyonunda yerine yazilirsa,

', 8.0) =k Pl (w1
zl(kﬁ —(r+u)
olarak bulunur.
M-D=kL (i)
u+k

esitliginden

B
M=k——: D=

k
dir. Boylece Ry = 6(MD™!) = K dir.

(U+k)(y+u)

Temel iireme sayisini hesaplamak ic¢in kullanilan yontemlerden biri olan yeni nesil mat-
ris yontemi Van den Driessche ve Watmough tarafindan daha da detaylandirilmigtir
(Van, 2002). Bu yaklasimda temel iiretim sayisin1 hesaplamak i¢in popiilasyon, modelin epide-
miyolojik yorumu da g6z 6niinde bulundurularak enfekte ve enfekte olmayan seklinde alt po-
piilasyonlara ayrilir. Daha sonra enfekte alt popiilasyon olan hesaplama i¢in Jacobian matrisi;
iletim matrisi (F) ve gecis matrisi (V) olarak iki matrisin toplami olacak sekilde ayristirilir. Bu

yontem | (Van, 2008)) deki haliyle asagidaki gibi 6zetlenebilir:

r tane homojen boliime ayrilmis heterojen bir popiilasyon gz Oniine alinsin. n tane en-
fekte olmus alt popiilasyon ve m tane enfekte olmayan alt popiilasyon oldugu varsayilsin. Dola-
yisiyla ele alinan popiilasyon icin r = m + n degiskenli bir dinamik model s6z konusu olacaktir.
x=(x1, - ,xn) ER"vey=(y,---,yn) €R" vektorleri sirastyla enfekte bolimlerdeki m

degiskenli vektorii ve enfekte olmayan bolmelerdeki n de8iskenli vektorii gostersin. Burada
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x>0,(i=1,---,m)vey; >0, (j=1,---,n) her bir bolimdeki birey sayisidir. Bu durumda

* Zi(x,y), bolum i’de yeni enfeksiyonlarin ortaya ¢ikma orani,

* ¥i(x,y), bolum i ile diger enfekte boliimler arasindaki diger gecislerin orani

olmak iizere dinamik model

dx;

d); :‘/i(x7y)_7/i(x7y) = 17 1, (317)
dy; .

D Hjwy) =1

seklinde yazilir. Burada .%; deki gecisler y’den x’e olup, ¥#; deki gecisler x’ten y’ ye (6rnegin

lyilesme orani), x’ten x’e ya da sistemden ayrilanlari (6rnegin 6liim orani) da kapsamaktadir.

(3.17) sisteminde fonksiyonlar agagida aciklanan kosullar1 saglar:

al) Her i = 1,---,n i¢in y > 0 ise .%;(0,y) = 0, #;(0,y) = 0 dir. Tim yeni enfeksiyonlar,
enfekte olmus konakcilardan kaynaklanan ikincil enfeksiyonlardir; hastalik boliimlerine

bireylerin go¢ii yoktur.

a2) Heri=1,---,n ve negatif olmayan x, y i¢in .%;(x,y) > 0 dir. . fonksiyonu yeni enfek-

siyonlar1 temsil eder ve negatif olamaz.

a3) x;=0,i=1,---,n, oldugunda ¥;(x,y) < 0 dir. Her bilesen, ¥#;, boliim i’den net bir ¢ikis1
temsil eder ve boliim bog oldugunda negatif (yalnizca girig) olmalidur.

n
a4) Negatif olmayan tiim x ve y icin Z ¥i(x,y) > 0 dir. Bu toplam, enfekte olmusg tiim bo-

i=1
n

liimlerden toplam ¢ikis1 temsil eder. Modeldeki Z x; artiglarina yol acan terimlerin ikincil
i=1
enfeksiyonlar1 temsil ettigi varsayilir ve bu nedenle .7 ’ye aittir.
dv:
a5) Hastaliksiz sistemin % = #(0,y) asimptotik olarak kararl benzersiz bir dengeye sahip

oldugu varsayilsin. Yani, (0,y) formunun baglangi¢ kosullarina sahip tiim ¢oziimler bir

(0,y*) noktasina r — oo olarak yaklasir. Bu noktaya hastaliksiz denge denilmektedir.

Lemma 3.3.2. x*, (3.17) sisteminin bir hastaliksiz denge noktasiysa ve (3.17)) sisteminde fonk-

siyonlar yukaridaki al - a5 kosullarini sagliyorsa Jacobian matrisi D.% (x*) — DY (x*) olacak
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sekilde ayrigir:

F 0 vV 0
DF (x*) = , DV (x*) =
0 0 J3 Jy
Burada F = [8?()6 )} veV = {8”/3()5 )] seklinde tanimlanir. F° ve V’nin biyolojik
Xj Xj

anlamlarindan, F’nin giris agisindan negatif olmadigi ve V’nin tekil olmayan bir M matrisi

oldugu sonucu ¢ikar | (Berman, 1994) dolayistyla V! giris agisindan negatif degildir.

Yeni nesil matrisi iletim ve gecis matrisleri kullanilarak FV~! olarak tanimlamr. FV~!
matrisinin girdileri (i,k) olarak diisiiniiliirse anlamli bir Ry tanimi gelistirmek i¢in bu girdiler

asagidaki gibi yorumlanabilir:

» V~"in (j, k) girdisi, hastaliksiz dengenin yakininda kaldig1 ve yeniden enfeksiyon olma-

dig1 varsayildiginda bu bireyin dmrii boyunca j bolimiinde gecirdigi ortalama siiredir.

* F nin (i, j) girdisi, j boliimiindeki enfekte olmus bireylerin i béliimiinde yeni enfeksiyon-

lar uretme hizidir.

Dolayistyla FV~! matrisinin girdisi baslangigta hastaliksiz bir popiilasyonun k bolii-

miine giren enfekte birey tarafindan i boliimiinde iiretilen beklenen yeni enfeksiyon sayisidir.

Sonug olarak yeniden detaylandirilan bu yaklagimda temel iireme sayisi (Rp) yeni nesil

matrisinin dominant 6zdegerleri veya spektral yarigap1 olarak tanimlanir.
Yani; Ry = (FV~!) dir.

Ayrica yeni nesil matrisin baslangicta konakc¢i popiilasyonda enfekte birey olmadigi du-

rumlarda uygulandigina dikkat edilmelidir.

Bu yaklagimi daha iyi kavrayabilmek i¢in asagidaki ornekler incelenmistir.

Ornek 3.3.3. Bulasic1 hastalik modeli, negatif olmayan baslangic kosullartyla birlikte asagidaki

diferansiyel denklemlerden olugsmaktadir.
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E = B1SI/N+BTI/N — (d+v+r)E + pral,
[=vE—(d+n)l,
S =b(N)—dS—BiSI/N,

T =—dT +nrnkE —|—qr2]—[32TI/N

Burada S duyarl bireyler, £ maruz kalan bireyler, I enfekte bireyler, 7' tedavi edilen bireylerdir.

E’den I’ya ilerleme ve tedavinin basarisizligi yeni enfeksiyonlar olarak degil, enfekte
bir bireyin ¢esitli bolmeler yoluyla ilerlemesi olarak kabul edilir. Buradan .# ve ¥
Bi1SI/N + B, T1/N (d+v+r)E—prl

y: /V:
0 —VE 4 (d + )l

seklindedir. Enfekte bolmeler E ve I'dir. E = I = 0 olan bir denge ¢oziimii x = (0,0,S,,0) "
bicimindedir, burada Sy, bSo = dSp’1n herhangi bir pozitif ¢oziimiidiir. Bu, ancak ve ancak
b'(So) < d ise hastaliksiz bir denge olacaktir. Genelligi kaybetmeden, Sy = 1’in hastaliksiz bir
denge oldugunu varsayilsin. O halde

0 d+v+r —pr
P B oy Lo

0 O —Vv d+r

1 d+nr pra

vi=
(d+v+r)(d+r)—vpr v d4v+r

olmaktadir. Ry = 6(FV~!) den

Ry— Brv
((d+v+ri)(d+r)—vpr)

olarak hesaplanir.

Ornek 3.3.4. Asagidaki COVID-19’un bulasmasini tamimlayan diferansiyel denklemler ele
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alinsin.

ds

— = —usI

dt l‘l’ )

dl

— =uSsSl — I
5 = HWSI=(B 471,
dR

= —BJ

dt B?

b _

ar !

Burada S duyarl bireyler, / enfekte olus bireyler, R iyilesen bireyler, D 6len bireyler, N toplam
niifus, pu duyarlilardan bulasict bireylere bulagsma orani, B enfeksiyondan kurtulma orani, y

hastalik kaynakli 6liim oranidir.

x enfekte boliimlerdeki vektorii, y enfekte olmayan boliimlerdeki vektorii temsil ettigin-
den x = (I), y = (S,R, D) olarak belirlenmektedir. Dinamik modelden yeni enfeksiyon orani
F = uSI ve diger enfekte boliimler arasindaki gegisler ¥ = (B + y)I olarak yazilir. I ya gore

kismi tiirev uygulandiginda

F=us ve V=B+7y

olur. Ry = o(FV~!)’ den Ry =

S
K olarak hesaplanir.
B+
Ornek 3.3.5. Asagida ele alinan

% = —Bpspr+ ©pr,
% = BpspPr — VPE,
% = VpPE — 0Py,
% = op; — OPR

SERIRS modelinde ps, pe, p1, Pr sirastyla duyarli, maruz kalan, enfekte ve iyilesmis bireylerin
fraksiyonlarini gosterir. Ayrica @ dogal bagisiklik kaybi oranini, v bulagiciya gegis oranint, 3 >

0 enfeksiyon hizinin birim zamanini, ¢ > 0 iyilesme hizinin birim zamanini1 géstermektedir.

(pE,pr)’y1 enfekte siifin niifus yogunlugu olarak kabul edilmektedir. Dolayisiyla, bu
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sistem i¢in agagidaki gibi .# ve ¥ vektorleri bulunmaktadir:

\%
7 Bpspr ” PE

0 VPE + 0P

Hastaliksiz denge noktasi (py, pg, pr) = (1,0,0) seklinde; F' ve V matrisleri

0 v 0
F = B , V=
0 0 -V o
seklindedir.
—. /v 0
l/o 1/o

oldugundan temel iireme say1s1 FV ! den

Ro =

Q™

olarak hesaplanir.

Ornek 3.3.6. Asagidaki gibi bir SEIR modeli ele almsin;

S=—BSI+ A —us,
E=BSI—(U+k)E,
[=kE— (A +uw)l,

R =17yl — uR.

Burada S duyarl bireyler, E maruz kalmis bireyler, I enfekte bireyler, R iyilesmis bireyleri ifade
etmektedir. Ayrica burada 8 etkin temas orani, A duyarli kisilerin “dogum” orani, g 6liim orant,

k maruziyetten (gizli) enfekte olmaya ilerleme hizi, y uzaklastirma hizidir.

Modelde yalnizca iki enfeksiyon sinifi E ve I vardir. Boylece bu sistem igin .# ve ¥
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vektorleri asagidaki gibidir:

BSI (W+k)E
0 —kE + (y+n)I

Hastaliksiz denge noktasi (S*,E*,I*,R*) = (A/u,0,0,0) dir. F matrisi, enfeksiyon siniflarin-
daki degisikliklere gore yeni enfeksiyon oraninin kismi tiirevlerini toplar; V matrisi, iki enfek-
siyon durumu arasinda hareket etmenin ¢esitli yollarinin kismi tiirevlerini toplar. Boylece F ve

V matrisleri

(0 BA/u s [k
o o / —k  y+u
seklinde elde edilir.
1
0
—1_ (1 +k)
Vo= k 1

(L+k)(y+u) y+u

olmaktadir. Ry, FV ~! matrisinin dominant 6zdegeri oldugundan oncelikle

BAk BA
Fv = uu+rk)(y+u) wply+p)
0 0

seklinde hesaplanir. Boylece

BAk
p(p+k)(y+p)

Ry =

olarak bulunur.
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4. KESIRLI MERTEBEDEN TUREVIN BiR UYGULAMASI

Kesirli mertebeden sistemlerin kararlilik analizi bir 6nceki boliimde teorik olarak veril-
misti. Uglincii boliimde yer alan yontemlerin uygulamasina ait bir drnek olarak bu béliimde,
Tiirkiye’de gozlemlenen veriler kullanilarak kesirli mertebe SEIRD matematiksel modeli su-

nulmus ve kararlilik analizi s6z konusu yontemler kullanilarak yapilmstir.

Matematiksel modeller, cesitli alanlardaki sorular1 desteklemek i¢cin matematiksel epi-
demiyologlar tarafindan kullanilmaktadir. Genel olarak epidemiyolojide kullanilan modellerin
tiirii ve bi¢imi, salginin evresine baglidir. Bir salgindan once, kritik bogluklar1 planlamak, belir-
lemek icin modeller kullanilir ve bir pandemi durumunda tespit etmek, yanit vermek i¢in planlar
hazirlanir. Pandemi yavaglamaya bagladiktan sonra modellemeciler pandeminin neden oldugu
uzun vadeli etkilerle ilgili modeller gelistirmekle ilgilenmektedirler. Ge¢mis yillarda salgin has-
taliklarin gelisim evresini ve yayilma hizin1 arastirmak icin gesitli ¢calismalar yapilmistir. Bu
konudaki ilk ¢caligma | (Frank, 1972) tarafindan hastaliklarin dogal tarihi lizerine yapilmig ve bu
calismalarin sonunda bir kitap yazilmistir. Diinyanin her yerindeki insanlarin karst karsiya ol-
dugu bulagic hastaliklar; HIV(insan bagisiklik yetmezligi viriisii), COVID-19, SARS (siddetli
akut solunum yolu sendromu), sitma, grip, tiiberkiiloz, ¢icek hastaligi, kizamik, sar1 humma,
kolera vb. gibi hastaliklardir. Bu boliimde bu hastaliklardan biri olan COVID-19 hastaliina ait
kesirli mertebeden bir matematiksel model kesirli mertebeden sistemlerin kararlilik analizine

dair bir uygulama olarak incelenmistir.
4.1. Matematiksel Modelin Olusturulmasi

COVID-19 pandemisi veya koronaviriis pandemisi 1 Aralik 2019°da Cin’in Wuhan ken-
tinde ortaya c¢ikti. Bu hastalikta en sik goriillen semptomlar ates, 0ksiiriik, nefes darli1 ve anoz-
midir. Agir vakalarda zatiirre, agir solunum yetmezIligi, bobrek yetmezligi ve 6liim gelisebilir.
Bu salgin ilk olarak Wuhan’daki deniz iiriinleri ve hayvan pazarinda tespit edildi. Sonra in-
sandan insana yayilmaya bagladi. Hastalik, hasta kisilerin 6ksiirmesi ve hapsirmasi ile yayilan
damlaciklarm solunmas ile bulagir. Onleyici tedbirler arasinda fiziksel veya sosyal mesafe, ka-
rantina, kapali havalandirma, Oksiiriirken ve hapsirirken agzin ve burnun kapatilmasi, ellerin
yikanmasi ve yikanmamus ellerin yiizden uzak tutulmas yer alir. WHO (Diinya Saglik Orgiitii)

(WHO, 31 Aralik 2019), hastaligin bulagsma riskinin yiiksek oldugu ve sosyal mesafeyi koru-

manin zor oldugu bolgelerde yiiz maskelerinin kullanilmasini 6nermektedir. Eyliil 2021 tarihi
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itibaryla yaklasik 4 milyon 6liim vakast ile yaklagik 219 milyondan fazla kisi etkilenmistir.

SEIRD modelinde, varsayilan bir sabit popiilasyon, hastalik durumlarina gore bes ayri
alt popiilasyona boluniir. S(7), E(¢), I(t), R(t) ve D(t) durumlar sirasiyla ¢ anindaki duyarl,
maruz kalan, enfekte olan, iyilesmis ve 6len bireylere kargilik gelir. Niifusun tiim alt popiilas-

yonlart arasindaki iligkiler Sekil 4.1} de gosterilmektedir.

Kl
le » (D) Oliim

| I
BSI/N vE
(S) Duyarh  p————P (E)Maruz Kalan (1) Enfekte

A '
Al
lus ll—lE I‘lll (R] iyilesme
oR
nR

Sekil 4.1. Onerilen SEIRD modelinin sematik diyagrami

A J

Sekil . T[de gosterilen oranlar agagidaki gibi tanimlanmugtir:

b: Niifusun dogum orani,

u: Normal yoldan 6liim oran,

B: Enfekte olan her bireyin temas sayisi (Enfeksiyon orani),

¥: Hastaliga maruz kalanlarin semptomatik hale gelme hiz1 (Kulugka orani),

k: Hastaliktan 6lenlerin orani,

A: Birim zamanda iyilegen kisi sayis1 (1/Hastalik siiresi),

0: Hastalig1 atlatan bireylerin hastaliga karsi bagisikligin1 kaybetme orani (1/ortalama

niiks siiresi).

Sekil @.1deki diyagramla ilgili dinamik diferansiyel denklem sistemi asagidaki gibidir:
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;

. 1
S=bN—ﬁSN+5R—[,LS,

: SI

E—ﬁﬁ—}’E—uE,

I =vE —«xI—MAI—ul, 4.1)
R=AI—68R— UR,

D =«xl

\

burada N, ¢aligilan bolgedeki toplam niifusu temsil eder, yani N = S+ E + 1+ R+ D dir. @.1)

ile verilen sisteme

, 1= =

D
d=— 4.2
A= (4.2)

2| =

I
—,r
N

=| &

doniisiimii yapilirsa sistem boyutsuzlastirilir ve boylece sistem popiilasyon degerinden bagimsiz
hale gelir. Buradan kesirli tiirev uygulanarak elde edilen nCOVID-19 dinamikleri i¢in kesirli

mertebeden bulasma modeli asagidaki gibidir:

(

DVs=b—Bis+ ér— us,

DVe = Bis — ye — ue,

DVi= e —Ki— Ai— Ui, (4.3)
DYr=Ai—or—pur,

DVd = «xi.

Burada v parametresi; (4.3)) epidemik modelindeki hafiza etkilerini tanimlayan 0 < v < 1 olmak
iizere kesirli mertebeden tiirevi temsil etmektedir. Sistem (4.3])’teki kesirli modelin ¢6ztimii igin

MATLAB i¢inde Adams-Bashforth-Moulton yontemi kullanilmistir | (Diethelm, 2002).
D ile verilen degiskenin Sekil @.17deki kapali dongiiniin disinda kaldig1 agik¢a gorii-
lebilmektedir. Ayrica, (4.3))’'te verilen denklem sisteminde "d" degiskeninin diger degiskenler

tizerinde herhangi bir etkisinin olmadig1 asikardir. Bu yiizden, bundan sonra kritik noktalarin

bulunmasinda ve kararlilik analizinde besinci denklem dikkate alinmayacaktir.
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4.2. Denge Noktasi ve Kararhlik Analizi

0 < v <1 esitsizligini saglayan v. mertebeden (4.3) denklem sistemi ele alinsin. &.3))

sisteminin denge noktalar1 (4.3)) sisteminin sag tarafinda yer alan esitlikler sifira esitlenerek;

yani
.
DVs =0,
DVe =0,
DVi=0, (4.4)
DYr=0,
DVd =0

\

olarak ayarlanarak bulunabilir. Iki denge noktas1 vardir:

* hastaliks1z denge, hastaligin yayilmadiginda olan denge,

* tek endemik denge.

(4.4) sistemindeki esitlikler ¢oziilerek hastaliksiz denge

Ey = (s*,e*,i*,r") = (3,0,0,0) 4.5)

olarak elde edilir. Burada b, u sabit parametrelerdir. Baglangigta popiilasyonda viriis olma-
digindan aktif vaka (enfekte kigi) sayist sifirdir (i(0) = 0). Baslangigta popiilasyon sayisi-
nin sabit oldugu varsayildiginda, sistemdeki bolmelerin oranlar1 toplami 1’e esit olmaldir,
{s(0) 4+ e(0) +i(0) +r(0) +d(0) = 1}, ve sistemin sag tarafinin toplamu sifira esit olmalidr,

{§+eé+i+i+d=0} Dolayisiyla e* = i* = r* = d* = 0 olmasi nedeniyle s* = b/u = 1 elde

edilir.

Hastaliksiz denge diginda, (4.4) sistemindeki ilk dort esitligi s* # 0, e* # 0, # 0, r* #0

kosullar altinda ¢ozerek E| = (s*,e*,i*,r*) endemik dengesi agagidaki gibi bulunabilir:
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Sistem (#.3))’ten

Ai* — (8 + )t =0,
= Ai* _iC]A?,_C_]&
S+u AzaBf  af’

ve' — (K +A+pu)i* =0,

. (KtA+u, .. ArciA;
o= (TR 4

4 Y e’

Bs*i* —ye* — ue* =0,
L Atpe oyt ktA+uy AlA
o= (55 = (g () =4,

l‘*

(
b—Bs*i*+or"—us* =0,

Y+u, K+A+0u Ao
- _‘us*—Sr*—b_b_u< ﬁ )( )+6(5+‘u)l
a Bst YHU, K+A+U
p() (AL
Y+u, , K+A+u A1Ay
b— b —
) u( 5 )( - ) _ e
K+A+u A A1A2A3 —SAy
— ")-6
_ (YBb—pA1Ar)A3  c1A3
{ (A1A2A3—8AY)B
ifadeleri elde edilir. Burada
Y+u=A4, K+A+u=A;, O+ u=A3 (4.6)
ve
YBb— 1A 1Ay = cy, AlAyA3 — Ay =102 4.7

dir. (4.6) ve (@.7) esitlikleri yerlerine yazildiginda endemik denge noktasi

(4.8)

E — (A1A2 A2A3C1 A3€1 C]l)
: By~ Bycx ' Bereaf
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seklinde bulunmaktadir.

Dinamik sistem (4.3)), salgin hastaliklarin davranigini temsil etmek icin en az bir kararli
duruma sahip olmalidir. Pozitif denge noktalarinin yerel olarak kararli olup olmadigimi elde
etmek icin, denge noktalarindaki Jacobian matrisinin 6zdegerlerini hesaplamak gerekir. (4.3)

sisteminin Jacobian matrisi agsagidaki sekildedir:

[ _Bi—u 0 —Bs 5
- 0
I Bi YU Bs (4.9)
0 Y —(k+A+u) 0
0 0 A —(6+u) |

(4.9) matrisinin 6zdegerleri, det(J — zl4) = 0 karakteristik polinomu ¢6ziilerek hesaplanir. Bu-

radan Iy, 4 x 4 boyutlu birim matris olmak iizere
P() =+ a2 + m +asz+as =0, (4.10)
dir. Burada

ar =A; +A2 +A3+ Ay,

ay =A1As+A2A3+ (A1 +Ag)(Ay +A3) — vBs™,

a3 =A1A4(A2 +A3) +ArA3 (A1 +Ay) — (A3 + 1) YBs™,
as = A1A2A3A4 — AsuyBs™ — Bi*YAS,

A4:ﬁi*—|—‘l.l,

dir. (4.3)) dogrusal olmayan sisteminin kararli durumlar yerel olarak asimptotik olarak kararlidir
ancak ve ancak (@.10)’daki P(z) polinomunun tiim kokleri negatif reel kisimlara sahiptir. Aksi

takdirde, sistemin kararli durumlari kararsizdir.

Van den Driessche ve Watmough tarafindan gelistirilen yeni nesil operatorii yontemini
kullanarak (#.3)) sisteminin temel iireme sayisi, Ry, FV ~!’nin dominant 6zdegeridir. (#.3) mo-

delinde enfekte sinifi e ve i dir. Boylece dinamik modelden .# ve ¥ vektorleri

Bis Ye + We
0 —Ye+ (Kk+A+pu)i
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seklinde yazilmaktadir. e ve i’ ye gore kismi tiirev uygulandiginda

0
F= bs
0 O
ve
+ 0
v YTH
—Y K+A+u

olarak bulunur. Dolayisiyla yeni nesil matrisi

o 1 K+A+u O
(K +2A 4 p)(y+u) y Y+ 1
olmak tizere
Bys Bs
K=Fv'i=| (k+A+p)(y+p) (kx+A+u)
0 0

seklinde elde edilir. Boylece, yeni nesil matrisinin dominant 6zdegerinden elde edilen R temel

lireme sayi1sl1

Ry = Byb _ | By
p(y+u)(k+24+p) HA A2

olarak elde edilir.

4.3. Denge Noktalarimin Kararhhg:

(#.2) kisminda da bulundugu gibi genel olarak da epidemiyolojik modellemede iki denge
noktasinin varlig1 elde edilir; hastaliksiz denge ve endemik dengedir. Hastaliksiz denge popii-
lasyondaki enfekte bireylerin yoklugundaki denge ¢coziimiidiir, diger yandan endemik denge ise
enfekte bireylerin varligindaki denge ¢6ziimiidiir. Kararli durumlarin yerel kararhilik analizleri

Ey hastaliks1z denge noktasinda ve E; endemik denge noktasinda ayri ayr1 incelenir.

Rp < 1 esitsizligi saglandiginda dinamik bir sistemin herhangi bir pozitif endemik ka-

rarli durum noktasina sahip olamayacagi aciktir. Ancak, denge noktalarinda £ ve I durumlari
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icin negatif degerlere sahip olmanin biyolojik bir anlam1 olmadig1 bilinmektedir. Bu nedenle
endemik denge noktasinin pozitifligini ve varligini garanti etmek icin Ry > 1 olmas1 gerekir.
Aksi durumda sistem her zaman hastaliksiz dengeye doniisiir. Ayrica Ry > 1 ise tek bir en-
demik denge noktasi vardir. Ey denge noktasinin kararli durumunun varligi, yerel kararhilik
kosullarini saglayan Routh-Hurwitz kriteri kullanilarak da elde edilebilir. Dordiincii dereceden

Routh-Hurwitz kriterine gore yerel kararlilik icin;
aj>0, j=1,...,4,

i¢in

aya —az > 0,

(arap —az)az > a%a4

kosullarinin saglanmasi gerekir. Aksi takdirde, sistemin kararli durumu kararsizdir. (4.3)) siste-

minin (4.5)) Ey denge noktasindaki Jacobian matrisi

—u 0 _Tﬁb o

0 —y—u @ 0
JE, = H

0 Y —(k+A+u) 0

0 0 A —(6+nu)

seklinde elde edilir. £y denge noktasindaki Jacobian matrisinin determinanti

e B 0
det(Jg, —zly) =(—1 —z) y —(K+A+u+2) 0 =0
0 A —(6+pu+2z)
=(-ph=2)(=0—p—2) [(5+N+Z)(K+l+“+z)_%] =0

olarak hesaplanir. P, (z) karakteristik polinomu,

Py (2) = (1 +2)(A3 +2) P, (2)



dir. Burada
Pi (2) = [ + (A1 + A2)z+ A 1Ay — yBb/ = 0] (4.12)

seklindedir. (#.11) denklemindeki Pg,(z) polinomunun ilk iki kokii negatif reel kokler olan
71 = —U < 0 ve 7o = A3 < 0 olarak kolaylikla elde edilebilir. Ey denge noktasinda dinamik
sistem (4.3])’tin kararliligin1 analiz etmek i¢in ikinci dereceden Routh-Hurwitz kararhilik krite-

rini kullanarak P, (z)’nin kararliligina odaklanmak gerekir.

Teorem 4.3.1. Dogrusal olmayan (4.3)) dinamik sisteminin Ej daki hastaliksiz dengesinin yerel
asimptotik kararli olmast igin yeter kosul @.12) esitligindeki P (z) polinomunun tiim kokleri-

nin negatif reel kisimlara sahip olmasidir. Yani
A1A2—’}/ﬁb/‘u >0 yada Rp<1
kosulunun saglanmasidir. Aksi takdirde sistemin hastaliksiz dengesi kararsizdir.

Ispat. Descartes’1n isaret kuralina gore, Pg, (z) polinomu negatif reel kisimlara sahip olmasi
icin Aj + A, > 0 ve AjA; — yBb/u > 0 kosullar1 saglanmalidir. Tiim parametrelerin pozitif
olmasi nedeniyle A + A, > 0 oldugu agiktir. Bu nedenle, sistemin hastaliksiz dengesinin yerel
kararlilig1 sadece AjAy — yBb/u > 0 kosuluna baglidir. Bu esitsizlik Ry < 1 ve ¢; < 0 kogulunu
saglar. O zaman tiim 6zdegerler negatif olacaktir. Bylece (4.3) hastaliksiz denge noktasi yerel

olarak kararlidir. m

Endemik dengenin kararlili§1 hastaliksiz dengenin kararhilifindan ¢cok daha dnemlidir,
clinkli pandeminin ne kadar siirecegi hakkinda bir tahminde bulunulmasina olanak verir. E

denge noktasindaki Jacobian matrisi

[ Asc —AA i
Ay Ak
Azcy A AjAy 0
Jg, = @ b
0 Yy A 0
0 0 A —Aj
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dir. Bu matrisin determinanti

_Asa —A1A
S0 AR

Ascr A —7 A&

det(JEl —ZI4) = @ ! 14
0 Y —Ay)—z2 0
0 0 A —A3—2

seklindedir. Endemik dengenin kararliligim1 gorebilmek i¢cin Routh-Hurwitz kriterleri kullani-
labilir ancak burada determinant hesaplamasi i¢in gerekli islemler oldukca karisik oldugundan
(4.3) sistemin E;’deki kararliligi temel tireme sayis1 kullanilarak asagidaki teorem yardimiyla

incelenecektir.

Teorem 4.3.2. [4.8[deki gibi pozitif bir E; endemik denge varsa ve Ry > 1 esitsizligi saglani-
yorsa, bu denge noktas1 dogrusal olmayan dinamik sistem i¢in global olarak asimptotik kararli-

dir.

Ispat. Biyolojik anlami sebebiyle (4.3) sisteminin sadece pozitif kararli durumlarina odaklan-
mak miimkiindiir. Bu nedenle, (4.8)) denge noktasindaki tiim degiskenler pozitif olmali. E; de
pozitif bir endemik denge var oldugu varsayilsin. ¢, nin pozitif oldugu agiktir. Ey’deki degis-
kenlerin pozitif olma kosulunu saglamak icin ¢ pozitif olmalidir, ¢iinkii diger tiim parametreler
pozitiftir. Ryp > 0 icin ¢; > 0 dir. Bu da E;’de Ry > 1 saglamyor ise tek bir endemik denge
var olmasi anlamina gelmektedir. £; endemik dengesinin global olarak asimptotik kararlilik-
lar1, Lyapunov kararlilik teorisi ile analiz edilebilir. Bir V Lyapunov fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlansin:
V=s—s"Ins+B(e—e"lne)+ F(i—i"Ini)+ G(r—r*Inr).

V’nin tiirevi

+F (ye — Ki— Ai — i) (

*

*
V:s'(l—s—) +Be’(1—e—
S e

~ o= pis+on (1=

)+Fz(1—§) +Gf<

*

N

3k

1—’—) —|—G(/li—5r—,ur)<

i

*

1——

rr>
> +B(ﬁis—ye—/,te)(1 —%)
1

rr)

olarak elde edilir. Burada b , y+pu , K+ A+ , 6 + u parametreleri (4.3) dinamik sistemin

*

*
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kararli durumunda,

-

6+u=7u

r*

Bi*s*

e*

ye*

it

, K+A+pu=

b=us"+Bi*s* —or", y+u=

seklinde hesaplanabilir. Bu ise

*

V= (us" 4 BitsT - 81— s — Bis + 81 (1 - S—) C(pis— P (1 - 5)

S e*

+mw—ﬁz%LlJ+GupfiwC—i>

l r

sonucunu verir. Burada

s_*:x’ e_*:y’ '—:Z’ — =W (4.13)

esitlikleri g6z oniinde bulundurulsun. Bu degiskenlerin biyolojik anlami dikkate alinarak s nin

*k

1’den azalip O ile 1 arasinda olan s*’ye, digerlerinin 0’dan artarak sirasiyla e¢*, i* ve r* ’ye

ulagmasi nedeniyle x > 1 ve y,z,w < 1 yazilabilir. (4.13]) doniistimiinden sonra;
V= (1——)(us + Bi*s* —or* — us*x— Bs*i*xz+ Or w)—l—B(l——)(ﬁs i“xz— Bs*iy)
X y
+F(1——) (ve*y—vye Z)+G(1 ——) (Ai*z—Ai"w)
z w
—1)? 1— —1 —1)(xz—
_ (=1 u§“+ﬁsﬂ*(( x)(xz )>-+Bﬁs%*<(y )(xz )0)
X y

X
—1)(w—1 — -1 — -1
s ((x )0 >) \ e ((y I >) o ((z w)(w >)
X K w
dir. @ degiskeninin katsayisinin negatif oldugu agiktir. Parametrelerin katsayilarinin i*s*,

BBi*s*, 8r*, Fye* ve GAi* pozitif olma olasilig1 ve bu durumun V’nin pozitif ¢6ziimiine neden

olma olasilig1 vardir. Bu sorunu ¢6zmek i¢in, i¢lerindeki degiskenlerin sifirdan kii¢iik veya sifira

48



esit oldugu kabul edilebilir. Boylece;

(I-x)(xz—1) <0, .
E(yl)?xzy); :Z : 1:3

y <0, .
((x—l)iw—1)> <0, (4.16)
<@_:ﬁ> <0, 4.17)
(W) <0 (4.18)

dir.

x > 1 olmasi nedeniyle (4.14)) esitsizliginden xz > 1 bulunur.

y < 1 olmasi nedeniyle (@.15) esitsizliginden xz > y bulunur.

x> 1 ve w < 1 olmasi nedeniyle (4.16) esitsizligi 0’dan kiiciik veya 0’a esittir.

z < 1 olmasi nedeniyle (4.17) esitsizliginden y > z bulunur.

w < 1 olmasi nedeniyle (4.18) esitsizliginden z > w bulunur.

Sonug olarak x > 1 >y >z > w’dur ve x = 1 ise y = z = 1’dir. Boylece La Salle degismezlik
prensibine (|[LaSalle, 19763 Huo, 2016) gore sisteminin endemik dengesi Ry > 1 olmasi

nedeniyle global olarak asimptotik kararlidir. m
4.4. Hastaliksiz Dengenin Global Kararhihig:

Bu kisimda (4.3)) sisteminin E hastaliksiz dengesinin global kararliligi|(Chavez, 2002))’da

yer alan yontem kullanilarak incelenmistir. S6z konusu yontem kisaca agagidaki gibidir:

dx

— = E.1

dt fl(x7 7)7

dE m ; .

E:fZ(xaEal)a xeR" EeR" IeR, (4.19)
dl

— = E,1

5 = BEED

49



sistemi ele alinsin ve sistem

dx

—=F(x1

dt ('x7 )7

dl m "
- =G,  G(x0)=0 xeR" IeR

olacak sekilde yeniden yazilsin. Burada x enfekte olmayan bireyleri, I enfekte olan bireyleri

temsil etmektedir.

Up = (x*,0) sistem (@.19))’un hastaliksiz denge noktasi olsun ve asagidaki kosullar1 sag-

ladig1 kabul edilsin:

d
. d_); = F(x,0), x* global asimptotik kararli

s G(x,)=AI-G(x,]), G(x,1)>0 (x,I)€Q.BuradaA = D;G(x*,0) ve bir M-matristir.
Q, modelin biyolojik olarak anlamli oldugu bolgedir.

Teorem 4.4.1. Eger Ry < 1 ise Uy = (x*,0) global asimptotik kararlidir.

Yontem (4.3) sistemine uygulandiginda 6nce hastaliksiz denge noktasinin (Ey) yerel

asimptotik kararli oldugunu gostermek gerekmektedir. Teorem (4.3.1)) geregi hastaliksiz denge

d
noktasinin kararli oldugu agikardir. F(x,0), d—); = F(x,I)’ nin bir limit sistemi oldugundan
lim x = x* dir. Bundan dolay1 x* global asimptotik kararhdir.

f —oo
(@.3) sistemi i¢in ikinci kosula bakilacak olursa x = (S,R), E = E, I = (I, D) seklindedir.
Ave G(x,1);

seklinde ve

G(x,I) = AT —G(x,1)

| (et A+p)! YE — (k+A+u)l
Kl Kl
0
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b
seklinde hesaplanmistir. s* = ﬁ ve S, E, I, R ; Q bolgesinde oldugundan S(0) > S dir. Yani A

bir M-matristir. G(x,I) > 0 her zaman gegerlidir.
Q={(S,E,I,LR):S>0, E>0, I>0, R>O0.

Ry > 1 endemik dengenin (E;) var olma kosulu olan s* < 2 ye esdeger oldugundan
E’nin ancak ve ancak Rg > 1 ise var oldugu soylenebilir. Endemfli dengenin kararlilif1 te-
orem ({4.3.2)’de gosterilmigtir. Boylece Ry < 1 oldugundan hastaliksiz denge noktasi Ey’nin
global olarak kararli oldugu elde edilir. Aksi taktirde E( kararsizdir ve E; endemik denge nok-
tas1 mevcuttur ve yerel olarak kararlidir. Bu da hastaliksiz dengenin global kararli oldugunu

gostermektedir.
4.5. Sayisal Simiilasyonlar

Bu kisimda, Tiirkiye’de COVID-19 yayiliminin davranisin1 anlamak icin kesirli
mertebe SEIRD dinamik modeli sayisal olarak simiile edilmektedir. Kesirli sistem (#.3)’iin ¢6-
ziimiinii tahmin etmek i¢cin MATLAB i¢cinde Adams-Bashforth-Moulton yontemi kullanilmistir
(Diethelm, 2002)). Ayrica kesirli diferansiyel denklemler i¢in kullanigh olan Predictor-corrector
PECE yontemi yardimiyla kesirli modelin sayisal simiilasyonlar1 elde edilmistir | (Garrappa,
201T). (4.1) sisteminin parametreleri ve kesirli versiyonu, iki haftalik araliklarla alt1 zaman dili-
mine boliinerek tahmin edilmektedir. WHO tarafindan ilan edilen, Tiirkiye Saghik Bakanligina
gore Tiirkiye’de ilk resmi pozitif vaka 11 Mart 2020 tarihinde tespit edilmesinden dolay1 bu
periyotlar bu taihte baglamaktadir. 2020 yilinda yaklasik ii¢ aydan olusan dinamik sistemin tiim
periyotlart 11 Mart - 5 Haziran arasidir. Tiirkiye Saglik Bakanli§indan elde edilebilecek net bir
veri olmadig1 icin sonraki giinler dogru bir sekilde simiile edilememistir. Modelin dinamik dav-
raniglar1 diinya 6lceginden her giin 12.00 - 13.00 saatleri arasinda toplanan Tiirkiye i¢in gercek
giinliik veriler kullanilarak kalibre edilmigtir. Tiim periyotlarda toplanan veri seti ve bunlarin

zamana bagl grafikleri asagida yer alan Sekil @4.2]- 4. 7] de verilmistir.
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Tarih Toplam 'I_'_nplam Tnplam Aktif
Vaka Oliim |lyilesen Vaka
1;32 1 1 11.03.2020 / 31.03.2020
13.03 2 o] ™
14.03 5 5| o0
15.03 6 gl =*°
16.03 18 1g] **°
17.03 47 47] =
18.03 08 1 g7] =
10.03 191 2 1gg] %
20.03 359 4 355 2%
z;-gg 12;2 33 123; ’ 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
23.03 1236 20 1206 —— vaka " Olum yiles —Vaka
2403 1,520 37 1.492
25 03 1,872 44 1,828
26.03 2,433 50 26| 2348
27 03 3,629 75 26| 3528
2803 5,608 o2 42| 5.564
2003 7.402 108 70| 7.224
30.03 9217 131 105] 8.981
31.03 13,531 214 243[ 13.074

Sekil 4.2. 11 Mart - 31 Mart 2020 tarihleri arasinda halka rapor edilen nCovid-19 enfeksiyon
vakalar1 (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve Toplam vakalar) ve bunlarin grafik gosterimleri.

Toplam |Toplam |Toplam Aktif
Tarih VaEa f)IEm iyiTe;en Vaka
2003] 2433 59 26| 2,348 26.03.2020 / 09.04.2020
2703 3629 75 26] 3528
2803 | 5698 92 22| 5.564)

40,000

2903 7402] 108 70 7.224] .. 000
30.03[ 9217 131 105] 8,981| 29 000
31.03[ 13531 214 24313074 2000
104 [ 13531] 214 243]13,074| 20,000
1204 [ 15679] 277 33315,069| 15,000
304 [ 18135] 356 415[17,364| 10,000
404 | 20021 425 484[20,012] >
504 [ 23934 501 786(22,647 s s 7 s e wb e oo
6.04 [ 27060 574 1,042[25,453 S S
704 [30217] 649 132628242 T » = olim " vaka
804 [ 34100 725 1582[31,802
904 [ 38206] 812 1,846[35,568

Sekil 4.3. 26 Mart - 9 Nisan 2020 tarihleri arasinda halka rapor edilen nCovid-19 enfeksiyon
vakalari (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve Toplam vakalar) ve bunlarin grafik gosterimleri.
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. |Toplam |Toplam |Toplam Aktif
Tarih VaEa 6|Em iyilr;;en Vaka
10.04 | 42282 908 2142] 39232
11.04 | 47,029 1,006 2423] 43600
12.04 | 52167 1,101 2.965] 48101
13.04 | 56,956 1,198 3.446] 52 312
14.04 | 61,049 1,29 3.957] 55,796
15.04 | 65111 1403 4799] 58,909
|16-04 69,392 1518 0,674] 62 200
17.04 | 74193 1643 7,089] 65461
18.04 | 78,546 1,769 8,631| 68,146
19.04 | 82,3209 1,890 10,453| 69,986
20.04 | 86,306 2017 11,976 72,313
21.04 | 90,980] 2140 13.430| 75410
22.04 | 95591| 2259 14.918| 76,414
23.04 | 98,674 2376 16,477| 79,621
24.04 1101,790] 2491 18,491| 80,608

120,000

100,000

80,000
60,000
40,000

20,000

——

10.04.2020 / 24.04.2020

1 2

Toplam
Vaka

——

4 5 6 7 B 5 10 11 12 13 14 15

o Altif
Vaka

Toplam
Oliim

Toplam
lyilesen

Sekil 4.4. 10 Nisan - 24 Nisan 2020 tarihleri arasinda halka rapor edilen nCovid-19 enfeksiyon
vakalar1 (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve Toplam vakalar) ve bunlarin grafik gosterimleri.

.. |Toplam |Toplam [Toplam Aktif
Tarih VaEa 6|Em iyiTe;en Vaka
2504 (104912 2600 21737] 80,575
2604 1107773 2706 25,582 79,485
27.04 (110,130 2,805 29.140] 78,185
2804 1112261 2900 33791 75,570
2904 1114653 2992 38,809| 72,852
3004 1117589 3,081 44 040 70 468
105 [120204] 3174 48,886| 68,144
205 (122392 3258 53,808| 65,326
|3-05 124 375 3,336 58,259| 62,780
405 (126,045 3397 63,151] 59,497
505 127659 3461 (6,166 56,032
6.05 1129491 3520 73,285| 52 686
705 |131744] 3584 76,202 49 958
605 133721 3641 82,984| 47 096
905 |135569 3689 86,396 45 464

160,000
140,000
120,000
100,000

80,000
£0,000
40,000
20,000

25.04.2020 / 09.05.2020

Sekil 4.5. 25 Nisan - 9 Mayis 2020 tarihleri arasinda halka rapor edilen nCovid-19 enfeksiyon
vakalar1 (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve Toplam vakalar) ve bunlarin grafik gosterimleri.

Aktif vaka hizlica diistigii icin Rp’in 1’in altinda ¢ikmasi gerektigi buradan daha net

goriilmektedir.
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| Toplam | Toplam | Toplam Aktif
Tarih Vaka | Olim | iyilesen Vaka
1005 137 115] 3739 89,480|43 896
11.05 [138,657| 3786 92,691|42 180
12.05 1139771] 3,841 05,780]40,150
1300 [141475] 3894 08,889|38 692
1405 [143114] 3952| 10171537 447
15.05 1144 749] 4007] 104,030[36,712
16.09 [146457| 4055 106,133]36,269
1705 [148.067| 4096 108,137]35834
1805 [149435| 4140] 109,962|35,333
19.05 1150593 4171 111,577]34 845
2005 | 151615 4199 112.895[34 521
2105 1152587 4222| 113987[34378
2205 [153548] 4249 114990|34,309
2305 11545001 4276 11611134113
2405 1155666 47308 117,602[33776

10.05.2020 / 24.05.2020

180,000
160,000
140,000
120,000
100,000
80,000
£0,000
40,000
20,000

.___,_._._o—-o—'—'_'—"

1 2 3 4 5 6 7 B &5 10 11 12 13 14 15

Alctif
——
Vaka

Sekil 4.6. 10 Mayis - 24 Mayis 2020 tarihleri arasinda halka rapor edilen nCovid-19
enfeksiyon vakalar1 (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve Toplam vakalar) ve bunlarin grafik

gosterimleri.

10 Mayis - 24 Mayis 2020 arasinda aktif vaka azalisinin durdugu goriilmektedir. Bu

nedenle Ry yeniden yiikselmeye baslamistir.

. |Toplam |Toplam | Toplam | Aktif
Tarih Vaka 6|Eﬂ1 iyilpe;en Vaka
2505 |156827) 4340 118694| 33793
2605 |157814| 4369 120,015) 33430
2105 |158762| 4397] 121,507| 32,858
2805 [150797| 4431 122,793 32,573
2905 (160079 4461| 124389| 32,149
3003 |162,120] 4489] 125963| 31,668
3105 1163103] 4515  126984| 31604
106 (163042 4540] 127973| 31,429
206 |164769| 4563 128,947| 31259
306 165555 4585 129921) 31,049
406 [166422| 4609 130,852| 30,961
506 |167410] 4630 131,778| 31,002

25.05.2020 / 05.06.2020

130,000

10000 gt
140,000
120,000
100,000
80,000
60,000
40,000
20,000

Sekil 4.7. 25 Mayis - 5 Haziran 2020 tarihleri arasinda halka rapor edilen nCovid-19
enfeksiyon vakalar1 (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve Toplam vakalar) ve bunlarin grafik

gosterimleri.

25 Mayis - 5 Haziran 2020 arasinda aktif vaka azalisinin durdugu goriilmektedir. Bu
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nedenle Ry yeniden yiikselmeye baslamustir.

Daha once bahsedildigi gibi kesirli mertebeden modelleme, dinamik modellere gore
daha gercekci ve daha iyi kabul goren calismalar saglar. Onerilen kesirli modelde enfeksiyona
ait 6liim ve iyilesme oranlarinin tahmin edilen yere bagli olmayis1 sebebi ile dogal 6liim oran-
lar1 disinda higbir parametre sabitlenmemistir. Kesirli modelin simiilasyonlari, ilk periyotta net
veri olmamasina ragmen esnekligi nedeniyle tiim periyotlarda gercek durumlar1 basariyla yaka-
lamistir ve dordiincii periyotta aktif vakalarin doniim noktast sz konusudur. Baslangigta kabul
edilen parametre araliklar1 ve 6nerilen modelin her donemine ait ayr1 ayr1 tahmin edilen para-
metre degerlerinin yer aldig1 Tablo[d.1[de aktif vaka sayisi arttikga iyilesme ve kulucka oranlart
degerlerinin arttigini, aktif vaka sayis1 azaldik¢a azaldigim1 gostermektedir. Diger yandan, en-
feksiyon ve Oliim oranlar1 degerleri tiim donem boyunca azalmaktadir. Bagisiklik oranindaki
degisiklik, neredeyse 0’a gittigi yerde keskin bir sekilde azalmaktadir. Bu veriler, bireylerin

zamanla bu hastalia kars1 6nlemlerini artirdig1 seklinde yorumlanabilir.

Enfeksiyonun tahmin araligi, 6liim oram ve iyilesme oranlar1 tahmin edilen yere gore
degismektedir. Bu nedenle, Tiirkiye’de dogum ve dogal 6liim oranlar1 disinda higbir parametre

sabitlenmemistir.

Tablo 4.1. Tiirkiye’deki resmi vaka sayilar1 kullanilarak sistem (4.3))’iin tahmin edilen
parametreleri.

Giinler | B Y A K
[1,20] 1.6 1/8 | 1/60 | 1/180
[16,30] | 0.6 1/7 | 1720 | 1/220
[31,45] | 0.102 | 1/6 | 1/26 | 1/450 0.1
[46,60] | 0.02 | 1/12 | 1/10 | 1/600 | 0.001
[61,87] | 0.05 | 1/22 | 1/16 | 1/750 | 0.00001
[66,87] | 0.05 | 1/24 | 1/19 | 1/830 | 0.000001

(4.3) kesirli dinamik sistemine iliskin Tablo [@.1fde verilen parametreler Sekil [4.8] Sekil
4.9 Sekil d.107da gosterilmektedir. Yesil yildizlar gergek vakalari temsil etmektedir ve gozlem-
lenenler de renkli cizgilerle 1, 0.95, 0.9 ve 0.8 gibi bir¢ok kesirli mertebe degerlerini gostermek-
tedir. Parametrelerde degisiklikler olsa bile, kesirli mertebeden dinamik model esnekligi sebebi

ile gercek degerlerin yansitilmasini kolaylastirmaktadir.
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RO= 14.4041

Toplam Vaka Ol
15000 P 250 Toplam Olim
—V=1 —v=
—V=0.95 200 |—V=0.95
e a1 N B V=0.9
ro150
100
5000
50
0 Lips ._.u_-v-*'i’g
R 0
] 5 10 15 20 0
Toplam iyilesen Aktif Vaka
200 15000
—v= —v=
—V=0.95 —V=0.95
150 P | _
V=0.9 10000 V=0.9
100 [
‘/
#| 000
50 /i
S
0 —rT 0 Lttt
B a2 = S -
0 5 10 15 200 5

11-03-2020 to 30-03-2020

R0=5.6313
10 Toplam Vaka Toplam Qliim
1500
6 v=1 —v=1
5[——V=09 —V=09
) o[~ V=08
%
3 -
2 -7 500
1 e
o LET 0
15 2 2 15 2 2 30
- Toplam iyilegen . x10* Aktif Vaka
—v=1
2000 |[——V =0.9 5|——Vv=0.9
————— V=08 F V=08
1600 W
b
1000 o
o 2
500 s
1 ﬁj’i Z
0 —
KT 20 2 30
26-03-2020 to 09-04-2020

Sekil 4.8. Tablo de kullanilan parametreler i¢in (4.3)) sisteminin [1,20] ve [16,30] giinleri
arasindaki dinamik davranisini temsil etmektedir.

R0=2.6883
1 210 Toplam Vaka w000 Toplam Oliim
=1 — v+
— V=09 2500 | ¥=0.9 ¥
|
h V=08 el N v=0.8 +/*/
~=7 2000 # e
-7 A e
1500 e
1000 */r/*/
500
45 30 35 40 45
5g 210t Toplam iyilesen 10210 Aktif Vaka
V=1 v=1
2|—V=0.9 e 9——v=0.9
————— V=038 O I et G A
15 )
. , p,
1 . :
s ) /
0 .

30 35 40 45 30 35 40

10-04-2020 to 24-04-2020

45

R0=0.75309

Toplam Gliim

4000
— =1

—V=0.9

3500

3000

2500
45 50 55 60 4 50 55 60
220" Toplam iyilesen 10t Aktif Vaka
9
—v=
Bl Ky ——V=09
NG, e
, «lr, 0.8
SN
\\'i *tt
6 T
‘\‘:‘\__f‘ -
N0
5 ~
. ‘-’F‘*)‘
4 ™~
3
45 50 55 60 45 50 55 60

25-04-2020 to 09-05-2020

Sekil 4.9. Tablo de kullanilan parametreler i¢in (4.3)) sisteminin [31,45] ve [46,60] giinleri
arasindaki dinamik davranigini temsil etmektedir.
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105 Toplam Vaka Toplam Olim o Toplam Vaka Toplam Olim
18 v 5000 ; 175 - - - 5000 -
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Sekil 4.10. Tablo de kullanilan parametreler igin (4.3) sisteminin [61,87] ve [66,87] giinleri
arasindaki dinamik davranigini temsil etmektedir.

(@.3)) kesirli mertebe SEIRD dinamik modelin kararlilig1 zamanla degisen parametrelere
baglhdir. Cesitli zaman araliklarindaki farkli parametrelerin degerleri kararliligin denge noktala-
rinin degismesine neden olmaktadir. Tablodaki sonuglar degerlendirildiginde parametrelerin uy-
gun ortalama degerleri (f,7,4,x,06) = (0.25, 0.1, 0.075, 0.0028, 0.04) olarak se¢ilmistir. Bu
parametre degerleri kullanilarak endemik denge noktas1 £y = (0.3113, 0.0105, 0.0134, 0.0252)
olarak elde edilmektedir. Tiirkiye’de uzun zamandir devam eden Covid-19’un dinamiklerini
gosteren (4.8) E; denge noktasinin kararliligi, Ry = 3.0448 > 1 oldugundan Teorem .32 ye

bagl olarak global asimptotik kararlidir.
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5. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu tezde kesirli mertebeden sistemler ve kararlilik analizleri iizerine ¢alisilmistir. Once-
likle kesirli hesap ve kesirli mertebeden dinamik sistemler tamitilmistir. Ayrica kararlilik analiz-
leri i¢in gerekli olan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Kesirli mertebeden sistemlerin

kararlilik analizi i¢in yontemler, kullanilan kesirli tiirevin ¢esidine gore ayri ayri sunulmustur.

Kesirli dinamik sistemlerin kararhlik analizine bir uygulama olarak Covid-19 salgin
hastalifinin yayiliminin matematiksel olarak modellenmesinde kullanilan bir SEIRD tipi ke-
sirli dinamik sistem modeli Onerilmis ve 6nerilen modelin denge noktalarinin kararlilik analizi
izerinde durulmustur. Hastaliks1z ve endemik dengelerin kararliliklar1 sirastyla Routh-Hurwitz
ve Lyapunov kararlilik teorileri ile analiz edilmistir. Bir matematiksel modelin temel lireme
sayisi, salginin artip azalmasi hakkinda oldukc¢a 6nemli bilgiler sunmaktadir. Sistemin temel
tireme sayis1 birden kiigiik oldugunda hastaliksiz denge noktasinin var oldugu ve asimptotik
olarak kararli oldugu kanitlanmistir. Birden fazla oldugunda, ayn1 zamanda asimptotik olarak
kararli olan tek bir endemik kararli durum noktas1 vardir. Kesirli mertebe matematiksel modelin
gecmisten gelen tiim bilgileri entegre etmesi nedeniyle kesirli mertebeden tiirevlerin daha ger-
cekci tahminler sagladig1 gozlemlenmistir. 6 periyotta yaklagsik 15 giinliik araliklarla gosterdigi
sayisal simiilasyondan sistemin kararlilik konumuna ulagmak icin daha fazla aralik siiresine ih-
tiyact oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla niimerik sonuglar ve kararlilik sonuglarindan kesirli
mertebeden modellerin parametrelerine bagh oldugu goriilmiistiir. Sonug olarak mevcut kesirli
mertebe dinamik analizin, Tiirkiye’deki nCOVID-19 hastalik calismalari icin veri analizine yar-

dimc1 olabilecegi ve kontrolii saglayabilecegi anlasilabilir.
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