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KUATERNIYONIK EGRILERIN EVOLUSYONU UZERINE
OZET

Bu calisma dort boliimden olusmustur. Birinci boliimde giris kismina yer
verilmistir. Tkinci kistmda n-boyutlu Oklid uzay1 ve kuaterniyonlar kiimesinde temel
kavramlar tanmitilmistir. Ayrica kuaterniyonik egri tanimi ve kuaterniyonik egri igin
Frenet formiilleri verilmistir

Uciincii  boliimde, n-boyutlu Oklid uzayinda elastik olmayan egri akisi
incelenmistir. Egrinin Frenet catis1 ve egrilikleri i¢i evoliisyon denklemleri elde
edilmistir. Daha sonra integrallenebilme kosulu verilmistir.

Dérdiincti boliim bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu bdliimde
kuaterniyonik egrinin elastik olmayan akisi1 incelenmistir. Kuaterniyonik egrinin Frenet
catis1 ve egrilikleri ile ilgili evoliisyon denklemleri elde edilmistir. Elastik olmayan
kuaterniyonik egri akist kullanilarak integrallenme kosulu verilmistir. Son olarak

egriliklerin evoliisyon denklemleri ile alakali 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuaterniyon; Kuaterniyonik Egri; Elastik Olmayan Egri Akist;

Evoliisyon.



ON THE EVOLUTION OF QUATERNIONIC CURVES
ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. In the first chapter introduction part has
been presented. In the second chapter, basic concept in the n- dimesional Euclidean
space and quaternion set are introduced. Moreover, defination of quaternionic curve and
Frenet formula of quaternionic curve are given.

In the third chapter, inextensibe flow of cirve in n-dimensional Euclidean space
Is examined. Evolution equation of Frenet frame and curvature are obtained. Then
integrability condition is given.

The fourth chapter is the original parts of this study. In this chapter, inextensibe
flow of quaternionic curve is examined. Evolution equation of Frenet frame and
curvatures are obtained. Then, by using inextensible flow of quaternionic curve,

integrability condition is given. Finally, examples are given about evolution of
curvatures.

Key Words: Quaternion; Quaternionic Curve; Inextensible Curve Flow; Evolution.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

R ) Reel i¢ ¢arpim uzay1
E" : n-boyutlu Oklid uzay1
%4 : Vektor uzayi
I : Oklid uzayinda bir agik aralik
() ;g carpim
Il || : Norm
V; : E™ Oklid uzayimnda i — yinci Frenet vektorii
k; : E™ Oklid uzaymda i — yinci Frenet egriligi
q : Herhangi bir kuaterniyon
Q : Reel kuaterniyonlar kiimesi
Sq : Kuaterniyonun skaler kismi
Vy ) Kuaterniyonun vektorel kismi
q Kuaterniyonun eslenigi
h(,) : Kuaterniyonik i¢ ¢arpim
lqll : Kuaterniyonun normu
q?! : Kuaterniyonun tersi
9o : Birim kuaterniyonu
{t,n, b} :  Uzaysan kuaterniyonik egrilerin Frenet vektorleri
{T,N;,N,, N3} : Kuaterniyonik egrinin Frenet vektorleri
{x,k,(r —K)}: Kuaterniyonik egrinin Frenet egrilikleri
T

Kuaterniyonun Transpozu



1. GIRIS

Fizik, kimya ve biyolojide ¢ogu problemin 6zii sekillerin dinamikleri yardimiyla
aciklanmaktadir. Sekillerin dinamigi dendigi zaman akla ilk gelen egri akisidir. Egri
akis1 1-parametreli bir egri ailesinin zamana gore degisimidir (evoliisyonudur). Bir
egrinin evoliisyonunu incelemek demek aslinda akigini incelemektir.

Eger bir egrinin yay uzunlugu korunuyor ise yani hicbir etkenden etkilenmiyorsa
bu egrinin akis1 elastik degildir. FElastik olmayan egri akiginin bilgisayarh
goriintiilemede (Lu vd., 1993; Kass vd.,1987), bilgisayar animasyonlar1 da (Desbrun ve
Cani, 1998), yapisal mekanikte (Unger, 1991) oldugu gibi bir ¢ok uygulamasi
bulunmaktadir. Elastik olmayan egri akis1 gerilim enerjisine sahip olmayan hareketlerin
incelenmesinde 6nemli bir yere sahiptir (Chirikjian ve Burrdick, 1990; Gage ve
Hamilton, 1986; Grayson, 1987). Kwon ve Park, E? de ve E3 de egriler igin akis
tamimin1 verip elastik olmama kosullarini incelediler (Kwon ve Park, 1999;Kwon vd.,
2005). Abdel-All ve arkadaslari n-boyutlu Oklid uzayinda egri akisindan hareketle
egrinin egrilikleri i¢in evoliisyon denklemlerini elde ettiler (Abdel-All, 2014). Korpinar
ve Bag elastik olmayan kuaterniyonik egri akisi iizerine calistilar (Korpinar ve Bas,
2016).

Kuaterniyonlar teorisi ilk olarak 1843 yilinda matematik¢i William Rowan
Hamilton tarafindan elde edilmistir. Hamilton’in son yirmi iki yilim1 kapsayan
calismalarinin konusu dordeyler (kuaterniyonlar) kurami olmustur. 1829 yilinda
karmasik sayilarin, biri ger¢ek digeri sanal olmak iizere iki eksen yardimiyla diizlemde
gosterilebildigini 6grenen Hamilton, karmasik sayilara karsilik gelecek biitiin islemlerin
yapilmasini olanakli kilacak bir cebirsel gosterim bulmaya yoneldi. Bu konuda 1833
yilinda yayimnladigr ilk ¢caligmalarinda, karmagik sayilarin tek bir say1 yerine say1 ikilileri
ile anlatilabilecegini gosterdi. Daha sonra 3-boyutlu uzaydaki noktalarin, gelisigiizel
secilmis yapay koordinatlara bagli olmayan cebirsel gosterimlerini bulmak i¢in calist1.
Bunun sonucunda 3-boyutlu uzaydaki noktalarin igliilerle degil ancak dortliler ile
gosteriminin olanakli oldugunu gordii. Yani kuaterniyonlar kompleks sayilardan
hareketle elde edilmis bir sayr sistemidir. Kuaterniyonlar bir skaler ve bir vektoriin
toplami olarak yazilabilir. Kuaterniyonlar sirali dort saymin dort birime eslik etmesiyle
tanimlanir. E3 ve E* de kuaterniyonik egriler igin Serret-Frenet formiilleri Bharathi ve

Nagaraj tarafindan verilmistir (Bharathi ve Nagaraj, 1985).



Bu tez calismasinda, 4-boyutlu kuaterniyonlar uzayinda, bir egrinin akisindan
hareketle egrinin ve egriliklerin evoliisyon (zamana gore degisim) denklemleri elde
edildi. Akisin elastik olmama durumuyla ilgili sonuglar verildi. Akisin elastik olmamasi
durumunda integrallenme kosulu elde edildi. Son olarak egriliklerin evoliisyonlariyla

ilgili 6rnekler verildi.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1 Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1 A bostan farkli bir cimle ve V, K cismi istiinde taniml1 bir vektor uzay1
olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan y: A X A — V bigiminde bir i fonksiyonu var ise, A
kiimesine V' ile birlestirilmis bir afin uzay denir (Hacisalihoglu, 2000),

I. VP, Py, P; €Aicinyp(Py, P) +(Py, P3) = (Py, P3)

ii. VP, ,eAved €V icin Y(P;,P,) =9 olacak sekilde tek bir P, € A noktasi

vardir.

Tammm 2.1.2 A bir reel afin uzay ve A ile birlesen vektér uzaymi V olsun. V vektor

uzayinda
()2VxV-R

X = (X1,X2, cenvvy Xp)

x, e x, = n: Xi "{
(x,y) = (x,y) i=1XiYi Y = V1, V2 e er V)

seklinde Oklid i¢ ¢arpimi tanimli ise A afin uzaya n-boyutlu Oklid uzay: denir ve E™ ile
gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanimm 2.1.3 X € E™olmak tizere X vektoriiniin normu;

X1l = v{X, X)
seklinde tanimlidir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.4 E™, n-boyutlu Oklid uzay1 ve I € R bir acik aralik olmak iizere;

a:l - E"

s = a(s) = (a1(5), az(s), ..., an(s))

fonksiyonu diferansiyellenebilir ise @ ya E" , n — boyutlu Oklid uzayinda (I, a)

koordinat komsulugu ile verilmis bir egri denir ve M ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmm 2.1.5 a:1 - E" egrisi verilsin. Her t € I i¢in a'(t) # 0 ise « egrisine diizenli

egri (regiiler egri) denir (Hacisalihoglu, 2000).



Tamm 2.1.6 E™ de bir M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Lineer
bagimsiz {a’,a”, ...,a(r)} sisteminden elde edilen {V,,V,, ..., V,.} ortonormal sistemine
M egrisinin a(t) € M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklis1 veya kisaca Frenet catisi
denir. Burada Va(t) € M icin V;(t),1 <i <r vektorlerinin her birine a(t)

noktasinda bir Frenet vektori denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.7 E™ de bir M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis ve a egrisin yay

parametresi s € I olsun. a egrisin Frenet r-ayaklist {V; (s), V5 (s), ..., V,-(s)} olmak iizere
1<i<rigink;:I >R, ki(s)=(V;'(s),Vis1(5))

seklinde tanimlanan k; fonksiyonuna M egrisinin i — yinci egrilik fonksiyonu, k; € R

sayisina da M egrisinin a(s) noktasindaki i — yinci egriligi denir. Burada ' ile

egrinin yay parametresine gore tiirev gosterilmektedir.

Tamm 2.1.8 E™ de bir M egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Egrinin
yay parametresi s €l olmak {izere a egrisinin Frenet r-ayaklist da
{V1(s),V5(s), ..., V.(s)} seklinde verilmis olsun. a egrinin a(s) noktasindaki egrilikleri

k;(s),1 < i < r olmak lizere Frenet formiilleri

I V1’(5) = k1(s)V(s)
i V() = —ki_1(8)Vieq(8) + ki (s)Viya ()i # 1
ii. Vr,(s) = —kr_1()Vr_1(s)

seklinde tanimlidir (Hacisalihoglu, 2000). Frenet formiilleri

4 r 0 kq 0 O 0 0 1
v, -k, 0 k, O 0 0
E=| P lvee=[? T 0 0 0 @Y
V,._1 0 0 0 O 0 ky_1
V. 0 0 0 0 —k,_4 0
olmak lzere
E;=QE (2.2)

seklinde de ifade edilebilir.



2.2 Reel Kuaterniyonlar

Bu boliimde kuaterniyonlar ile ilgili temel kavramlara yer verilecektir.

Tamm 2.2.1 Reel bir kuaterniyon, dort reel sayinin, +1, e4, e,, e5 gibi dort birime eslik
etmesiyle tanimlanir. Dort birimden +1 ile gosterilen reel bir say1 olmak lizere diger

birimler arasinda asagidaki gibi iliski vardir,

i.612 = 922 = 832 = _11
ii.el/\ez = é3, ez/\e3 = elie3/\e1 = €y,

iii.ez/\el = —33,83/\92 = —el,el/\e3 = —e;.

a,b,c, d reel say1 ve ey, e,, e; birimleri 3-boyutlu reel vektor uzayinin dik koordinat

sistemindeki baz vektorleri olmak iizere
q=d+ ae; + be, + ces

seklinde gosterilir.

q kuaterniyonunu S, skaler ve V, vektorel kismi1 olmak iizere

=d, V; = ae; + be, + ce;

seklinde iki kisma ayrilabilir. Yani bir reel kuaterniyon
q=354+V,

bi¢iminde ifade edilebilir. O halde reel kuaterniyonlar kiimesi
Q ={qlq = ae, + be, + ce3+d;a,b,c,d € R,e;_3 € R3}

seklinde tanimlidir.

Tamim 2.2.2 Reel kuaterniyonlar kiimesi {izerinde toplama islemi;

Sq, + 5S¢, = Sq @9, VE V.

q1 q1 + Vzlz = VCI1®Q2

olmak tlizere



D:QxQ—-Q
(91,92) > .10q; = Sq1€9Qz + Vq;@flz

bigiminde tanimhidir. Burada S, + S, islemindeki “+7, R {izerindeki toplama islemi,

Vg, + Vg, deki “+” ise R® uzayindaki toplama islemidir.

O halde (Q, ®) ikilisi degismeli bir gruptur. Bu grubun etkisiz elemani sifir

kuaterniyon adin1 alir ve (0,0,0,0) sirali dortliisiinden olusur.
Tamim 2.2.3 Q kuaterniyonlar kiimesi tizerindeki skaler ile ¢arpma iglemi,
O:RXQ-Q
(4,q) » A10q = Aq = 1Sq + AV
seklinde tanimhidir ve agsagidaki 6zellikleri saglar.

I 10(q194q2) = 10q,DAOg,, VAR Ve Vqy, q2€Q;

ii. (A +2)0q = (41109) + (1,09),V14, 1,eR ve VqeQ;
iii. (A1.4)0q = 1,0(4,0q);
v, 10q =q.

O halde {Q, ®, R, +,., ®} sistemi bir reel vektor uzayidir. Bundan sonra Q da ki

toplama @ ve © skalerle ¢arpma islemleri, sirastyla “+” ve “.” ile gdsterilecektir.

Tammm 2.2.4 Reel kuaterniyonlar kiimesi ¢4,q, € Q alalim. Burada; Q da

kuaterniyonik ¢arpma iglemi;
q. =d, +a,e; + bie, + cie;
q; = d, + aye, + bye, + cye5
olmak tizere;
X:@xQ~-Q

(91,92) = 41 X q3

ki



q1 X q; = (d1 + ase; + bie, + cie3) X (dy + aze; + bye, + cze3)

=d, d, — (aya, + b;b, + ¢;¢;) + (dya, + a;d, + byc, — c1by)e;
+ (d1b, + bid, + c1d; — aqcy) + (dycy + dycy + a1by — biay)es

bi¢iminde tanimlidir. Ayrica bu ¢arpim

ql X qZ = Sq15q2_< V

a0 Va, > +Sq,Va, + S, Ve, + Vg, AV,

q1°q2 qz2 741
seklinde de verilebilir.
Bu durumda kuaterniyon carpiminin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu goriilebilir.

i. ki kuaterniyonun ¢arpimi yine bir kuaterniyondur.
ii.  Kuaterniyon ¢arpimi birlesme 6zelligine sahiptir.

iii.  Kuaterniyon ¢arpimi dagilma 6zelligine sahiptir.

Bunlara ek olarak kuaterniyon ¢arpiminin degisme 6zelligine sahip olmadigi da
soylenebilir. O halde {Q, ®, R, +,., ®,x} kiimesinin asosyatif (birlesimli) bir cebirdir.
Bu cebire kuaterniyon cebiri denir. Bu cebirin bir taban1 {+1, e,, e,, e5} ve boyutu ise 4

tiir. Ozel olarak

q1 X4z =gz X q1

olabilmesi i¢in q; ve q, birer skalar veya vektor kisimlari (V;, = AV, ) orantili

olmalidir.
Tanim 2.2.5 Vg4, q, € Q i¢in esitlik bagintis1
Vq1,q; € Qiging, = q; © S4, = Sq, veVy, =V,
biciminde tanimhidir (Hacisalihoglu, 2000).
Tamm 2.2.6 Reel kuaterniyonlar kiimesi Q daki segtigimiz iki kuaterniyonun farki

1~ Q2 = (S‘h - SQZ) + (V‘h - Vzlz)

seklinde tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983).



Tamim 2.2.7 Reel kuaterniyonlar kiimesi Q da eslenik g = S, + V; € Q olmak lizere
tQ-Q
q—>q=S,—V
seklinde tanimlidir. Burada g kuaterniyonu g nun eslenigidir.
Bir kuaterniyonun eslenigi ile carpimi

q*xq=(d+ae, +be,+cez)x(d—ae; —be, —ce3)
=d* +a® + b* + c?

dir. Buradan

qXqg=4gxq>0,q*0,
qX§=4xq=0<q=0

oldugu kolayca gortiliir. Eslenik islemi

i. (aqy + bgy) = aqy + bq;,
. (g1 Xq2) =91 X7q3

iii. § = q
ozelliklerine sahiptir. Bu 6zelliklere kuaterniyonun eslenik 6zellikleri denir.

Tanim 2.2.8 Reel kuaterniyonlar kiimesi Q da reel degerli, simetrik, bilineer

h fonksiyonu
hQxQ-R
1 —_ —_—
(41,92) = h(4q1,42) = 5 (61 X G2 X 2 X G1)

seklinde tanimlidir. h fonksiyonuna kuaterniyonik i¢ carpim fonksiyonu denir (Bharathi
ve Nagaraj,1985).



Tanmmm 2.2.9 Vq,,q, € Q kuaterniyonlar1 i¢in h(q;,q,) = 0 sartim sagliyorsa ¢4, g,

kuaterniyonlarina h-ortogonal denir.

Tanim 2.2.10 Q iizerindeki norm tanimi q € Q i¢in su sekilde
lqll* = h(g,q) = q x q = d* + a* + b* + c*

tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.11 Bir g € Q kuaterniyonun tersini

( )7hQ-{0}->Q-{0}

biciminde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
Boylece Q tizerinde bélme islemi tanimlanmis olur.

Tamm 2.2.12 g, # 0 olmak iizere g, Kuaterniyonunun g, kuaterniyonuna bolebilmek

1

icin qq, q,~ "~ ile sagdan ve soldan carpilir. Bunun nedeni ise kuaterniyon ¢arpiminin

degisme 6zelliginin olmamasidir. O halde
rn=qXqt

_ -1
n=q; " X{q

ifadeleri elde edilir. Burada r; kuaterniyonuna g, kuaterniyonunun g, kuaterniyonu ile
sagdan bolumii, r, Kuaterniyonuna q; kuaterniyonunun g, kuaterniyonu ile soldan

boliimii denir. Burada 7; ve 1, birbirinden farklidir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim2.2.13 Birim kuaterniyonlar q, ile gosterilir ve normu “1” dir. Buradan

vektorlerde oldugu gibi herhangi bir birim kuaterniyon
lqll? =h(q,q) = qx§ =d*+a?+b%+c?

olmak tzere
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_q _d+ae; +be,+ces
lall  VdZ +a? + b2 + 2

qo

seklinde elde edilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamim 2.2.14 Reel kuaterniyonlar kiimesi Q da s € I = [0,1] olmak {izere,

a:lIcR->Q

3

s—oa(s) = Z ai(s)e;, (1<i<3)

i=1

bi¢iminde tanimlanan egriye uzaysal kuaterniyonik egri denir (Bharathi ve Nagaraj,
1985).

Teorem 2.2.1 a bir uzaysal kuaterniyonik egri olsun. s € I = [0,1], a egrisinin bir
parametresi olmak tlizere a egrisinin a(s) noktasindaki {t(s),n(s),b(s)} Frenet

vektorleri;

1
t(s) = Ea’(s), lla' (N = v(s)

n(s) = b(s) x t(s)

N OETEUORRIOLIO)
(8) = lla’(s) x a”(s) + v(s)v'(s)l

bigiminde elde edilir (Bharathi ve Nagaraj, 1985).

Teorem 2.2.2s € [ = [0,1] yay parametresi ile verilen « uzaysal kuaterniyonik egrisi
icin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklis1 {t(s),n(s), b(s)} ve egrilikleri de k(s),r(s)
olmak tizere, a(s) egrisi boyunca {t(s),n(s), b(s)} vektorlerinin tiirevleri ve egrilikler

arasindaki iliski
t'(s) = k(s)n(s)

n'(s) = — k(s)t(s) +r(s)b(s)
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b'(s) = —r(s)n(s)

seklindedir (Bharathi ve Nagaraj, 1985). Bu formiillere Frenet formiilleri denir ve

asagidaki gibi matris formunda gosterilebilir.

t' 0 k0]t
H S o ] i
b’ 0 —-r 0ol

Tamim 2.2.15 Reel kuaterniyonlar kiimesi Q tizerinde s € I = [0,1] olmak tizere

4

B:IcR-Q, ﬁ(s)chxi(s)ei, 1<i<4), e=1

i=1

bi¢iminde tanimlanan egriye bir reel kuaterniyonik egri denir (Bharathi ve Nagaraj,
1985).

Teorem2.2.3 B:1 — Q, kuaterniyonik egrisi herhangi bir s € I = [0,1] parametresi ile
verilmis olsun. B egrisinin B(s) noktasindaki {T(s), N;(s), N,(s), N5(s)} Frenet

vektorleri
)
TS =1ge
sy < JEOIF ")~ h(p'(s), B (5))8' )

1B (IZ B (s) = h(B'(s), B (B ()
Ny (s) = uN3(s)AT(s) A Ny(s)

T(s) AN1(s) AB"'(s)
IT(s) ANL(s) AR (S)II

(u#=£1)

N3(s) = p

seklinde elde edilir (Bharathi ve Nagaraj, 1985).

Teorem2.2.4 B:1 - Q, kuaterniyonik egrisi s € I = [0,1] yay parametresi ile verilmis
olsun. B egrisinin B(s) noktasindaki Frenet 4-ayaklis1 {T(s), N;(s), N,(s), N5(s)} ve
egrilikleri ise k(s), k(s) ve (r(s) — k(s)) arasindaki iliski

T'(s) = k(s)N1(s), k() =IT"(I, Ni(s) = t(s) X T(s),
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Ny'(s) = —k($)T(s) + k()N (s), Ny(s) = n(s) X T(s),
N,'(s) = —k(s)Ny(s) + (7(s) — k(s))N3(s),  Ny(s) = b(s) X T(s),
N3'(s) = =(r(s) — k(s))No(s)

seklindedir (Bharathi ve Nagaraj, 1985).

Frenet formullerini matris formunda

T [7'] 0 «k 0 0
N Ny —k 0 k 0

V=, 'vszizv:'i"egz 0 —k 0  (r—k) (2.3)
N3 lN3’J 0 0 —(r—k) 0

olmak iizere V; = QV seklinde ifade edilir.

Burada S(s) egrisi segilirken egrinin birim teget vektorii olan T(s) vektorii
t(s) = Ny(s) X T(s) bagntis1 ile verildi. Buradan B(s) egrisinin burulmasi, a(s)
uzaysal kuaterniyonik egrisinin asli egriligidir. Burada a(s) uzaysal kuaterniyonik
egrisinin burulmasi r(s) ve B(s) kuaterniyonik egrisinin asli egriligi x(s) olmak tizere
B(s) kuaterniyonik egrisinin Gg¢ilincii egriligi (r(s) — x(s)) dir (Bharathi ve Nagaraj,

1985).
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3. E" DE EGRILERIN EVOLUSYONU

y(w), E™de bir egri ve y(u) egrisinin t anindaki yer vektori y(u,t) olsun. y

egrisi icin metrik
ay @
gut) = 5,2 (3.1)

seklinde verilebilir. y(u, t) egrisinin yay uzunlugu ise,

L(u,t) _f Jg(o,t)oo, £=\/—_a (3.2)

seklinde tanimlidir. Burada {u,t} egri tizerindeki koordinat fonksiyonlaridir. E™ de

egrinin akisi (egri lizerindeki bir noktanin hareketi)

— =YV (3.3)

seklinde tammlidir. Burada w; ler ¢att boyunca hiz vektorlerini temsil eder. Bu hiz

vektorleri sadece {kq, k5, k3, ..., k,—1} seklindeki egriliklere baglidir (Yildiz vd., 2013).

Onerme 3.1 g metrigi igin evoliisyon denklemi;

ad d
2 =29(52 — kywy) (3.4)

seklindedir (Yildiz vd., 2013).

Ispat (3.1) denkleminde t ye gore , (3.3) denkleminde de s ye gore tiirev alir ve - |Ie —

kismi tiirevlerinin degismeli oldugu kullanilirsa

dg 2(6y d (6)/))
ot " 'ou’at\ou

T TR
~ “9%s s \at 9 ( ,1“’fas)
]:

elde edilir. Frenet formiilleri kullanilirsa
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a
Ifa—f = 2g(Vy, AV; + X7, AV)),

— (9®1 _
1= (5~ ko), (3.5)
Aj = wjs T kj1wj_1 — Kjwjyq
j = 2)3)---1n; kO = kn = 0
. . g .
elde edilir. Yani i 2gA dir.

Onerme 3.2 y egrisinin yay uzunlugunun evoliisyon denklemi;

oL f (—a““ K )a [0, L]
—— —_ (S
ot J, \gs ~ 1@2)00

dir (Yildiz vd., 2013).

Ispat. L nin t ye gore tiirevi alinirsa;

=1y 5 (J9)oo = [} ko0 (36)

elde edilir. (3.4) denklemi (3.6) denkleminde yerine yazilirsa 6nerme kanitlanmis olur.

Tamm 3.1 y, E" de bir egri ve y nin yay uzunlugu varyasyonu L(u,t) olsun. y nin

zamanla baglantili hi¢gbir degisime sahip olmamasi i¢in

4 : ag
aL(u,t) = 0Oyani g, = i 0

olmalidir (Yildiz vd., 2013)..

e 7] a . ..
Teorem 3.1 y, E™ de bir egri ve y nin akisi a—]; olsun. a—]; akisinin elastik olmamasi igin

gerek ve yeter sart % = k,w, olmasidir (Yildiz vd., 2013).

Ispat (=) Kabul edelim ki egri akis1 elastik olmasm (3.2) dan yay uzunlugunun

degisimi
oL _ u ge
== fo 2\/_6 (3.7)

dir. (3.4) denklemini (3.7) denkleminde yerine yazilirsa
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L J‘“ (6(»1 " ) 9
ac ), Vas — 192)%
elde edilir. Akis elastik olmadigindan dolay1 % = 0 dir. Buradan da % = k,w, elde

edilir.

(<) Kabul edelim ki % = k,w, olsun. Bu esitlik (3.4) denkleminde yerine yazilirsa

g: =0, yani % = 0 elde edilir. Buda egrinin yay uzunlugunun korundugu anlamina

gelir. Boylece egrinin akisi elastik degildir.
Teorem.3.2 y, E™ de bir egri ve y egrisinin akist % = Yi=; w;V; olsun.
i. V= ,V,,Vs, .., V)T Frenet ¢atisinin evoliisyon denklemi
Ve =MV (3.8)

seklindedir. Burada M evoliisyon matrisi

0 My, M3 Mln]
|_M12 0 My M2n|
M=|-M;3; —My,; 0 - Ms,]|
_Mln _M2n _M3n 0
ve
( Ml] = A] = (l)j‘S + kj—le—l - kjwj+1'j = 2,3, W, n
1
{ Mgy = E(M(a—l)us + Ky 1 Mia—1yu-1) — KuMa-1yusn) + ka—2Mia—2),)
-
k a=23,..n—=1 a<uy<n, kg=k,=0
dir.

ii.  y egrisinin egrilikleri i¢in evoliisyon denklemleri

{ kit = Mz — kid — kM3
ka,t = Mau,s — kol — ka—lM(a—l)u - ka+1Ma(u+1)

seklindedir (Abdell-All vd., 2014).
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Ispat (3.3) denkleminin u ya gére tiirevi alinirsa;

Yiu = \/Eyt,s = \/E(Avl + 27=2Aj1/}') (3-9)
elde edilir.

Yu = \/Eys = \/§V1
esitliginin t ye gore tiirevi alinirsa

Vie =g (L, + Vi) (3.10)

u,t 29 1 1t :

elde edilir. Buradan

Ytu = Yut

oldugu goz oniinde bulundurulursa ve (3.5), (3.9) ve (3.10) denklemleri kullanilirsa
Vie = Xi=2 4V (3.11)

elde edilir. (3.15) denkleminin u ya gore tiirevi alinirsa;

n
View = VI((—kida)V + (g = las)V + D (Ays + b1y
Jj=3

—kjAj1)V)) (312)
denklemi elde edilir.
Viu = \/EVI,S = \/E(kﬂ/z)
esitliginin t ye gore tiirevi alinirsa
Vine = VI(Eky + ki) Vo + KaVayg (3.13)
elde edilir. V3 1, = V3¢ oldugu goz dniinde bulundurulur, (3.12) ve (3.13)

denklemleri kullanilirsa
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kl,t = Az,s—kML — kyA;
Vor = -4,V + Z?:s B;V;

(3.14)
By =i (Ajs + kjo1jos = KjAjs1),j = 34,
elde edilir.
Vou = \/EVZ,S = \/E(—k1V1 + k,V3)
oldugundan bu denklemin t ye gore tiirevi alinirsa;
Vour = \/E(—(kﬂ1 + kl,t)Vl — (k14)V, + (—k1A3 + kA + kZ,t)VB
+ ko Vs o=k X AV (3.15)
denklemi elde edilir. (3.14) denkleminin u ya gore tiirevi alinirsa
Varu = Jg(—AzsVi — (k1A; + k2B3)V, + (B3 s — k3B, )Vs
+(Bys — k3Bs — kyBs )V, (3.16)

4ot (Bn—l,s + ky_2Bp_o — kn—an)Vn—l + (Bn,s — kn—an—l)Vn)

olur. Vyyur =V, Oldugu goz o6niinde bulundurulur, (3.15) ve (3.16) denklemleri

kullanilirsa

kZ,t == B3,S_k2/1 - k3B4 + k1A3
Vi = —AsVy — B3V, + X1, GV

(3.17)
1 .

Cj = k_2 (les + klA] + kj—lBj—l - k]B]+1),] = 4,5 e, n
elde edilir. (3.17) denkleminin u ya gore tiirevi alinirsa,

Vatu = \/E((_A?;,s + k1B3)V1 - (33,5 - k1A3)V2 — (kyB3 + k3Cy)V3 +

(C4-,s - k4C5)V4 + (Cs,s —k4Cy — kSCG)Vs 4+ 4)
(3.18)

(Cn—l,s + kn—ZCn—Z - kn—lcn)Vn—l + (Cn,s - kn—lcn—l)Vn)
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denklemi elde edilir.

Vau = \/§V3,5 = \/E(—kzvz + k3Vy)

oldugundan bu denklemin t ye gore tiirevi alinirsa
Vaut = \/E((kZAZ)Vl + (—Bss + k3By — kyA3)V, — (kyB3)Vs +
(k3l + k3,t - sz4_)V4 + k3V4‘t - k2 Z}l=5 BjI/j) (319)

elde edilir. V34, = V3, oldugu goz 6niinde bulundurulur, (3.18) ve (3.19) denklemleri

kullanilirsa

( k3,t == C4,’S+k2B4 - k3A + k4CS

n
V4-,t = _A4_V1 - B4_V2 + C4,V3 + Z DJI/]
j=5

1 .
D = k_3(Cj,s +koBj + ki1 Gy = kiCjaa),j = 56,1

elde edilir. Benzer sekilde geri kalan Frenet vektorleri i¢in hesaplamalar yapilirsa n.

admV = [V, V,, Vs, ..., V, ] ve

r 0 A, A3 A, Ag A
-4, 0 B; B, Bg B,
L e S e
olmak iizere
Ve =MV

elde edilir. M matrisinin bilesenleri

Aj=My, 1<j<n,
Bj=M,, 2<j<n,
C=Msj, 3<j<n,
\Dj =M, 4<j<n
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olacak bigimde yeniden diizenlenirse

( Ml] = A] = (1)]"5 + kj_la)j_l - kj(,l)j+1, ] = 2,3, e, n
1
{ My = k—(M(a—l)u,s + Ky 1M1y u-1) = KuM@-1)ur1) + Ka-2M@-2 ),
u—a
| a=23,.,n—1, u=3..n a<uyu
{ ko =k, = 0.

esitlikleri elde edilir. Boylece (3.20) denklemi

0 M, M3 My,
_M12 0 M23 M2n
—-M —-M 0 M
M= : " : = : : :3n (3.21)
_Ml(n—l) _Mz(n—1) _M3(n—1) _M(n—l)n
L _Mln _MZn _M3n 0

seklinde yeniden yazilabilir. Benzer sekilde egriliklerin evoliisyon denklemleri de

kl,t = M12,s —kyA — kM3

3.22
{k(x,t = Mau,s - kcr/1 + ka—lM(a—l)u - ka+1Ma(u+1) ( )

seklinde elde edilir.
Boylece teoremin ispati tamamlanmais olur.
Onerme 3.3 y egrisinin Z—]t/ akis elastik degil ise egriliklerin evoliisyon denklemleri

{ kit = Mz — kyMy3
ka,t = Mam,s + ka—lM(a—l)u - ka+1Ma(/4+1)

seklindedir (Abdell-All vd., 2014).
Ispat 3—]; akisi elastik degil ise

gr=0yanid=0 (3.23)
dir. Oyleyse (3.23) denklemini (3.22) denkleminde yerine koyarsak énerme kanitlanir.

Teorem 3.3 y, E™ de bir egri ve ¥ nin akisi % olsun. % elastik degildir gerek ve yeter

sart [Q, M] Lie ¢arpimi olmak iizere integrallenebilirlik durumu (sifir egrilik durumu)
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Q—Ms;+[Q,M]=0

dir (Abdell-All vd., 2014).

Ispat y, egrisinin Frenet gatis1 V = [Vy, V5, Vs, ..., V,,] olsun. V nin u ya gore tiirevi
Vu=1/gV =/gQV (3.24)

dir. (3.24) denkleminin u ya gore tiirevi alinir ve (3.9) denklemi kullanilirsa
Vue =9 (20 + Qi+ QM) V (3.25)
elde edilir. (3.9) denkleminin u ya gore tiirevi alinir ve (3.24) denklemi kullanilirsa

Vi = Jg(Ms + MQ)V (3.26)

elde edilir. (3.25) ve (3.26) denklemlerinden
9
Vit = Ve =3 (350 + Q= Ms + 10, M]) v

elde edilir. Simdi ispatimiza baslayabiliriz.

(=) Kabul edelim ki akisimiz elastik olmasin. O halde g, = 0 dir. u ya ve t ye gore

kismi tlirevlerin degismeli oldugu kullanilirsa
Q—M;+[QM]=0

elde edilir.

(&)Kabul edelim integrallenebilirlik sart1 (sifir egrilik sart1) saglansin, yani
Q:—M;+[Q,M]=0 (3.27)

olsun. (2.1) ve (3.21) denklemlerinden
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0 k2M13 M13,s Mln,s
[ —kaMy3 0 —kiMy3 + ksMpy - M. ]
[Q, M] =| : : : (3.28)
_Ml(n—l),s _Mz(n—l),s _M3(n—1),s _kn—ZMn—Zn
_Mln,s _MZn,s _M3n,s 0

elde edilir. (2.1) denklemini t ye gore (3.21) denkleminin s ye gore tiirevini alip (3.22)

denklemi kullanilirsa

[ 0 —ko M5 + Ak, My Mins 1
|—k2M13 + Ak, 0 —Aky, — kM5 + ksM,, - My s
M,-Q, = : ; ; ; (3.29)
| _Ml(n—l),s _Mz(n—l),s _M3(n—1),s _Akn—l - kn—ZMn—an
l _Mln,s _MZn,s _M3n,s 0 J

elde edilir. (3.38) ve (3.29) denklemleri (3.27) denkleminde yerine yazilirsa,

[ 0 Ak, 0 0 ] [O]
I/‘{kl 0 _/1k2 A 0 I IOI
l 0 0 0 - —Akn_lJ llOJl

0 0 0 0 0

elde edilir. Buradan k; =0,1k, =0,...,Ak,_; =0 elde edilir. k,, #0, m=
1,2,3, ...,n oldugundan A = 0 dir. Yani g = 0 dir. Egri akisimiz elastik degildir.

Teorem 3.4 n-boyutlu Oklid uzayinda, y(u, t) elastik olmayan bir egri olsun. Q ve M

matrisleri abelyan ise, M evoliisyon matrisindeki elemanlar
M(a—1)# =0, a=23,...,n—1 py=a+1
dir (Abdel-All vd., 2014).

Ispat Q ve M matrisleri abelyan oldugundan [Q, M] = 0 &yleyse integrallenebilirlik
durumu (3.27) igin

M, —Q,=0 (3.30)

olur. Egri esnek olmayan bir egri oldugundan A = 0, yani
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0 k2M13 M13,s Mln,s
| —kyMy3 0 —kiMy3 + ksMpy - Mzn,s |
My —Q, = : : : : s (3.31)
_Ml(n—l),s _Mz(n—l),s _M3(n—1),s _kn—ZMn—Zn
_Mln,s _MZn,s _M3n,s 0

dir. (3.31) denklemi (3.30) denkleminde n = 10 i¢in yerine yazilirsa;
M3 = M35 = Mg; = M79 =0, My, = My = Mgg = M8(10) =0
olur. Benzer sekilde 6nceki sonuglar n. adima genisletilirse;

M(a’—l),u=01 a=2,3,...,n—1, H=C¥+1

elde edilir.
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4., KUATERNIYONIK EGRILERIN EVOLUSYONU

B (u), E* de kuaterniyonik bir egri ve B(u) kuaterniyonik egrisinin t anindaki

yer vektorii 8 (u, t) olsun. § kuaterniyonik egrisi i¢in metrik

v(ut) = (L, 2L (4.1)

seklinde verilebilir. B (u, t) egrisinin yay uzunlugu ise,

a a
l(u,t) = fou f v(u,t)ou, 15 = %ﬁ 4.2)

seklinde tanimlidir. Burada {u,t} egri iizerindeki koordinat fonksiyonlaridir. E* de

kuaterniyonik bir egrinin akis1 (egri lizerindeki bir noktanin hareketi)

d
a_f:f1T+f2N1 + f3N; + f4N3, (4.3)

seklinde tanimlanir. Burada fi, f5, f3 ve f, kuaterniyonik S egrimizin skaler hiz
vektorleridir. Bu hiz vektorleri sadece {k, k,r —k} seklindeki egriliklere baglidir
(Korpinar ve Bas, 2016).

Tamm 4.1 E* de kuaterniyonik bir egri 8 (u, t) olsun. % akis1 elastik degil ise

a dp
a”%”—o

dir (Korpinar ve Bas, 2016).

Elastik olmayan egri akis1 i¢cin gerekli ve yeterli sartt sOyleyebilmek igin

asagidaki 6nermeye ihtiyacimiz vardir.

Onerme 4.1 v metrigi icin evoliisyon denklemi

5= 2vn (4.4)

dir. Burada n = = — f,k dir (Korpinar ve Bag, 2016).
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ispat (4.1) denkleminde ¢ ye gore, (4.3) denkleminde de s ye gore tiirev alip = ile =

kismi tiirevlerinin degismeli oldugu kullanilirsa

dv 0 h(c’)ﬁ 6,8)

at ot \ou'du

- (st
(see)
(o
(=3

(f1 T+ fo.Ny + f3. N, + [ N3)>

=2h (f1 T+ fo.Ny + f3. N, + fa. N3))

_ZVh(aﬁ aflT‘|'f1a_‘|‘af2N1 +f2%+%N2 +f3%+%N3+

i 22)

= 2v h(af af1T+f1 (x N1)+£N1+f2 (- KT+kN2)+£N2

+f3(=kN; + (r —x)N; + af41\’3 + fa(—(r — K)Nz))

-1 () i+ 2o

(fzk +%— 4(r — K)) N, + (f3(7” —K) +%)N3)

3
= 2vh (T, T]T + Z ‘:'qiNi>

=1

elde edilir. Frenet formulleri kullanilirsa
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of:
77:(6_51— 2K)
c/ql—flk'i'%_ 3k
a
c/‘lz—fzk*‘ﬁ_ 2(r — K)

2
L ffqe,=f3(7'—’f)‘|‘a_f4

(4.5)

elde edilir.Yani <~ = 2v7 dr.

Onerme 4.2 B kuaterniyonik egrisinin yay uzunlugunun evoliisyon denklemi

al 2fi
5= [, Vo (G pou ueton
dir (Korpinar ve Bas, 2016).

Ispat [ nin t ye gore tiirevi alimirsa

%= 2 vwou = [} Zou (4.6)

elde edilir. (4.4) denklemi (4.6) denkleminde yerine yazilirsa

o (2o

elde edilir ve 6nerme kanitlanmais olur.

Tamm 4.2 B, E* de kuaterniyonik bir egri ve  nin yay uzunlugu varyasyonu l(u, t)

olsun. B nin zamanla baglantili hi¢bir degisime sahip olmamasi igin

0 . ov
gl(u:t) = 0 yani v, = Pl 0

olmalidir (Korpinar ve Bas, 2016).

Teorem 4.1 B, E* de kuaterniyonik bir egri ve  nin ak1$1 olsun — aklslmn elastik

olmamasi i¢in gerek ve yeter sart = fok dir.
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Ispat (=) Kabul edelim ki egri akisi elastik olmasin, (4.2) den yay uzunlugunun

degisimi
al (U vt a 47
a—fo 250 (4.7)

dur. (4.4) denklemi (4.7) denkleminde yerine yazilirsa
ol u ofy
a—fo Vo (G5~ far)

elde edilir. Akis elastik olmadigindan dolay1 %z 0 dir. Buradan da % = f,x elde

edilir.

(<) Kabul edelim ki % = fok olsun. Bu esitlik (4.4) denklemin de yerine yazilirsa

V. =0ve % = 0 elde edilir. Buda egrinin yay uzunlugunun korundugu anlamina gelir.
Boylece egrinin akisi elastik degildir.

Teorem 4.2 B, E* de kuaterniyonik bir egri ve 8 egrisinin akist

d
a_f = fiT + foNy + f3N; + fuN3

olsun.
i. V =[T, Ny, Ny, N;]T Frenet gatisinin evoliisyon denklemi
V, = MV (4.8)
seklindedir. Burada M evoliisyon matrisi

0 A A A
~A, 0 B, B,
~A, —B, 0 G,
~A; —B; —C; 0

ve
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( Ai = fivski + kifi = fiszkiva; 1=1,23
1 .
B = k_l(c/lj,s +kjAj_g = kjp1Ajen) s J = 2,3

1
C3 = k—z (B3,s + kA + k3Bz)
k1=K, k2=k, k3=(T—K), k4=0

dir.
ii.  f egrisinin egrilikleri igin evoliisyon denklemleri
Kt = ‘Al,s - T]K - kt/qZ
ki =By —ni — (r —k)Bs + kA,
(r—K)e =Cs5s—n(r—x) + kBs
seklindedir.
Ispat (4.3) denkleminin u ya gore tiirevi alinirsa

B = \/;Bts = \/E(UT + Z?:l”qiNi) (4.9)

elde edilir. B, = VvBs = VT esitliginin t ye gore tiirevi almirsa
Ut

elde edilir. By = Bw oldugu goéz oOniinde bulundurulur ve (4.5), (4.9) ve (4.10)

denklemleri kullanilirsa
T, = Y3 AN (4.11)
elde edilir. (4.11) in u ya gore tiirevi alinirsa

d
T = \/;&(0411\]1 + AN, + cﬂst)

= VU(AysN; + A (—KT + kN,) + A, N, + A, (—kNy + (r — K)N3)

+Az N3 + Az (—(r — k)N3)) (4.12)
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Trw = VU ((Ars — kA,)N; + (kaq1 + Ay + As(—(r — K))) N, + (A 1)T

+(<A3,s +(r— K)dqz)Ns)
denklemi elde edilir.
T, = \/ETS = \/;(KNl)
esitliginin t ye gore tiirevini alinirsa
Ty, = \/E((;’—;;c + ;ct) Ny + kN, ;) (4.13)

elde edilir. Ty, = Ty oldugu goz oniinde bulundurulur ve (4.12) ve (4.13) denklemleri

kullanilirsa

ke = Ays —kAy; —nK
Nip = —AT + Zj, BN, (4.14)

1 .
B] = ; (k]dqj_l + ‘Aj,s - c/q,j+1kj+1),] = 2,3
elde edilir.
Niy = VuNys = Vu(=kT + kN,)

esitliginin t ye gore tlirevi alinirsa

N. Ut (kT = kN,) + Vo (=KT — kN,)’
=——(—kT — v(—kT —
1,ut 2\/; 2 2

= V[ (=T = k) + (kT = kN,Y'|

= VU[n(=xkT — kNy) + (KT — kN;)']

= \U[—knT + knN, — 1,T — KT, + kN + kNy]
= U[—KnT + knN, — T(Ay 5 — kAy — 1)

=\Vv[(—kn — k)T + (—xA;)N; + (kn — kA, + k)N, +
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(—KA3)Ns + kN, ] (4.15)

(4.14) denkleminin u ya gore tiirevi alinirsa
Ny = \/§N1,ts = ‘/5% (=A4T + B, N, + BsN3)
= VU(—AyT) — A1kN; + By 5N, + Bo(—kN; + (r — k)N3 + B3 sN3
+B;(—(r — k)N,)) (4.16)
Ny = \/E(T(—c/h,s) — Ny (kA; + kBy) + N, (Bz,s —(r— K)B3)
+N3(Bz(r — k) + Bs5))

denklemi elde edilir. N; ¢, = Ny ;¢ oldugu g6z oniinde bulundurulur ve (4.15) ve (4.16)

denklemleri kullanilirsa

kt = BZ,S - (T‘ - K)B3 - kT] + KU‘ZZ
Na¢ = —A;T — By Ny + C3N3 (4.17)
1
63 = ; (Kc/q3 + (T' - K)BZ + B3,S)
elde edilir.

Ny = VUN, s = Vu(—kN; + (r — K)N3)

esitliginin t ye gore tiirevi alinirsa

Nosse = V¥ [55 (=kNy + (= 1ON5) + (=kN, + G = 1ONs)|

v
Npue = Vv [ﬁ (=kN; + (r — k)N3)
+(_ktN1 - kNl,t + (T‘ - K)tN3 + (T‘ - K)N3,t):|

= Vo[n(=kNy + (r — K)N3) + (=Ny(Bys — (r — k)Bs — kn + KA,)
— k(=A,T + ByN; + BsN3) + (r — k) N3 + (r — k)N3 1)
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Nout = V[T (kAy) + Ny(=Bys + (r — K)B; — kA3 ) + No(—kB,)
+(n(r—x) —kB;+ (r—x)) + (r — K)N3‘t] (4.18)

(4.17) denkleminin u ya gore tiirevi alinirsa
d
Nppu = VUNy s = ‘/Eg (—=A;T — B3Ny + C3N3)

= Vv(=AysT — A (kN;) — By Ny — By(—«T + kNy) + C34Ns
+C3(—(r — K)N,)) (4.19)

= VU((—Azs + Bok)T — (Azk + By )Ny + (=Bok — C3(r — 1))N,)
+C3,5N3)

elde edilir. Ny, = N; 4, oldugu géz 6niinde bulundurulur (4.18) ve (4.19) denklemleri

kullanilirsa

{(7” —K) =C35+kBs —n(r —x)
N3,t = _A3T - B3N1 - C3N2

elde edilir. Elde edilen denklemler matris formunda,
V = [T, Nl’ Nz, N3]T ve

0 Ay Ay Az

_ _clql 0 BZ B3
M=_" 3 o e (4.20)

—A; —B; —C; 0
olmak tizere
Vi =MV

elde edilir. M matrisinin bilesenleri agik olarak
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(A = fisiski Kifi = fizkiv; 0=1,23

1 .
B = k_l(d‘lj,s +kjAj_y = ki) s J =23

1
C3 = k—z (B35 + k1A3 + k3B;)
k1=K, k2=k, k3=(T‘—K), k4_=0

seklindedir. Egriliklerin evoliisyon denklemleri

Kt = dql,S - kcﬂz - T]K
kt = BZ,S - (T - K)B3 - T]k + Kcﬂz (421)
(r—K)e=Css+kB; —n(r—x)
seklinde elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Sonug 4.1 B egrisinin % akisi elastik degil ise evoliisyon denklemleri

Kt = CHl,S - kcﬂz
kt - BZ,S - (T‘ - K)B3 + Kc/‘lz
(T - K)t == 63,5 + kB3
seklindedir.
Ispat % egri akisi elastik degil ise
v, =0yanin =20 (4.22)

dir. Oyleyse (4.22) denklemi (4.21) denkleminde yerine yazilirsa dnerme kanitlanr.

Teorem 4.3 B, E* de bir egri ve B nin akist % olsun. % egrisinin akis elastik degildir

gerek ve yeter sart [Q, M| Lie ¢arpimi olmak iizere integrallenebilirlik durumu (sifir

egrilik durumu)
Qr —Ms+[Q,M] =0
dir.

Ispat 8 egrisinin Frenet ¢atis1 V = (T, Ny, N,, N3) olsun. V nin u ya gore tiirevi
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V= VvVs = VvQV (4.23)
dir. (4.23) denkleminin t ye gore tiirevi alinir ve (4.8) denklemi kullanilirsa

Vie = 520V +V0(QiV +QV) = Vo (0 + Qe + QM) V (4.24)
elde edilir. (4.8) denkleminin u ya gore tiirevi alinir ve (4.23) denklemi kullanilirsa

Viu = VvV = Vo (MY + MQV) = Vv (M + MQ)V (4.25)
(4.24) ve (4.25) denklemlerinden

Vie = Veu = V7 (550 + Q¢ + OM — M; — QM) V

=V (20 + 0. — M, + [0 M])V (4.26)
elde edilir. Simdi ispat islemine baglanirsa,

(=) Kabul edelim ki akisimiz elastik olmasin. O halde V, = 0 dur. aa_u ile % kismi

tiirevlerinin degismeli oldugu goz 6niinde kullanilirsa
Qr—Ms+[Q,M]=0
elde edilir.
(&) Kabul edelim ki integrallenebilirlik sart1 (sifir egrilik sart1) saglansin. Yani
Qe — M +[9,M] =0 (4.27)

olsun. (2.3) ve (4.20) denklemlerinden

|[ 0 kA Agzs A3z 5]

_kcﬂz 0 _Kcﬂz + (T - K)B3 B3,S

[Q’ M] N l_ﬂz‘s K'clqz - (T‘ - K')B3 O kB3J (428)
—Agzs —Bzs —kB3 0

Q@ nun t ye gére M nin de s ye gore tiirevi alinip (4.21) kullanilirsa,
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0 —nk — kA, — Ay ~As 1
0, — M, = |17K + kA, 0 —nk + kA, — (r —x)B; -Bs;, |
| Azs  nk—kA,+ (r—1)Bs 0 —n(r — k) + kBs|
| Ass Bss n(r—x) — kB, 0 |
(4.29)

(4.28) ve (4.29) denklemleri (4.27) denkleminde yerine yazilirsa

0 -nk 0 0

ne 0 —nk 0 _

0 nk 0 -nlr—x)| 0
0 0 n(r—«x) 0

elde edilir. Son denklemden 1 = 0 i¢in V = sabit oldugu goriiliir. Yani akis elastik
degildir.

Sonug¢ 4.1 4-boyutlu Oklid uzaymda, f(u,t) esnek olmayan kuaterniyonik bir egri

olsun. Q@ ve M matrisleri abelyan ise Q evoliisyon matrisinin A, ve B; bilesenleri
‘AZ = B3 = 0
dir.

Ispat Q ve M matrisleri abelyan oldugundan [Q, M'] = 0 &yleyse integrallenebilirlik
durumu (4.27) igin asagidaki gibidir.

Ms—Q: =0 (4.30)

Egri esnek olmayan bir egri oldugundan n = 0, yani

[ o —kA, —Azs —Ajzs]
a” _ I kA, 0 —KkA, + (r — k)B; B3.s I 4.31
U=, k- (- 0B, 0 ¥B, | (4:31)
l_ﬂ&s _B3,s _kBB 0 J

dir. (4.30) ve (4.31) esitliklerinden
d‘lz = B3 == 0

dir.
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Ornek 4.1 B(s) = (cos \Es,sin \Es,cos \Es, sin \/%s) kuaterniyonik egrisini g6z

Oniine alalim. B (s) nin egrilikleri

dir. Eger skaler hiz fonksiyonlari

fi = s?cos(s?), f,=ssin(s), fz3 =52 fL=s

seklinde alinirsa egriliklerin evoliisyon denklemlerinin,

_(—10<u<10
D_{—10<t<10

icin grafikleri sirasiyla Sekil 4.1, Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 deki gibidir.

Sekil 4.1 k nin evoliisyonu.



Sekil 4.3 (r — k) nin evoliisyonu.

Eger
f; = cos(s), f; = ssin(s), f3 = scos(s), f, = ssin(s)
seklinde segilirse egriliklerin evoliisyon denklemlerinin,

_(-5<u<5
D_{—5<t<5

35



36

Icin grafikleri sirasiyla Sekil 4.4, Sekil 4.5 ve Sekil 4.6 deki gibidir.

Sekil 4.4 k nin evoliisyonu.

Sekil 4.5 k nin evoliisyonu.



Sekil 4.6 (r — k) nin evoliisyonu.

37
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